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Subiecte - Clasa a 9-a

Problema 1. Aratati ca pentru orice numar natural nenul NV, exista numarul natural
nsiay,ag,...,a, € {—2,1} astfel incat

N=a -1>+ay-2°+... 4a, n°

Problema 2. Fie ABC' un triunghi inscris intr-un cerc C de centru O i raza 1. Prin
punctul M interior triunghiului, ducem dreptele AM, BM si C'M, care intersecteaza
a doua oara C In Ay, By, respectiv (. Determinati locul geometric al lui M pentru

AM | BM | CM __ Y Y
care o7 + 537 T oaf — k, unde k > 0 este o constanta data.

Problema 3. Determinati functiile f : N — N cu proprietatea ca
f"(m)+ f™(n) = 3(m + n) pentru orice m,n € N,

unde am notat cu f* = fo fo...o f, unde f este compusa cu ea insasi de n ori, cu
conventia ci f°(m) = m, pentru orice m € N.

Problema 4. Fie n > 3 un numar natural, ABC un triunghi cu centrul de greutate
in G si A, Ay A, € (BO), Bi,Bs,....B, € (CA), Cy,Cy,...,C, € (AB), puncte
care impart fiecare din laturile pe care sunt in cate n+ 1 segmente egale. Determinati
in cate moduri putem colora punctele Ay, As, ..., A,, B1,Bs,...,B,, C1,Cs,...,C,
cu doua culori, astfel incat, orice triunghi de tip A;B;Cy, unde 7,7,k € {1,2,...,n},
daca are varfurile la fel colorate, atunci are centrul de greutate in G.

Timp de lucru 4 ore
Fiecare problema va fi notata cu maxim 7 puncte
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Solutii - Clasa a 9-a

Problema 1. Aratati ca pentru orice numar natural nenul NV, exista numarul natural
nsiay,ag,...,a, € {—2,1} astfel incat

N=a-1>+ay-2°+... 4 a, n°

Vasile Pop, Cluj Napoca

Solutie. Pentru N =1 alegem n = 1 i a; = 1. Pentru N = 2, alegem n = 2 si
a; = —2,as = 1. Presupunem mai departe ca am gasit n,aq,as,...,a, pentru care
N admite scrierea din ipoteza.

Intrucat (n+1)%2 —2(n +2)%> + (n+ 3)2 = 2, alegand api1 = Gnyg = 1 §i Gnay = —2,
gasim o scriere eligibila pentru N + 2. Agadar, prin metoda inductiei matematice,
putem spune ca pentru orice N € N*| exista o scriere eligibila.

Problema 2. Fie ABC' un triunghi inscris intr-un cerc C de centru O i raza 1. Prin
punctul M interior triunghiului, ducem dreptele AM, BM si C'M, care intersecteaza
a doua oara C In Ay, By, respectiv (. Determinati locul geometric al lui M pentru

AM | BM |, CM _ < <
care o7 + 57 T ooar =k, unde k > 0 este o constanta data.

Vasile Pop, Cluj Napoca

Solutie. Din puterea punctului M fata de C avem AM - AyM = BM - Bi{M =
CM -CiM = R* — OM?, deci AM? + BM? + CM? = k(R?> — OM?) = « (1).

Fie G centrul de greutate al triunghiului ABC. Notam cu z vectorul de pozitie al
punctului X. Atunci relatia (1) devine (m — a)? + (m — b)? + (m — ¢)* = «, adica
3m®—2m(a+b+c)+a*+0+c = a, sau (m — 25 -9)2 = G (9 OG? + (K — 9)R?)
(2). Din (2) deducem ca avem k >3- /1 — (9€)2, altfel locul geometric cautat este
vid. Apoi, din (2) deducem ca M parcurge un cerc de centru P, unde p = 1%3 - g, §i

razd s - /9 - OG? + (k2 — 9)R2.




Problema 3. Determinati functiile f : N — N cu proprietatea ca
f"(m) + f™(n) = 3(m + n) pentru orice m,n € N,

unde am notat cu f" = fo fo...o f, unde f este compusa cu ea insasi de n ori, cu
conventia ca f°(m) = m, pentru orice m € N.

Vasile Pop, Cluj Napoca

Solutie. Pentru m = 0 avem f™(0) + n = 3n, deci f"(0) = 2n, pentru orice n € N.
Aratam prin inductie dupa k > 0 ca f(2k) = 2k+2. Pentru k = 0, din f"(0) = 2n cu
n = 1, obtinem f(0) = 2. Presupunem ca f(2k) = 2k+2, pentru orice k = 0,1,...,n
Atunci f(2n+2) = f(f(2n)) = f2(2n—2)=...= f"2(0) =2(n +2) =2n + 4.

Acum, pentru m = 2, avem ["(2) + f(f(n)) = 3(n +2). Dar f*(2) = f**(4) =
...=f(2n) =2n+ 2. Atunci f(f(n)) =n+4 (1). Dacam =n =1, avem f(1) = 3.
Atunci, din (1), deducem prin inductie ca f(2k + 1) = 2k + 3, pentru orice k > 0
Asadar, avem f(n) = n + 2, pentru orice n € N.

Problema 4. Fie n > 3 un numar natural, ABC un triunghi cu centrul de greutate
in G si Ay, Ag, ..., A, € (BC), By, By,....,B, € (CA), C,Cy,...,C,, € (AB), puncte
care Impart fiecare din laturile pe care sunt in cate n+ 1 segmente egale. Determinati
in cate moduri putem colora punctele A, As, ..., A,, By, Bs,...,B,, C1,Cs,...,C,
cu doua culori, astfel incat, orice triunghi de tip A;B;Cy, unde 7,7,k € {1,2,...,n},
daca are varfurile la fel colorate, atunci are centrul de greutate in G.

Cristi Savescu, Cluj Napoca

Solutie. Notam cu z vectorul de pozitie al punctului X. In primul rand, dorim
sa identificam triunghiurile A;B;Cj, care au centrul de greutate in GG, conditie care se
scrie a; +bj + ¢, =a+b+c (1). Dara,:Wb MSICk:M
deci (1) devine n(a+b+c¢) =i(b—¢) + nc+ j(c — a) +na—|—k:(a—b) + nb. De aici
deducem ca i(b—c¢) + j(c —a) + k(a —b) = 0, adica (i — k) - C@—l—(] —k)- AC =0,
Cum vectorii C@ si 1@ nu sunt colinari, avem ¢ = j = k. Asadar triunghiurile cu
centrul de greutate in G sunt cele de forma A;B;C;, unde i € {1,2,...,n} (1).

Observam ca daca una dintre culori, sa zicem rosu, apare pe toate laturile, atunci
conform (1) exista ¢ € {1,2,...,n} astfel incat A;, B;, C; sunt rogii. Daca ar mai
exista j € {1,2,...,n}, j # i, pentru care, de exemplu A; este rogu, atunci din (1)
aplicat pentru A;B;C;, am avea j = i, contradictie. Atunci toate celelalte puncte
au cealalta culoare, sa zicem albastre. Cum n > 3, acestea ar fi cel putin cate 2 pe
fiecare latura, lucru care din nou contrazice (1). Deducem ca exista o latura care nu



are niciun punct rosu, deci le are pe toate albastre, si o latura care nu are niciun
punct albastru, deci le are pe toate rosii. Atunci, niciun triunghi de tipul A;B;C} nu
are cum sa aiba toate varfurile la fel colorate, deci conditia este indeplinita.

Pentru a numara, putem alege latura cu toate punctele albastre in 3 moduri, pe cea
cu toate punctele rosii in 2 moduri, iar punctele laturii ramase pot fi colorate la liber,
adica 1n 2" moduri, asadar avem un total de 3 - 2"*!. Dar, colorarile in care toate
punctele fiecarei laturi sunt la fel colorate, de exemplu ARR, sunt numarate de cate
2 ori, deci pentru fiecare astfel de configuratie trebuie scazuta o unitate la numarare.
Cum acestea sunt 6, avem numarul total egal cu 6(2" — 1).



