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Problema 1. a) Aratati ca exista o functie f : R — R, care admite primitive si
pentru care f(f(z)) = f(x) + 2z, pentru orice x € R.

b) Aratati ca functia g : R — R pentru care g(g(z)) = g(x) — 2x, pentru orice = € R,
nu admite primitive.

Problema 2. Fie G un grup in care (zy)? = y?z?, pentru orice z,y € G.
a) Aratati cd 23y = yx3, pentru orice x,y € G.
b) Daca G nu are elemente de ordin 3, aratati ca este comutativ.

Problema 3. Fie grupul (S,0), unde S = {f : C\ Q — C\ Q|f bijectiva} si o
reprezinta operatia de compunere a functiilor. Fie functiile f,g € S definite prin
f(z) = :&, g(z) = jﬁ’, pentru orice z € C\ Q. Determinati ordinele subgrupurilor
(), {g) si (f,qg), unde (f1, fa,...) reprezinta grupul generat de elementele fi, fa,.. ..

Problema 4. Fie f,¢g : R — R doua functii care admit primitivele ;G : R — R,
pentru care exista functia continua h : R — (0, 00) astfel incat f = ho F' gi g = hoG,
unde o reprezinta operatia de compunere a functiilor.

a) Daca F' si G se anuleaza in origine, aratati ca f = g.

b) Dati exemplu de doua functii diferite f §i g care respecta conditiile date.

Timp de lucru 4 ore
Fiecare problema va fi notata cu maxim 7 puncte
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Problema 1. a) Aratati ca exista o functie f : R — R, care admite primitive si
pentru care f(f(z)) = f(x) + 2z, pentru orice z € R.

b) Aratati ca functia g : R — R pentru care g(g(z)) = g(x) — 2z, pentru orice = € R,
nu admite primitive.

Vasile Pop, Cluj Napoca

a) Putem lua f(z) = 2z.

b) Observam ca g este injectiva, deci daca admite primite, are proprietatea valorilor
intermediare, deci este strict monotona. Atunci g o g este strict crescatoare, iar cum

g(x) = g(g(x)) + 2z, g este strict crescatoare. Atunci g(g(g(z))) = g(g(x)) — 2¢9(x) =
g(x)—2x—2g(x) = —(2z+g(x)), care este o functie strict descrescatoare, contradictie.

Problema 2. Fie G un grup in care (zy)? = y?z?%, pentru orice z,y € G.
a) Aratati cd 23y = ya3, pentru orice x,y € G.
b) Daca G nu are elemente de ordin 3, aratati ca este comutativ.

Mihai Opincariu, Brad

Solutie. a) Avem (zy)* = (y%2%)? = z'y*, de unde (yx)® = 2%y® (1). Atunci
yr'y™h = (yry ') = (ay )Py = (eyTh)? e wy? = g%y, dedd yiet = 2ty
@

Y
Deducem din (1) ci (zy)® = (yz)3. Atunm 2 = (zy~'y)? = (yay ')? = yady !, de
unde avem 3y = ya3.

b) Avem e = (zy)*(zy) > = (zy)*(yz) > = (zy)’(z7'y™")° = (zyz~ly™1)’. Cum G
nu are elemente de ordin 3, avem zyz~'y~! = e, de unde deducem concluzia.

Problema 3. Fie grupul (S,0), unde S = {f : C\ Q — C\ Q|f bijectiva} si o
reprezinta operatia de compunere a functiilor. Fie functiile f,g € S definite prin
f(z) = :r},g(z) = ;‘j, pentru orice z € C\ Q. Determinati ordinele subgrupurilor
(f),{g) st {f,q), unde (f1, fo,...) reprezinta grupul generat de elementele fi, fo,. ...




Vasile Pop, Cluj Napoca

Solutie. Prin calcul, se observa ca f* = Id si f, f2, f3 # Id, deci ord({f)) = 4.
Prin calcul se observa ca ¢° = Id si g, g* # Id, deci ord((g)) = 3.

Prin calcul, se observa ca h = fogo f este h(z) = x + 1. Atunci ordinul lui h este
infinit, de unde rezulta ca ord((f, g)) = cc.

Problema 4. Fie f, g : R — R doua functii care admit primitivele F,G : R — R,
pentru care exista functia continua h : R — (0, 00) astfel incat f = ho F' gi g = hoG,
unde o reprezinta operatia de compunere a functiilor.

a) Daca F' gi G se anuleaza in origine, aratati ca f = g.

b) Dati exemplu de doua functii diferite f gi g care respecta conditiile date.

Solutie. a) Cum h > 0, putem considera v = %L, care este o functie continua,
deci admite o primitiva V. Atunci (V o F') =1, de unde V(F(z)) = x + a. Analog,
V(G(x)) = z+b. Din F(0) = G(0) = 0, obtinem a = b = 0, deci V(F(z)) = V(G(z)).
Cum v =V’ > 0, V este o functie strict crescatoare, deci injectiva. Atunci F' = G,
de unde f =g.

b) Luam g(z) = v1+ a2, F(z) = sinhz si G(x) = sinh(x + 1).



