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Concursul interjudetean de matematica ARGUMENT
Editia a 15-a, Ianuarie 2026

Subiecte - Clasa a 11-a

Problema 1. Fie sirurile (a,),>1 i (Sn)n>1 definite prin

1 a?
a; = §7an+l =

2—§isn:a1+a2+...+an, pentru orice n > 1.
az —a, +1

Studiati convergenta celor doua siruri si limitele acestora.

Problema 2. Pentru fiecare n > 1 consideram ecuatia
E,: 2" +Inz=0.

a) Aratati ca pentru orice n > 1, ecuatia E,, are o unica solutie reala pozitiva z,,.

b) Determinati lim x, si lim (1 — ).
n—00 n—oo 1T

Problema 3. Fie matricele A, B € My(C). Aratati ca

(AB)? = —AB?A daci si numai daci (BA)? = —BA®B.

Problema 4. Pentru matricea A € M,,(C), A = (aij)1<i,j<n i polinomul P € C[X],
notam Ap = (P(ai;))1<ij<n- Fie n > 2. Aflati polinoamele P € C[X] pentru care

rang(Ap) < rang(A), pentru orice A € M, (C).

(Numim polinom o functie P : C — C pentru care exista n € N gi ag,ay,...,a, € C
cu proprietatea cd P(z) = ag + a1 + asx® + ... + ap,x™, pentru orice x € C)

Timp de lucru 4 ore
Fiecare problema va fi notata cu maxim 7 puncte
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Problema 1. Fie sirurile (a,),>1 i (Sn)n>1 definite prin

1 a?
a; = §7an+1 =

2—§isn:a1+a2+...+an, pentru orice n > 1.
az —a, +1

Studiati convergenta celor doua siruri si limitele acestora.
Vasile Pop, Cluj Napoca

Solutie. Inductiv, observam ca a, # 0, pentru orice n > 1. Fie b, = i, pentru
orice n > 1. Atunci by = 2 §i b1 = b2 — b, +1 (1). Atunci b,,1 > b, este echivalent
cu (b, —1)? > 0, care este adevarat. Atunci (b,),>; este un gir crescitor cu by = 2
(2), deci are limita [ € R. Daca [ € R, din (1) obtinem [ = 1, ceea ce contrazice (2).
Atunci lim b, = oo si atunci lim a, = 0.

n—oo n—oo
. . o 11 1
Relatia (1) se poate scrie 1 — b,y = b,(1 — by,), deci = 51— 5,1 pentru
orice n > 1. Daca adunam aceste relatii pentru k = 1,2,...,n, obtinem » ,_, i =
1 — —1— ceea ce implica faptul ca lim s, = 1.
bnt1—1 n—00

Problema 2. Pentru fiecare n > 1 consideram ecuatia

E,: 2" +Inz=0.
a) Aratati ca pentru orice n > 1, ecuatia F, are o unica solutie reala pozitiva z,,.
b) Determinati 7}1_{210 Ty, Si 7}1—{20 = (1 — ).

Dorian Popa, Cluj Napoca

Solutie. a) Functia f : (0,00) — R definita prin f(z) = 2™ + Inz este strict

crescatoare, ca suma de functii strict crescatoare. Cum lin%) f(z) = —ocosi f(1) =1,
z—

exista x, € (0,1) pentru care f(x,) = 0. Unicitatea acestuia rezulta din stricta

monotonie a lui f, care implica injectivitatea acesteia.



b) Observam ca f (%) = % —Inn 0 deci z, € (%, 1), de unde lim z, = 1.

n n—00

Daca notam cu y, = —Inz, > 0, atunci avem lim y, = 0 i avem ny,e™" = n.
n—oo

Functia g : (0,00) — (0, 00) definita prin g(z) = xe® este bijectiva (strict crescatoare,
deci injectiva, iar g(x) = y este echivalent cu Inz 4+ x = Iny, care are solutii intrucat

h(xz) = Inz + z este strict crescatoare iar lim h(x) = —oo gi lim A(x) = o0), deci
z—0 T—00
_ -1 : _ l—e"¥n _l—e7¥ 1 -1 :on _ 1l—e"Yn
nyln =g '(n). Atunci 1—z, = - 1yn = y—n-lﬁg (n), deci = (1—x,) = "
- . —e Yn . . - . - . .
T M) Dar lim ¢ =1 lim £ = lim £-® = lim —%— = lim —%— =
nn n—oo In n—oo M PRE z—00 M9(@) zy00 TN

Concluzionam ca limita cautata este 1.

Problema 3. Fie matricele A, B € My(C). Aratati ca

(AB)? = —AB*A daca si numai daca (BA)?> = ~BA®B.

Mihai Opincariu, Brad

Solutie. Datorita simetriei, o implicatie este suficienta. Avem AB(AB+ BA) = Oy,
deci det(AB+ BA) = 0, altfel am avea AB = O,, deci det(AB+ BA) = det(BA) = 0,

contradictie.

Aplicdm urma pe relatia data si avem Tr ((AB)?) = —Tr (A2B?). Atunci Tr ((AB +
BA)) = Tr ((AB) + (BA)? + AB2A + BA’B) = 0.

Relatia lui Camilton-Hayley aplicatd matricei AB+ BA este (AB+ BA)?>—Tr (AB+
BA)+det(AB+ BA)Iy = O,. Aplicand urma pe aceasta relatie si tinand cont de cele
demonstrate, avem Tr (AB + BA) = 0. Atunci (AB + BA)? = O,, de unde deducem
concluzia.

Problema 4. Pentru matricea A € M,,(C), A = (aij)1<i,j<n i polinomul P € C[X],
notdm Ap = (P(aij))i<ij<n- Fie n > 2. Aflati polinoamele P € C[X] pentru care

rang(Ap) < rang(A), pentru orice A € M,,(C).

Cristi Savescu, Cluj Napoca

Solutie. FEvident polinomul P = 0 verifica. Alte polinoame constante nu verifica
din cauza cazului A = O,. Cautam mai departe polinoame neconstante de forma

P(X)= > ap- X* unde m > 1si a,, # 0.
k=0



Fie A o matrice cu blocul 2 x 2 din stanga sus egal cu (";j ;) si restul elementelor

nule, unde z,y,xz,yz € R* nu sunt radacini ale lui P (adica apartin lui R* fara
un numar finit de valori). Pentru orice astfel de matrice avem rang(A) = 1. Asta

lmphCé P($Z>P<y) = P(x)P(yZ) AtunCi avei % = ]Izgzz; Pentru Z - 00 Ob@inem
igg = ;—Z, de unde deducem ca F; (fn”) este constant.

Pentru x — oo, obtinem ca aceasta constanta este a,,, asadar P(X) = a,, - X™. In
chestiuni de rang, putem ignora parametrul nenul a,,.

Daca n = 2, observam ca orice polinom de forma P = X™ verifica:

1. daca rang(A) = 2, nu avem ce demonstra;

¢ Z , unde ad = bc si a,b,c,d nu sunt
toate nule. Atunci a™d™ = b™c™ si a™, 0™, ™, d™ nu sunt toate nule, deci
rang(Ap) = 1

2. daca rang(A) = 1, atunci A =

3. daca rang(A) =0, avem A = Oy si atunci Ap = Os.

013
Pentru n > 3, consideram matricea 7= |1 2 4| si observam ca rang(7T) = 2.
2 35
0o 1 3™
Mai departe, avem Tp = | 1 2™ 4™ |, decidet Tp = 9™ +8™—12"—5™. Conform
2m 3m 5m

ipotezei aplicata matricei Tp, avem rang(7p) < 2, deci det Tp = 0. Atunci 8" +9™ =

5™ + 12™. Observam ca m = 1 este solutie. Pentru m > 2, functia f(x) = 2™ este

strict convexa, deci f(x + 3) — f(x) este strict crescatoare. Atunci f(9) > f(5), deci
T 0

0 o) deducem ca

egalitatea nu poate avea loc. Atunci, pentru matricea A =

singurul polinom care verifica in acest caz este P = X.

In concluzie, daca n = 2, polinoamele de forma P = ¢- X™, cu ¢ € C* ¢i m € N* sunt
cele care verifica, iar pentru n > 3, polinoamele de forma P = ¢- X, cu ¢ € C* sunt
cele care verifica.



