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Problema 1. Determinati functiile f : R — R pentru care
flx+ fly) + f(—=f(z) +y) + 22 = 0, pentru orice x,y € R.

Problema 2. Fie d o dreapta din plan. Determinati functiile f : C — C pentru care

f(z1) = f(=)

21 — 22

ed,

pentru orice z1, 25 € C cu z1 # 2.

Problema 3. Determinati a,b € R* pentru care functia f : R — R definita prin
f(z) = {az} + [bz], pentru orice z € R, este bijectiva si determinati inversa ei.

Problema 4. Fie A o multime de 8 puncte din plan, care reprezinta varfurile unui
poligon convex gi P multimea tuturor poligoanelor cu varfurile in A. Determinati
numarul de perechi (P, Q) € P x P cu proprietatea ca P NQ = 0.

Timp de lucru 4 ore
Fiecare problema va fi notata cu maxim 7 puncte
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Problema 1. Determinati functiile f : R — R pentru care

flx+ f(y) + f(=f(x) +y) + 2z = 0, pentru orice z,y € R.

Vasile Pop, Cluj Napoca

Solutie. Daca y = f(z), avem f(z + f(f(z))) = —f(0) — 2z, pentru orice z € R.
Deducem ca f este surjectiva. Atunci, fie zy pentru care f(zg) = 0. Avem f(z¢ +
f(y)+ f(y) — 229 = 0. Cum f este surjectiva, deducem ca f(xo+ z) +x — 220 = 0.
Facem © — = — 2o sl avem f(z) = —x + 3¢, deci f(z) = —x + a, unde a este
constanta. Din verificare, avem a = 0, deci f(z) = —x.

Problema 2. Fie d o dreapta din plan. Determinati functiile f : C — C pentru care

f(Zl) —f(22) cd

21 — 22

pentru orice 21, 29 € C cu 21 # 2.
Vasile Pop, Cluj Napoca

Solutie.

Observam ca daca f verifica, atunci f—a verifica, deci presupunem ca f(0) = 0. Avem
D = {a+1t-bjt € R}, unde a,b € C. Pentru z; = 0, conditia din ipoteza implica
existenta functiei ¢ : C — R pentru care f(z) = z(a+t(2)-b) = za+2b-t(z). Atundi,
conditia din ipoteza implica a + b - atz)-=i(z) o D, adica atz)-—zmhz) q € R, de

21—2 z1—22

unde obtinem z;(t(z1) — q) = z2(t(22) — q) (1).

Fiea € Cculal =1 D, = {2z € Clz =Fk-ak € R*}. Daca z, € D, si
29 € Dy s a # b, conform (1) avem t(z1) — ¢ = t(22) — q = 0, deci t(z1) = t(z2) (2).
Daca z1,22 € D,, alegem z3 € Dy, unde a # b si conform (2) avem #(z1) = t(z3) si
t(z2) = t(z3), deci t(21) = t(z2). Deducem ca t este constanta pe C*, deci f(z) = ¢z,
unde g € C. Revenind in relatia data, avem restrictia ¢ € d. Atunci, functiile cautate
sunt cele de forma f(z) =dz+c¢,unde d € D si c € C.



Problema 3. Determinati a,b € R* pentru care functia f : R — R definita prin
f(z) = {ax} + [bz], pentru orice x € R, este bijectiva si determinati inversa ei.

Vasile Pop, Cluj Napoca

Solutie. Din ipoteza, avem f(z/b) = {ax/b}+[x] (1). Cum g(x) = x/b este o functie

bijectivd cu inversa g~ '(z) = ¢z si (1) se scrie h = f o g = {cz} + [z], unde ¢ = a/b,

atunci f este bijectiva daca si numai daca h este bijectiva.

Deducem ca [h(z)] = [z], pentru orice € R. Atunci, pentru ca h sa fie bijectiva,
trebuie ca h([k,k + 1)) = [k, k + 1), pentru orice k € Z (2).

Observam ca multimea I, = {{cy}|y € [k,k + 1)} este un interval, iar din definitia
lui h, deducem ca lungimea acestuia, care este |c|, este egala cu lungimea intervalului
h([k,k +1)). Atunci, din (2), obtinem |c¢| = 1, deci ¢ € {—1, 1}.

I = bz, cuinversa f~1(z) = +-x. Atunci

Pentru ¢ = 1, avem h(z) = x, deci f = hog™ ;

orice pereche (b, b) € R* verifica.

Pentru ¢ = —1, avem h(z) = [z] + {—2} si f = ho g ! = [bx] + {—bzx}, cu inversa
! = [32] — {—4x}. Atunci orice pereche (b, —b) € R* verifica.

Problema 4. Fie A o multime de 8 puncte din plan, care reprezinta varfurile unui
poligon convex gi P multimea tuturor poligoanelor cu varfurile in A. Determinati
numarul de perechi (P, Q) € P x P cu proprietatea ca P N Q = (.

Cristi Savescu, Cluj Napoca

Solutie. In toatd solutia poligoanele sunt notate in sensul acelor de ceasornic.
Fie A1 A, ... Ag poligonul convex determinat de punctele din A. Observam ca daca
poligoanele P, () € P sunt disjuncte, atunci le putem nota P = PP;... P i QQ =
Q1Qs ... Qy, unde s,t > 3, astfel incat poligonul R = P P,... P,Q10Q4 ... Q; sa fie
un poligon convex, iar aceastda notatie este unica. Atunci putem defini o functie
f P x P — P care asociaza fiecarei perechi (P, Q) € P x P acest poligon care le
”infagoara”. Numdrul cerut este atunci s = >, |fH(R)|.

Pentru R € P, observam ca |f~*(R)| # 0 doar dacid R are cel putin 6 varfuri. Fie
R € P un poligon cu k > 6 varfuri. Pentru a determina cate perechi (P, Q) satisfac
f((P,Q)) = R, trebuie sa alegem punctul P; din care pornim notatia lui P, care
poate fi ales in k£ moduri si punctul P, in care ne oprim cu notatia lui P, care poate



fi ales in k — 5 moduri (3 < s <k — 3). Restul de puncte ramase determina in mod

unic pe Q. Atunci, avem |f~Y(R)| = k(k — 5).

Notam cu vg numarul varfurilor lui R. Cum orice kK > 6 puncte din A determina
un poligon convex, avem 3 pp |fHR)| = 3 pep vr(vr — 5) = S k(k = 5) - [Ti],
unde T}, = {R € Plog = k}. Dar |T5| = Z8 = 28, |T7| = 8 si |Ts| = 1. Atunci
S o k(k—5) - |Tx| =6-28 + 14 -8 + 24 = 304.



