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Problema 1. Fie n € N, n > 2 fixat.

a) Ardtati cd ecuatia 2" + 2™ — 1 = 0 nu are solutii complexe de modul 1.
b) Determinati solutiile complexe de modul 1 ale ecuatiei 2"t + 2" + 1 = 0.

Vasile Pop, Cluj Napoca

Solutie. a) Presupunem ci existd z € C cu |z| = 1 pentru care 2" + 2" = 1.
Conjugand relatia, avem z”% + Zin = 1saul+z=2z"". Atunci relatia data se scrie
2"+ 2 = 0, deci 2! = —1. Revenind in relatia initiald, avem —2% — 2z = 1 sau
224+ 241 =0. Atunci 2% = 1, deci 221 = 1. Dar 2" ! = —1 implica 231 = —1,
contradictie.

b) Conjugand relatia data obtinem anﬂ + Zin +1=0saul+z+2"" =0. Atunci
avem 2" = z, deci 2"~ ! = 1. Relatia data se scrie atunci 22 4+ z +1 = 0, deci 2% = 1.
Daca (n —1,3) = 1, atunci am avea z = 1 care nu verifica. Asadar 3|n — 1. Obtinem
in acest caz solutiile € si €2, unde ¢ este radicina primitiva de ordin 3 a unitatii.
Evident, acestea verifica.



Problema 2. Doua mobile se deplaseaza rectiliniu si uniform, cu viteze egale, pe
doua drepte distincte si concurente. Aratati ca exista in planul dreptelor un punct A
astfel incat distantele de la A la cele doua mobile sa fie la orice moment egale.

Vasile Pop, Cluj Napoca

Solutie. Fie z; si 2o porzitiile initiale ale mobilelor. Atunci, la momentul ¢t > 0,
pozitiile acestora vor fi z1(t) = 21 + vy - t §i 29(t) = 22 + v - ¢, unde |v1| = |vg].

Alegem punctul A la intersectia mediatoarelor segmentelor Z;(0)Z5(0) si Z1(1)Z5(1)
sl aratam ca acesta se afla pe mediatoarea segmentului Z;(t) Z»(t), pentru orice ¢ > 0,
demonstrand cerinta.

Pentru ca A este pe mediatoarea lui Z1(0)Z5(0), avem |a — 21| = |a — 23], iar pentru
ca A este pe mediatoarea lui Z;(1)Z5(1), avem |a — z; — v1| = |a — 22 — vg].

Fie x = a — 21,y = a — z3. Atunci avem |z| = |y| i |z — v1] = |y — vq], adica
|z — v |2 = |y — va?, sau (z — v))(ZT — V1) = (y — v2) (¥ — T2), de unde |z|? — 207 —

0T + |[v1]? = Jy|* — yvz — vy + |v2]?. Atunci, avem xv7 + 01T = Y5 + vy (1).

In final, pentru a arita c& A se afli pe mediatoarea lui Z1(t)Zs(t), pentru orice
t > 0, trebuie sa aratam ca |a — z; — tvy| = |a — 29 — tve|, care este echivalent cu
|z — tv1| = |y — tvg|. Printr-un calcul similar cu cel de mai sus, aceasta relatie este
echivalenta cu (207 + 117) = t(yTz + v27), care este echivalenta cu (1).



Problema 3. Fie n > 3 si multimile nevide si finite de numere reale Aq, As, ..., A,,
disjuncte doua cate doua.

a) Determinati numarul multimilor A C A; U Ay U ... U A,, pentru care AN A; # ()
gi A; \ A # 0, pentru orice i = 1,2,...,n.

b) Fie functia f: Ay UA;U...UA, — N, unde f(a) este numarul de submultimi A
cu proprietatea de la a) pentru care a € A. Aratati ca f este constanta.

Cristi Savescu, Cluj Napoca

Solutie. a) Intrucat A, A, ..., A, sunt disjuncte doua cate doua, orice multime
ACA UAU...UA, se scrie sub forma A = By UBy U...UB,, unde B;, C A,
pentru fiecare k = 1,2,...,n, si este unic determinata de aceste restrictii ale sale la
multimile Ay, Ay, ..., A,. Conditiile date ne indica faptul ca By # 0 si By # A,
pentru orice k = 1,2, ..., n si reciproc, orice sistem de astfel de submultimi verifica.
Multimea By, poate fi aleasa in 2/4*l —2 moduri (toate submultimile Iui A, exceptand
Ay si ), deci A se poate alege in N = (21411 — 2) (2421 —2) . (2l — 2) moduri.

b) Fiea € AJUA5U...UA, si Ay multimea pentru care a € Ag. Atunci multimile A cu
proprietatea de la a), pentru care a € A sunt determinate de componentele By, C A,
unde £ = 1,2,...,n. Multimile By, By, ..., By_1, Bry1,..., B, pot fi alese conform
modalitatii prezentate la a). Multimea By = {a} U C, unde C' C Ay \ {a} poate fi

aleasd oarecare diferitd de Ay \ {a}, deci in 2*=1 — 1 moduri. Atunci, f(a) =1-N.



Problema 4. Pentru functiile f,g : N — N definim functiile m, M : N — N prin
m(z) = min{ f(z), g(x)} si M(x) = max{f(z),g(x)}, pentru orice x € N.

a) Daca m este injectiva si M este surjectiva, aratati ca f gi g sunt bijective.
b) Ramane rezultatul de la a) valabil daca m este sujectiva si M injectiva ?

Vasile Pop, Cluj Napoca

Solutie. a) Deoarece M este surjectiva exista zo € N astfel ca
M(zo) = 0 & f(z0) = g(zo) = 0.

Analog exista z; € N astfel ca M (x;) = 1. Daca f(x1) = 1si g(x1) = 0sau f(z1) =0
si g(x1) = 1 rezulta
m(zy) =0 =m(zo),

contradictie cu ipoteza injectivitatii functiei m. Ramane ca f(x;) = g(z1) = 1. Prin
inductie aratam ca daca M (zy) = k atunci f(xy) = g(zr) = k.

Fie x41 € Nastfel ca M (z441) = k+1. Daca m(zg11) < k+1, fle m(xpy1) = p < k+1,
deci m(zg41) = m(z,) si din injectivitatea functiei m rezulta x4 = z, deci

M(zp41) = M(x,) & k+ 1 = p fals.

In concluzie m(zre1) =k + 1= M(xpy1), adica f(xpy1) = g(apy) =k + 1.
Asadar f = g =m = M, deci f gi g sunt simultan injective si surjective, deci bijective.

b) Exista functii f, ¢ nici una bijectiva astfel ca m sa fie surjectiva si M injectiva, de

exemplu f(x) =2z, x €N, g(z) = [g} , © € N, pentru care
M(z) =2z, v € N (injectiva)

m(z) = [g] , € N (surjectiva).



