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Problema 1. Determinati girurile de numere naturale nenule (a,),>1 si (by)n>1 care
verifica relatiile:

(i)ay=1¢14-(a1+2-as+...+n-a,) = a,- a1, pentru orice n > 1;
(i) b3 + b3 + ...+ b2 =3(by + by + ...+ b,)?, pentru orice n > 1.

Vasile Pop, Cluj Napoca

Solutie. Avem a; = 1, ay = 4 si a3 = 9. Ardtam prin inductie ca a, = nZ
Presupunem ca a;, = k? pentru orice k = 1,2,...,n si aratam ca an+1 = (n+1)2
Avem4-(1+23+33+...+n3):nQ-anH,deClanH:4<w> - =(n+1)>2%

Avem by = 3 gi by = 6 &i aratam prin inductie ca b, = 3n. Presupunem ca b, = 3k
pentru orice k = 1,2,...,n g aratdm cd b,pq = 3(n + 1). Atunci avem b3, +
B34+ 23+ ... 4+n®) =33 22 L p )2 Fie x = b, . Atunci 2 + 20t
M—H’)x +9n(n+1)x sau 2 —3z—9n(n+1) = 0 sau (x—3(n+1))(z+3n) =0,
deci x = 3(n +1).



Problema 2. Determinati numerele naturale nenule a pentru care numerele

x:\/a—\/avL\/a—m giy:\/a+\/a—\/a+\/ﬁ

sunt naturale, unde apar o infinitate de radicali iar semnele + si — alterneaza.

Vasile Pop, Cluj Napoca

Solutie. Observam cid 2 = Ja—ysiy = va+a, deci 22 =a —y i y?> = a + 2.
Scadem aceste relatii si obtinem y = x + 1.

Atunci avem z? + x + 1 — a = 0, care are radacinile z1 5 = liyda-3 V;M_S, iar cum z € N,

avem 4a — 3 patrat perfect impar, deci 4a — 3 = (2k + 1)?, de unde deducem ca
a:k‘Q—l—kf—l—l,x:—_Hng =ksiy=k+ 1



Problema 3. Fie n € N;n > 2 i numerele a;(j), unde 1 <i<nsgil<j<mn, cu

proprietatea ca a;(1),a;(2),...,a;(n) reprezinta o permutare a numerelor 1,2, ..., n,
pentru orice ¢ = 1,2,...n. Notam cu by = > ., a;(k), pentru orice k = 1,2,...,n.
Daca numerele by, bs, ..., b, formeaza o progresie aritmetica, care are cel mai mic

termen a si ratie r, spunem ca perechea (a, ) este eligibila.

a) Aratati ca pentru orice pereche eligibila (a,r) are loc inegalitatea a > r.
b) Pentru n = 6, determinati toate perechile eligibile (a,r).

Cristi Savescu, Cluj Napoca

Solutie. a) Intrucat a;(1),a;(2),...,a;(n) este o permutare a numerelor 1,2, ..., n,
avem » ., a;(k) = n(nH), pentru orice i = 1,2,...n.

Atunci Y37 by = Do > o ai(k) = (7;’1) (1) Daca (bg)i1<k<n este progresie
aritmetica cu primul termen a si ratie r, atunci by = a + (k — 1)r, pentru orice
k=1,2,...,n,deci > ;_, by =na+ m(n D (2).

Din (1) si (2) avem n(n + 1) = 2a + r(n —1)sau2(a—7r)=(n+1)(n—r) (3).

Observam ca by > n si b, < n? Atunci (n — 1)r = b, — by < n? —n, adicd r < n.
Atunci, din (3) deducem ca a > r.

b) Daca n = 6, avem 2(a —r) = 7(6 — r) sau 2a + 5r = 42. Din a > 6 deducem

ca r < 6, iar cum r este par, avem r € {2,4,6} pentru care obtinem perechile
(a,r) € {(6,6),(11,4),(16,2)}.

Pentru (a,r) = (6, 6) consideram secventele (1,2,3,4,5,6), (1,2,3,4,5,6), (1,2,3,4,5,6),
(1,2,3,4,5,6), (1,2,3,4,5,6), (1,2,3,4,5,6).

Pentru (a,r) = (11,4) consideram secventele (1,2,3,4,5,6), (2,1,3,4,5,6), (2,3,1,4,5,6),
(2,3,4,1,5,6), (2,3,4,5,1,6), (2,3,4,5,6,1).

Pentru (a,r) = (16, 2) consideram secventele (1, 3,5,2,4,6), (2,1, 3,4,6,5), (2,3,1,6,4,5),
(2,3,6,1,4,5), (3,6,2,5,1,4), (6,2,3,4,5,1).
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Problema 4. Consideram in plan vectorii 07,03, ..., 072 si notam cu @ = ) ,_, v; si
T 12 .. v o= 7 . . Y ..

cub=> . . v;. Stiind ca |d| = [b] = 1, determinati valoarea minima a expresiei

12
s=_ vl
=1

Silviu Cristea, Cluj Napoca

Solutie. Fie x = Z?Zlﬁ,y = Zf SV 51z = 2212917,’ Atunci avem @ = x + y si

' — — — — 2

b=y + z Observim ci s = ZZ AP+ S8 gaP + S la)? > LSk a)” +
8 2 12 102

711 (Zi:S |U1|) + i (Zi:Q |U2|) = Z (2?4 [yl + [2).

Dar |x +y| = 1, deci |z| > 1 — |y|, iar ]y+z| =1, deci |z|] > 1 — |y|. Atunci, daca
a?+2(1-a)? _ 302 74a+2

notém cu a = |y|, avem s > Minimul expresiei 20 — a + 3
este =, care se obtine pentru o =
Egahtatea are loc cand totl vectoru au aceiagi directie si acelagi sens, primii patru si

ultimii patru au modulele = iar restul au modulul 1

wm,p

Observa’gie Se poate ardta ca ny . |ui|? > |>or, uil* st astfel: (31, 0;)? =
S U +2 Do U0 = Yoy |G 42- 377 0j05. Atunci inegalitatea este echivalenta
cu (n—1) 320, 052 =2+ 350 005 > 0, sau Y7 [0; — 03] > 0.



