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Problema 1

Determinati functiile continue f : [0,00) — R care admit o primitiva F' : [0,00) — R
cu proprietatea ca, pentru orice x € [0, 00), are loc relatia

F(x) +{f(z)} = 0.

Vasile Pop, Cluj Napoca

Solutie

Din ipoteza rezulta ca avem F(x) + f(z) = [f(z)] € Z, iar cum F + f este o functie
continua, deducem ca F + f este constanta, adica F(x) + f(z) =k € Z.

Atunci, e"F(z)+e* f(x) = k-e” sau (e"F(x) —
deci F(z) =k +a-e® g atunci f(z) = F'(z
k=0, deci F(z)=a-e".

k-e”) =0. Atunci e*F(z) = k-¢e* +a,

—a - e~ *. Pentru x = 0, obtinem

Avem F(z) = —{f(x)} € (—1,0], deci a - e~* € (—1,0], pentru orice > 0. Atunci
a € (—1,0], deci f(x) =be ™ cub= —a € [0,1). Observam ca aceste functii verifica.



Problema 2

Fie functiile f,¢g : R — R care admit primitivele F,G : R — R cu proprietatea ca
pentru orice a < b, exista ¢ € (a,b) astfel incat

POZF0 gy, ALZG0_ ppe)

a) Daca f este continua, aratati ca f = g.
b) Aratati cd pentru orice a < b, exista ¢ € (a,b) pentru care f(c) = g(c).

Cristi Savescu, Cluj Napoca

Solutie

a) Fie z € R fixat. Conform relatiei din ipoteza, exista sirul (z,),>1 pentru care
1y_ .

w = f(z,), unde z,, € (z,z + 1). Intrucat functia G este derivabila,

1y
avem lim S&F)=0@ _ G'(x) = g(z), iar cum f este continua, avem lim f(z,) =
n—oo n—oo

f( 1i_>m Tn) = f(;) Deducem ca f(z) = g(x).

b) Fie a < b aleatorii. Consideram functia h = f —¢. Atunci functia H = F' — G este
o primitiva a acesteia intrucat h = H' = F' — G’ = f — ¢g. Din conditiile problemei
deducem ca exista ¢ € (a,b) pentru care w = —h(c).

Dar, din teorema lui Lagrange, exista d € (a,b) pentru care w = h(d). Atunci,

avem —h(c) = h(d), deci h(c)h(d) = —h(c)*> < 0. Daca h(c) = 0, problema este
rezolvata. Altfel, ¢ # d si h(c)h(d) < 0.

Cum functia h admite primitive, aceasta are proprietatea valorilor intermediare, deci
exista e € (¢,d) C (a,b) cu h(e) = 0.



Problema 3

Fie (G,-) un grup si H C G un subgrup propriu finit al sau cu proprietatea ca pentru
orice ¢ € G\ H, multimea C(a) = {z € Gla -z = z - a} are exact doua elemente.
Aratati ca G este finit si are 4n + 2 elemente, pentru un anumit n € N*,

Mihai Opincariu, Brad

Solutie

Dacd a € G\ H, observam ca {e,a} C C(a), deci C(a) = {e,a}. Cum a*® € C(a),
avem a?> = e. Fie a,b € G\ H,a # b. Dacd ab € G\ H, avem a?* = ¢ = (ab)?,
deci ab = ba, de unde deducem ca b € C(a), fals. Atunci ab € H, pentru orice
a,be G\ H,a#b. Fixam a € G\ H. Functia f : G\ H — H definita prin f(x) = az
este atunci bine definita si injectiva, deci |G \ H| < |H|, adica |G| < 2|H|, de unde
deducem ca G este finit.

Cum H este subgrup propriu al lui G, |H| divide |G| si |H| # |G|. Atunci |H| < %,
deci |G| = 2|H|. Presupunem ca |H| este par. Atunci, exista b € H cu ord(b) = 2,
adica b # e g1 b* = e. Atunci, dacd luam a € G\ H, avem ab € G\ H (altfel ab,b € H
ar implica a € H). Deducem ci a?b* = e = (ab)?, deci ab = ba, adica b € C(a), fals.
Agadar |H| este impar, de unde concluzia.



Problema 4

Fie M o multime nevida si finita si P multimea partilor acesteia (P = {A|A C M}).
Determinati operatiile * : P x P — P care induc pe P o structura de grup si care
verifica A« B C AU B, pentru orice A, B € P.

Vasile Pop, Cluj Napoca

Solutie

Observam ca @« ) C (0, deci @ x ) = @, de unde deducem ca ) este elementul neutru
al grupului. Fie A; € M o multime de cardinal 1. Atunci A; *x A; C A;, adica
Ayx Ay € {0, Ar}. Dacd A xA; = Ay, nerezultd ca A, = 0, fals. Asadar, A;xA; = 0.

Aratdm prin inductie dupa |A| € {1,2,...,|[M|} c& Ax A =0 (1). Cazul |A] =1
este tratat mai sus. Prespunem ca A x* A = (), pentru orice A € P cu |A| < k < |M]|.
Fie B € P cu |B| = k + 1. Pentru orice C C B avem B * C' C BUC = B. Functia
f:P(B) = P(B) definita prin f(X) = B % X este atunci corect definita si injectiva,
deci este bijectiva. Fie By cu proprietatea ca f(By) = (). Atunci B * By = (). Daca
By # B, atunci |By| < k, deci By * By = ) = B % By, deci B = By, fals. Asadar
By = B si deducem ca B *x B = ().

Fie A € P\ {M} fixat. Aratam prin inductie dupa |B| € {1,2,...,|M| — |A|} ca
dacd AN B = 0, atunci Ax B = AU B (2). Pentru |B| = 1, avem B = {x}, unde
v ¢ A. Fie C = Ax{x} C AU{z}. Atunci A =Y Cx {2} C CU{z}, dar z ¢ A, deci
ACC CAU{z}. Daca C = A, atunci Ax{z} = Ax 0, deci {z} = 0, fals. Atunci
C = AU {z}. Presupunem mai departe ca dacda AN B = (), atunci A*x B = AU B,
unde |B| = k. Fie C € Pcu ANC = 0si|C| =k+1. Atunci C = Cy U {y},
unde y ¢ A. Din ipoteza de inductie avem A x Cp = A U Cy. Mai mult, avem
AxC=Ax(CoU{y}) =Ax(Cox{y}) =AxCox{y} = (AUCy) U{y} =AUC.

In final, pentru orice multimi A,B € Pavem A = XUY si B = X UZ, unde
X=ANB,Y=A\Xsi Z=DB\X. Atunci X,Y, Z sunt disjuncte. Avem Ax B =
(XUY)x(XUZ) =D Y*xXxX*xZ=DYxZ=YUZ=(ANB)\(AUB) = AAB.



