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Solutii si bareme - Clasa a 10-a

Problema 1

Determinati functiile fi, fo,..., fn : R = R, unde n > 2, care verifica conditiile:

Jiofa=fi, faofs=fo, ... fuo fi= fa, (1)

stiind ca f; este surjectiva.
Vasile Pop, Cluj Napoca si Mihai Opincariu, Brad

Solutie

Vom demonstra prin inductie dupa n propozitia:

P(n) f12:f17 f22:f27--'7f13:fn-

Pentru n = 2 ipoteza devine fio fo = f1 si foo fi = fo, din care rezulta fio foo f1 =
ft st fiofaofi=fiofa=fi, deci f} = fi si analog f3 = fo.

Pentru P(n) ultimele doua relatii din (1) dau: f,_ 10 f, = foo1 8l fuo fi = fa,
din care rezulta f, 10 foofi = fpo1o fisi fooiofaofi = fai10 fu = fuo1, deci
Jn10f1= fa1

Din ipoteza retinem primele (n — 2) relatii la care adaugam f,,_10 f; = f,_1 si suntem
in ipoteza propozitiei P(n — 1), deci f2 = fi, fe= fo,. s [ 1 = fa_1.

Deoarece f; este surjectiva, din fZ = fi, rezultd fi(fi(z)) = fi(z), V2 € R &
fily) =y, Vy € Rdeci f; = 1g si apoi din relatia (1) de la prima spre ultima rezulta
.f2:1]R7 f3:1]Ra"'7fn:1]R-



Problema 2
Fie n € N,n > 3. Aratati ca

n n

2(k — 4
n 472

k=1 p=1

Cristi Savescu, Cluj Napoca

Solutie

Notam cu z;, = %T”,Vk > 1. Atunci avem succesiv

a = Zkacos () — xp) ZZk‘pcosxk COS T + ZZk:psmxk sinx, =

k=1 p=1 k=1 p=1 k=1 p=1

Zk’cosxk Zk’smxk

Atunci, dacd notdm cu z = ¢ + 2e% +. + ne", unde € = cos 2% =+ isin 2, avem
. [VIRN v v 2 2
a = |z|%. Din calcul rezultd insd cd z = 725, deci |2 = 25 = —" .
[1—¢] 2—2cos =%
T v . 2
Aratam ca 1 — cos 2® < 20 Intr-adevar, 1 — cos 27” = 2sin? T <25

Observatie: Alternativ, se observa ca 2 — 2(:03277T este patratul laturii L unui
poligon regulat cu n laturi inscris in cercul unitar (teorema lui Pitagora generalizata).

Perimetrul unui astfel de poligon este strict mai mic decat perimetrul cercului, care
. 2
este 2, deci L? < 4.



Problema 3

Determinati functiile f : N* — N* cu proprietatea ca f(m)+ f(n) = f(m-+n), pentru
orice numere m,n € N* care au proprietatea ca m — n se divide cu 3.

Vasile Pop, Cluj Napoca

Solutie

Observam ca functia g : N* — N* definita prin g(n) = f(3n) este o functie aditiva,
deci daca notam cu b = g(1) = f(3), avem g(n) = ng(1) = nb. Deducem atunci ca
f(3n) = nb,Vn € N*.

Mai departe, notam cu a = f(1). Atunci f(2) = f(1) + f(1) = 2a. Aratam prin
inductie dupa k > 1ca f(3k+1) = Bk + 1)a st f(3k+2) = (3k + 2)a. Cazul k =1
este deja tratat.

Presupunem ca f(3k+1) = (3k+1)a si f(3k+2) = (3k+2)a. Atunci 3|(3k+2) — 2,
deci fB3(k+1)+1)=f(Bk+2)+ f(2) =Bk +2)a+2a= 3(k+1)+1)a.

Apoi, 3|[(3(k +1) + 1] — 1, deci f(3(k+1)+2) = fB(k+1) + 1) + f(1) = 3(k +
)+ Da+a=3(k+1)+2)a.

Concluzionam ca functiile cautate sunt f(n) = na, daca 3 fn si f(n) = %b, daca 3|n,

unde a,b € N*. Reciproc, observam ca aceste functii verifica relatia data.



Problema 4

Fie AjAy... A,,n > 3 un poligon regulat inscris in cercul C si d o dreapta din plan
cu proprietatea ca, pentru fiecare i = 1,2, ..., n, paralela la d prin A; nu este tangeta
la C si intersecteaza a doua oara C in B;. Aratati ca urmatoarele expresii nu depind
de alegerea dreptei d:

n

a)s:zm b)p:zn:AiBiz.
i=1

i=1
Vasile Pop, Cluj Napoca

Solutie

Consideram planul complex cu originea in centrul cercului C, orientat astfel incat d
este paralela la (Oy. Atunci, daca notam cu ay si by afixele punctelor Ay, respectiv
By, pentru k = 1,2,...,n, vom avea by = ay, pentru orice k € {1,2,...,n}.

n

n n
a) Avem s = Z ap — Qp = Z ap — Z ap = 0 — 0 =0, intrucat faptul ca poligonul
i=1

i=1 =1
n

A1 A,y ... Ay este regulat implica Z ap = 0.

=1

n n n n

b) Avem p = Z\ak—a_kIQ = Z(ak—a_k)(a_k—ak) = ZQT—Z@%—Z&_f =

i=1 i=1 i=1 i=1 =1

n n
nr — a; — a;, u T raza lui C.
2 2 2, unde 7 este raza lui C
i=1

i=1

Din faptul ca A1 A, ... A, este regulat deducem ca, daca notam cu a = a;, vom avea

ar=a-e*1 ke {l,2,...,n}. Atunci Zai = a2252(k’1) =0, deci p = 2nr.

i=1 i=1



