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Solutii si bareme - Clasa a 9-a

Problema 1

a) Fie k > 3 un numér natural si z1, 2o solutiile ecuatiei z*> — (2k + 1)z + k = 0.
Aratati ca s, = 2] + 2§ — 1 este divizibil cu k, pentru orice n € N*.

b) Aratati ca pentru orice numar natural N > 2 exista un numar irational a > 1
pentru care [a"] se divide cu N, pentru orice n € N*.

Vasile Pop, Cluj Napoca

Solutie
a) Din relatiile
] — 2k + Dz + k=0, 23— 2k + Doy + k=0

obtinem
ait? = (2k + D)attt — kat, a5t = (2k 4+ 1)apt! — kat,

deci
Sn+2 = (2]€ + 1)Sn+1 - ]i'Sn - Sn+1 + k<28n+1 - Sn)

Rezulta S0 = S,11  (mod k), adica S, =S; =2k +1 (mod k) deci
Sp=1 (mod k).
b) Consideram ecuatia % — (2N + 1)z + N = 0 cu rdd&cinile

2N 414+ V4AN2 +1 o1
N 2

2N 41— VAN?T+1

5 € (0,1).

X1 X2

Ca la a) avem ca S,, = z} + x — 1 este un numar natural care se divide cu N. Pe de
alta parte 2 € (0,1) si S, <zt =S, +1—2a8 < S, + 1, deci S,, = [z]] si putem lua

_ 2N+ 14 VINTHT

. \Q

a = I



Problema 2

Fie triunghiul ABC' si punctul M in interiorul acestuia. Dreptele AM, BM i C'M in-
tersecteaza laturile BC, C A, respectiv AB 1n punctele A’, B, respectiv C’. Determinati
punctele M pentru care triunghiurile ABC' si A’B’C" au acelasi centru de greutate.

Vasile Pop, Cluj Napoca

Solutie

—
Din faptul ca ABC gi A’B'C" au acelasi centru de greutate rezulta ca > AA" = 0.

S =
Construim paralelogramul AA’C'X si atunci CX = AA. Atunci, avem BB’ = % ,
ceea ce implica faptul ca BB'XC" este paralelogram, deci XB' = BC' ¢i XB' || AB.
Observam ca AAXB' gi ACBA sunt asemenea (/XAB = LZACB ¢i ZAXB =
ZABC), deci avem 4X = % = X8 adica 58S = ’gg = 25;.

. . v ! ! / . . . v
De aici deducem ca % = % = % = z, iar din teorema lui Ceva deducem ca

2% =1, deci z = 1. Deducem ca M este centrul de greutate al triunghiului ABC.




Problema 3

Fie girurile de numere naturale (x,,),>0, (yn)n>0 care verifica relatiile x,, 1 = 2z, + y,
St Ynt1 = 3T, + 2y,, pentru orice n € N gi g =y = 1.

a) Ardtati cd exista a, b, c € Z* pentru care az? + by? + ¢ = 0, pentru orice n € N.
b) Aratati ca y, = [xn\/g}, pentru orice n € N.

c) Aratati ca {xn\/g} = (\[3,2#’ pentru orice n € N.

Vasile Pop, Cluj Napoca

Solutie

a) Pentru n = 0 avem a + b+ ¢ = 0, Pentru n = 1, avem z; = 3 si y; = 5, deci
9a + 250 + ¢ = 0. De aici avem 8a + 24b = 0, deci a = —3b. Considerand i cazul
n =2, avem x3 = 11 gi y3 = 19, deci 121a 4+ 3610 + ¢ = 0. Rezvolvand sistemul,
obtinem a =3,0 = —1,¢c = —2.

Apoi, se aratd prin inductie dupa n € N, c& 322 — y2 = 2.

b) y, = [xn\/g] este echivalent cu 2,v3 — 1 < ¥, < 2,V/3, adica 322 < (y, + 1)? si
322 > 12, ambele verificabile imediat folosind relatia de la a).

c¢) Conform b), avem de aratat ca 2,v/3 — y, = (‘[3_2#, pentru orice n € N.

Demonstrarea relatiei de mai sus se face prin inductie.



Problema 4

Pe un cerc de raza 1 se considera doua puncte distincte A si B, iar pe arcul mic AB
se iau punctele distincte My, Ms, ..., M,, unde n > 12. Pentru fiecare i = 1,2,...,n
notam cu H; ortocentrul triunghiului M;AB. Aratati ca

3
Z HZHJ < Z : TL2.
1<i<j<n

Cristi Savescu, Cluj Napoca

Solutie

Fie O centrul cercului dat, Din formula lui Sylvester aplicata triunghiului M;AB
obtinem OH, = OM, + (ﬁ + @, pentru orice i. Atunci, vom avea HiH;- = Ml]W;
pentru orice %, 7, iar in particular, H;H; = M;M;, pentru orice 1, j.

3
Atunci, avem de aratat ca s = H,H, = MM, < =-(n+1)%
1§;§n o 1§;§n A ( )
Presupunem fara a restrage generalitatea ca ordinea punctelor pe arcul de cerc AB
este A, My, My, ..., M,, B.
Fixam un numar k£ € {1,2,..., [%}} Punctele My, M1, Msj11,... determina o
linie franta, care are lungimea mai mica decat cea a arcului AB, deci mai mica decat
semiperimetrul cercului care este w. Atunci My My 1+ My 1 Mog1+... < 7. Analog,
avem MM,y + My Mo + ... < m, pentru orice t = 1,2,..., k. Adunam aceste
relatii pentru toti t = 1,2,..., k si obtinem Z M;M; < k.
1<i<j<n,j—i=k
Apoi, adunam aceste relatii pentru k =1,2,..., [g} si avem

S MM<a(i+2+. .+ [5]) (1)

2
1<i<j<n,j—i<n/2

Pentru a obtine s, sumei din urma ii lipsesc termenii M;M; cu j —i > n/2, care sunt
innumarde 1+2+...4+ (n—[2] —1) <1+2+...+ [%], iar pentru fiecare dintre

acestia avem M;M; < AB < 2. Atunci avem s < w(ﬂ' +2) < 3.n? care este

echivalent cu [2]([3]+1) < mrﬂ Dar m-rﬂ > 55 - [2]?, deci avem de aritat

ca (3] +1 < 55 -[3], sau [4] - 15 > 1, ceea ce este adevirat pentru [3] > 6.



