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Problema 1

Fie (G, ) un grup cu 2n + 1 elemente n € N, astfel incat exista f : G — G o functie
cu proprietatea ca

flaf(zy)) =yf(a?), ¥V o,y €G.

Sa se demonstreze ca G este comutativ.

Mihai Opincariu, Brad

Solutie

Punand in relatia din enunt z = e obtinem

f(fly) =yfle), Vy€E G, ccoovvee 1p
de unde rezulta ca f este injectiva. Punand in relatia initiala................ 2p
y = e obtinem

flxf(x)=f(z*), V2 €Grrivennn. 1p

si folosind injectivitatea rezulta
vf(r)=2"= f(z) =2, V2 €Grrevevee 1p

Acum relatia din ipoteza devine

2n+1

Dar G are 2n + 1 elemente, deci x =¢, VYV x € G. Vom putea scrie

n+1)2 — yx2n+2 = yx



Problema 2

Se considera ecuatiile functionale:

fiR =R, f(f(x)) = f(z) -2z, VR (1)
g:R—=R, g(g(z)) =g(x) + 2z, V2 eR. (2)
a) Sa se arate ca exista functie g care verifica (2) gi care admite primitiva.

b) Sa se arate ca orice functie f care verifica (1) nu are primitiva.
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Solutie

a) Functia ¢ : R — R, g(z) = 2z, z € R este o solutie a ecuatiei (2) si care are
primitive G(z) =2+ ¢,V € R, c € Roceoveiee. 2p

b) Din (1) daca f(x1) = f(x2) rezulta x; = x4, adica orice solutie a ecuatiei (1) este
functie injectiva................. 1p

Daca prin absurd f ar avea si primitiva, ar avea proprietatea lui Darboux, deci f ar
fi strict monotona................. 2p

Cazul ay). Daca f ar fi strict crescatoare atunci inlocuind in (1) pe z cu f(x) obtinem
relatia

Fa) = f(x) = 2f(x) = f(z) — 20 = 2f(2) = — f(2) — 22,
in stanga avem o functie crescatoare iar in dreapta o functie strict descrescatoare
(contradictie)................. 1p

Cazul ay). Daca f ar fi strict descrescatoare, fie 1 < xo. Avem

flw1) > flxz), f2(21) < f*(2)

& flxy) — 221 < f(xg) — 2290 < f(a1) — f22) < 2(21 — 22) <O,

din nou contradictie................. 1p



Problema 3
Fie f: (0,00) — (0,00) o functie derivabila pentru care functia
F:(0,00) = (0,00), F(z) = (f(x))* + f(z), € (0,00)

este o primitiva.
a) Sa se arate ca f este crescatoare gi convexa.

b) Sa se arate ca exista lim si sa se calculeze.

r—oo I
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Solutie

a) Derivam relatia data si obtinem

flx) =2f(2)f'(z) + f'(z) & f(z) = ) +1 0(x),
deci f este strict crescatoare................. 2p
Avem
woy_ S @)@f(@) +1) = 2f(x) f(x) _ [(x)
= 27() + 17 RCTIOESY A
deci f este convexa................. 1p

b) Din convexitate rezulta ca pentru orice o € R avem

f(x) > fzo) + (x — xo) f'(w0), V& > Zoyeooveearnnn. 1p
din care rezulta ca exista lim f(x) =00 oooeeeeenne. 1p
T—r00

si din relatia (%) rezulta ca exista

1
lim f'(x) = PR 1p

T—00

Acum aplicand L’Hospital avem



Problema 4
Fie M # () o multime finita si P C P(M) o submultime cu proprietatile:

leP, AUBeP, VA BeP, M\AcP,VAcP.

Sa se arate ca numarul elementelor multimii P este de forma 2%, k& € N.

Solutie

In conditiile date (P, A) formeazi subgrup in (P(M),A). (Elementul neutru pentru
operatia AAB = (A\ B)U (B\ A) este ) € P, AA\B=ANB = (AUB) € P,
simetricul lui A este A)................. 3p

Dar daca M are n elemente atunci (P(M), A) este un grup cu 2" elemente,................ 2p
iar (P,A), fiind subgrup, are |P| = 2* elemente, unde k¥ < n, cici |P| divide



