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Problema 1

Fie A € M, (C) astfel ca A* = 0. Sa se rezolve ecuatia matriceala:

X+A2. X+X -A2=4 XeM,(C)

(1)

Vasile Pop, Cluj Napoca

Solutie
At=0s (I, - AH)(I,+ A%*) =1, 1p.
Inmultim la stanga in (1) cu I, — A? si obtinem:
X4+, —A%) - X - A =([,— A% Ao, 1p

Inmultim in (2) la dreapta cu A? si tinem cont cd A* = 0, rezulta:

si revenind in (2) obtinem:
X=(I,-A%) - A=A—- A% 2p

Inlocuind in (1):
A—- A+ A - A+ A - A= A,

care este adevarata, deci singura solutie este



Problema 2

Sa se determine numerele naturale n > 2 pentru care exista matrice A, B € M,,(Z)

cu proprietatea
A-B4+B-A=n-1,.

Vasile Pop, Cluj Napoca

Solutie
In relatia dati folosim urma:
Tr(A-B+B-A)=Trn-1, < 2Ir(A-B)=n’........ 2p

si cum Tr(A - B) € Z obtinem conditia necesara ca n sa fie numar par.....1p

Pentru n = 2 un exemplu 1l ofera matricele

0 1 0 0
AZ—(O O)JBQ_(n0)7
0 0 0
AQ'BF(S 0)’32'A2:(0 n)

AQ'BQ—{—BQ'AQ:’I’L'[Q ................... 2p

Pentru n = 2k matricele cu blocuri

A, By
Aoy = - . ,  DBop = b ‘
. N . 5
verifica relatia

Aoy, - Bop + By, - Ao, = Loy,

astfel ca conditia n = 2k (par) este necesara si suficienta............. 2p



Problema 3

Spunem ca un sgir de numere reale (z,), are proprietatea P daca exista

lim (3z,, + x2,) = 4.

n—oo

a) Sa se arate ca daca sirul (z,), este marginit gi are proprietatea P, atunci el este
convergent si lim x, = 1.
n—oo

b) Dati exemplu de gir nemarginit care are proprietatea P.
Vasile Pop, Cluj Napoca

Solutie

a) Fie A multimea punctelor de acumulare ale girului. Fiind marginit, A este nevida...1p

Daca a € A, exista sirul (k,),>1 cu proprietatea ca nh_)rglo xy, = a. Din ipoteza avem

lim (3zg, + xak, ) = 4, deci lim x9, =4 — 3a, adica 4 —3a € A.......cc..... 1p
n—00 n—00

Atunci, pentru orice a € A, avem 4 — 3a € A. Definim sirul (a,),>0 prin ap = a si
apr1 = 4 — 3a,. Deducem atunci ca toti termenii acestui gir sunt in A. Cum insa

avem a,1 — 1 = 3(1 — a,)), deducem ca apy1 — 1= (=3)"(ap — 1)...c....... 2p
Cum a, € A si A este marginita, deducem ca (ay,),>o este marginit, deci a = a9 = 1.
Atunci A = {1}, deci girul dat este convergent la 1............ 1p

b) Daca n = 2F - m, k > 1, m impar, definim x,, = 1+ (—=3)*. Observim ca acest sir
este nemarginit iar 3z, + z9, = 3(1 + (=3)") + 1+ (=3)*"1 =4, Vne N*......... 2p



Problema 4

Se considera sirul (a,), definit prin relatia de recurenta:

e+et
ap =1, a; = 5 Upi1 = Qp - Ap_1 + /a2 —1-4/a? ;—1, n>1.

S& se determine b > 0 astfel ca si existe lim (a,)"" si s fie finita.
n—o0

Vasile Pop, Cluj Napoca

Solutie
Prin inductie a,, > 1, pentru orice n, deci exista unic «,, > 0 astfel ca
) Y
e e M
="y
. e +e” : . 9% - : o
Ecuatia a,, = —5 este echivalenta cu e”* — 2a,, - €* + 1 = 0 are solutia unica mai
mare ca 1, e* = a,, + ai—lsauan:1n<an+ a%—l) ............. 1p

Din relatia de recurenta obtinem

ean+1 + e_an+1 ean + e_an eanfl _|_ e_anfl ean _ e_an eanfl _ e_anfl

9 - 9 ' 2 + 9 ' 2

= ean+1 _I_ e_an+1 — ean"l‘an—l _|_ 6_(an+an—1)

S flan-1) = flan + @n1)y e 1p

unde f(z) = e” + e~ * care este injectiva pe [0, c0) deci
Opi1 = Qp+ap_1, n>1, 1p (1)

adica aceeasi recurenta ca la sirul lui Fibonacci. In plus,

0, ,—0
a0:1:i7 deci ag = 0
2
-1
a1:€+e ,deCiOq:l.
2
In concluzie din (1) rezultd
1

() - (7))

si



Deoarece lim F,, = oo, rezulta lim a,, = oo si In mod necesar lim 0" = 0, deci

n—oo n—oo n—oo
b<1l..... 1p
lim (a,"") = lim ™" = lim ¢"nen
n—00 n—00 n—00
Dar F, F, 21n F,
n —I'n 1 nirn
b Ina, — bnm% — b e +b"1n+€T,V €N

. —2F, .
. Avem lim " In 1+ —" =0 si

1
lim 8" Inef™ = lim "F, = lim b"—
n—oo n—oo n—oo \/5

1 1+v5\ L (1-vB\] 1 . 14+v5)"
) (5] e 259)

,Careeﬁnité(:)b%gglébe@ 2 ] ................. 2p




