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Problema 1

Sa se determine functiile f : R — R cu proprietatea ca f(f(f(z)+y)+y) = 4f(x)+6y,
pentru orice x,y € R.

Vasile Pop, Cluj Napoca

Solutie
Pentru x = 0,

FUf0) +y) +y) =4f(0) + 6y, Vy eR. (1).1p
Din (1) deoarece functia g(y) = 4f(0) + 6y este surjectiva rezulta ca f este surjectiva
(f ia toate valorile reale, caci V z € R, z = 4f(0) + 6y)..cc.c....... 2p
Pentru y = — f(x), avem

F(F0) = fz)) = 4f(x) = 6f(x) = =2f(x), V x

= f(f(0) +1) =2t,
cu t = —f(z) parcurge tot R. Astfel ca

f(u) =2u—2f(0), VuekR. (2)..2p

Pentru uw = 0 in (2) obtinem f(0) = —2f(0), deci f(0) = 0 si atunci f(u) = 2u,
u € R.

Se verifica ca singura functie este



Problema 2

Sa se determine numerele naturale n pentru care ecuatia
44 1=0, z€C

are cel putin o radacina de modul 1.
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Solutie

Scriem ecuatia sub forma 2"(z+1) = —1 si trecand la module obtinem |z|"|z+1]| =1
si pentru radacina € de modul 1 avem

le+l=1elc+1P=1e(+)E+)=1c-E+ect+E+1=1

ol4te+e+l=10ec+e+1=0gc-2=1

deci € si £ sunt radacinile ecuatiei 22 + 2z + 1 = 0, adica

Inmultind cu z — 1 in ultima ecuatie obtinem
B=1,2#1, sau &,=15ieh =1 keN.. ... 1p
Revenind in ecuatia (1) analizam trei cazuri:

n =3k : LSk 1=0 ©e+2=0 fals............ 1p
n=3k+1: 24311 -0 ©c?24+c4+1=0 adevirat........... 1p
n=3k+2: B3 L2110 ©2+2=0 fals

Ramane ca valorile n pentru care ecuatia (1) are si radacina de modul 1 sunt n =
3k+1, ke N, 1p



Problema 3

Numerele z1, 29,...,2,, n > 3 sunt in aceasta ordine varfurile unui poligon regulat
reprezentat in planul complex. Notam cu S, multimea tuturor functiilor bijective
o:{1,2,....,n} = {1,2,...,n} sicu

n—1
S(o) = Z |Zo(i41) — 20|, cu o € Sy
i=1
Sa se determine valoarea maxima a sumei S(o), o € S,.
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Solutie

Interpretata geometric, problema cere sa determinam o renumerotare a varfurilor
poligonului regulat Ay, A, ..., A,, fieea By, Bs, ..., B, astfel ca lungimea liniei polig-

onale B1B, ... B,,_1B,, sa file maxima.............. 2p
Diferentiem cazurile n = 2k + 1 (impar) si n = 2k (par).............. 1p
1. Pentru n = 2k + 1 cel mai lung segment intre doua varfuri este [A;A; x] §i

[A;Airk41], i = 1, k. Linia poligonal:
A17 Ak:—‘rl) A2k+17 A/C7 AQka Ak—la A2k—17 R AQ? Ak+2

(pe pozitiile pare apar varfurile Agy1, Ag, Ax_1, ..., Ay In aceasta ordine, iar pe pozitiile
impare apar: Ay, Aogy1, Aok, Aok_1, ..., Apr2 In aceasta ordine).

Lungimea acestei linii poligonale este L,, = 2k - L, unde

L =A1A;1 =2Rcos T

2k + 17
unde R este raza cercului circumscris poligonului. Deci
T
L, =4kRcos ———...cccccun... 2
okt 1 P

2. Pentru n = 2k, k > 2, segmentele de lungime maxima sunt diametrele (de lungime
2R) iar urmatoarele sunt de forma [A;A; x_1] si [AiAiiki1], © = 1,k —1. Linia
poligonala de lungime maxima va contine k£ diametre si £ — 1 segmente de legatura
intre diametre de lungimea a doua. O astfel de linie este:

Ah Ak:+17 A27 Ak+27 A37 Ak+37 .. ;Ak‘v AQk

(pe porzitiile impare apar: A, Ay, As, ..., A In aceasta ordine, iar pe pozitiile pare
apar Agi1, Agia, ..., Ao In aceasta ordine). Lungimea liniei va fi

7r m
2Rk + (k — 1)2RCOSE =2R <k+ (k—1)cos E) :



Problema 4

a) Sa se arate ca exista functiile f,g,h : R — R care verifica relatiile:

h(z+1)+h(z—1)= f(z), Ve eR (1)
h(x +2)+h(z —2)=g(z), Vz eR (2)

daca si numai daca
fle+2)+ f(r—=2)=gx+1)+g(z—1), Vz R (3).

b) Sa se determine h(x) in functie de f i g.
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Solutie
Din (1) si (2) obtinem:
flx+2)+ f(x—2)=h(x+3)+h(zr+1)+h(z—1)+h(z—3), Va
gx+1)+g(x—1)=h(z+3)+h(x—1)+h(z+1)+ h(x—3), Vux,
deci (1) si (2) implica (3).

Din (1):
fle+1)=h(x+2)+h(z), Vo

fx—1)=h(z)+h(z—2), Va,
si din (2):
flx+1)+ f(x — 1) =2h(x) + h(z + 2) + h(z — 2) = 2h(x) + g(x), V .
Astfel ca

M) = S+ 1)+ fla—1) — g(a)), ¥ . (1

Pentru reciproca de la a) este suficient sa verificam relatiile (1) si (2) folosind (4).

Avem:

A1) +h(z—1) = S(F42)+ @)= g(o D+ @) (a=2) —g(a—1)) = (@) +5 (F42D)+ (o

Mo 2)Hh(a—2) = L (F 434 F (1) ~ga+ 2+ f a1t fa—3)—g(2-2)) = 5 (F(a+3)+f (o~
Am obtinut: .
h(z) = §(f(x + 1)+ f(z—1)—g(z)), Yz eR



