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Solutii - Clasa a 9-a

Problema 1

Sa se determine functiile f : R — R cu proprietatea ca f(z - {y}) = {f(2)} - f(vy),
pentru orice x,y € R.

Vasile Pop, Cluj Napoca

Solutie

y=0=f(0)={f(x)} - f(0) = f0) {f(x)} —1)=0< f(0) =0.ervverreree.. 1p
Pentruy =c+k, e €10,1), Vk € Z din (1) rezulta:

flx-e)={f(x)} - fle+k), z€R, c€[0,1), k € Zueeevvevv.... 2p (2)

Daca exista o € R cu {f(x9)} # 0 (& f(xo) € Z) din (2) obtinem:

- flzo-€)
fle+ k)= o) , Veel0,1), VEEZun.... 1p
deci
fle+k)=fle)e flx)=f{z}), Ve eRcerre 1p (3)
Din (3) pentru z € Z rezulta
fl2)=f0)=0, V2 &€ Zuuevevven.... 1p (4)
Luam in (1) z = 1 si obtinem f({y}) =0= f(y), Vy e Ro............... 1p

In concluzie singura solutie este f = 0.



Problema 2

Fie aq, as, by, by, c1, co numere reale pozitive si notam

b
X Yy z

Sa se determine m = min{asx + bay + c2z|(x,y, 2) € M} si valorile g, yo, 20 In care
se atinge acest minim.
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Solutie
Din inegalitatea C-B-S avem:

a by ¢
(—1 + =+ —1> (a2x + bay + c22)
r Yy oz

><\/§\/az_x+\/§@+\/§\/ﬁ7>2

2
= <\/a1a2 + \V blbg + \/Clcg) s

deci

2
m > <\/a1a2 4+ v/ b1by + \/0162> )

Egalitatea are loc daca si numai daca

N N N N !
B y ? o as _ by _ 02’
Yy z

Vaer by ez w

CHES

G . ..a b c .
adaugand restrictia R | obtinem:
x Yy oz

b
e= 8.5 y=y/t.5 = /Z.g
a9 bg

unde S = \/aias + /bibs + \/c1¢o



Problema 3

Fie M o multime finita de puncte in plan. Pentru orice submultime nevida A C M,
A # M, notam G4 centrul de greutate al multimii A i cu A’ = M \ A.

a) Sa se arate ca toate dreptele G 4G 4 sunt concurente.

b) Sa se arate ca daca M are mai multe axe de simetrie atunci ele sunt concurente.
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Solutie
a) Fie M = {A; | i =i,n} cu n elemente si
A={A;|i€l}, unde IC{1,2,...,n},

cull|=ke{l,2,...,n—1}siJ={1,2,...,n}\ I, cu|J|=n—k, deci A" = {4, |
j € J}. Centrele de greutate ale multimilor A gi A" vor avea vectorii de pozitie:

Punctele dreptei G4G 4 au vectorii de pozitie de forma

Tn=01-tfrg, +t-Tg,, cu teR......... 2p

k
Pentru ¢ty = 1 — — obtinem
n

=1

k1 —k 1 1 1 1 &
Ty = E.EZFAFFH . — ZFAJ — E;FAijLE;?AJ_ = EZFAJ =T, e
(2 J

il jed

unde G este centrul de greutate al multimii M. Astfel ca toate dreptele G oG ar trec
prin G.

b) Daca D este o axa de simetrie si notam cu S(M) multimea simetricelor punctelor
din M fata de D, atunci M = S(M) si Gy = Gs(r, deci Gy este punct fix al
simetricei, in concluzie G); € D. Toate axele de simetrie trec prin G, centrul de
greutate al multimii M................. 2p



Problema 4

Se considera girurile (a,)n>1, (bn)n>1 definite prin:

anz\/3+\/7+\/3+\/ﬁ, bnz\/7+\/3+\/7+m

(in fiecare expresie apar n radicali).
a) Sa se determine [a,] si [b,], pentru n > 1.
b) Sa se arate ca {a,} > {b,}, pentru n > 3.
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Solutie
ar1) a1 = V3, [a1] =1, a2 = V3+ V7 € (V3+2,V/3+3), [az] =2 5 cum a,41 > an,
YV n, rezulta a, >2,Vn>2 [a,] >2,Vn>2............ 1p

Aratam prin inductie ca a, < 3, n € N* (a; < 3, az < 3). Din definitie avem

an:\/3+\/7+an_2 ................ 1p

si in ipoteza de inductie a,,_o < 3, rezulta

<\/3+V10<V3+4=+7<3.

In concluzie [a,,] = 2, pentru orice n > 2. 1p

az) by = V7, [b1] =2, ba = V7T + V3 < /T+2=3, deci [by] =2,

bs =\/T+V3+ V7> VT+2=35ibs < T+ 9 =4, deci [bs] = 3.

Deoarece b,,11 > b, V n, rezulta b, > 3, Vn > 3 i vom arata prin inductie ca b, < 4,
V' n e N*.

Din definitia lui b, avem relatia de recurenta

b1 = \/7+ V3 + by

si in ipoteza b, 1 < 4 rezulta

o1 <\ T+ VT <VT+9=4.

In concluzie [b,] = 3, pentru orice n > 3................ 2p



b) Avem {a,} > {b,} © a,—[a,] > b, —[bn] © a,—2>b,—-3,n >3 b, <a,+1
<7+ a,_1 <a,+ 1. Dar \/T+a,_1 < +/7+ a, si vom arata ca

VT+a, < anp & 7+ a, < a+2a,+ 1

s a2+ a,—6>0% (a, —2)(a, +3) >0,

inegalitate adevarata caci pentru n > 3 avem a,, > 2................. 2p



