TABARA JUDETEANA_CONCURS,
pentru elevii olimpici la matematica, editia a XII-a 2022,
Targu Lapus, 29.08.2022-04.09.2022
Clasa a IX-a

1. a. Demonstrati ca X > 2% , X, Y,2>0.
\/(x+ y)-(x+2) 2X+y+zZ

b. Sa se determine partea intreaga a numarului

X y z
E= + + , X Y,2>0.
\/(x+y)-(x+z) \/(y+z)-(y+x) \/(z+x)-(z+y)
Solutie:
. 1 2 .
a. Utilizand >—— Va,b>0 obtinem
a-b a+b
X > L S 2p
\/(x+y)-(x+z) 2X+Yy+1z
b. Din a. rezulta X > 2x > 2x
\/(x+y)-(x+z) 2X+Yy+2Z 2X+2y+2z
Scriind relatiile analoage si Tnsumandu-le se obtine E > 1......ccccovviviciii 2P
E:\/ X . X +\/ y . y +\/ z . z <
X+Yy X+12 y+z y+X Z+X z2+Y
SE L.FL +1 L_F y +1 L+i :§ ..................................... 2p
2\X+y X+z) 2\y+z y+x) 2(z+X z+y) 2
Deci1<E£g:>[E]=l ........................................................................................................ 1p

2. Fie a,b,c,d e N"astfel incit ccuatia x* —(a” +b2+c2+d2+1)x+ab+bc+cd +da=0

are o solutie numar intreg.
a. Aratati cd si cealaltd solutie a ecuatiei este numar intreg.
b. Demonstrati ca cele doua solutii ale ecuatiei sunt patrate perfecte.

Solutie:
aX+X=a"+b 4+ +d°+1eN, X €Z =X, €Z oo 2p
2

xl,xzeZ:A:(a2+b2+cz+d2+l) 4(ab+bc+cd +da)=k* keN

A<(a2+b2+c2+d2+l)2



Az(a2+b2+c2+d2—l)2<:>
(a2+b2+cz+d2+1)2—(a2+b2+cz+d2—1)224(ab+bc+cd +da) =
4(a2+b2+c2+d2)24(ab+bc+cd +da) <

(a—b)2 +(b—C)2 +(C—d)2 +(d —a)2 >0, adevirat (*)

Deci (a2+b2+cz+d2—1)2SA<(a2+b2+cz+d2+1)2 .................................................... 3p
Asi @® +b? +¢? +d? +1 au aceeasi paritate = A = (a2 +b*+c*+d° —1)2 ...................... 1p
Avem egalitate in (*) deci a=b=c=d = A =(4a’ -1)* = x, =4a’ X, =1, care sunt pitrate
0T =T (OSSR OP 1p
3

a. Fie MNPQ un paralelogram si punctele A,B € MN,C,D € NP in ordinea A,M, N, B si
respectiv C, N, P, D, astfel incat [MA] = [MB] si [CP] = [PD]. Aratati ca

NA+NB+NC+ND =2-NQ.

b. Fie P un punct in interiorul triunghiului echilateral A;A,A5 de centru 0. Notam cu P;, P, P;
proiectiile punctului P pe laturile triunghiului A;A,A5. Aratati ca: PPy + PP, + PP; = % - PO .

Solutie:
a. Fie X € (MNPQ). Cum M si P sunt mijloacele lui AB si CD =

XP = ~(XC +XD), XM = ~ (XA + XB).ccoooeomromiosiorsesiosiossssssesossossosssessesossesoos 1p

Luim X = N = NP = >(NC + ND),NM = (NA + NE) = 2(NP + NM) = NA + NB +

NC +ND,NM =PQ = NA+NB+NC +ND =2(NP +PQ) = 2NQ oeevvvvvverrree. 1p
b. Ducem prin P paralele la laturile triunghiului si notam intersectiile paralelelor cu laturile

A,A; A A, respectiv A; A, cu M, Q, N, T, respectiv S, R. Avem ca PP; mediana in

triunghiul echilateral PMQ = PP, = 22X Analog PP, = 22T PP, = PR;PS e3P
2(PP; + PP, + PP;) = (PQ + PT) + (PN + PR) + (PS + PM) = PA; + PA, + P4, =
PO + 0A; + PO + 0A;, + PO + 0A, = 3P0 + 0 = CONCIUZIAr.v.veoerereereereereeerserssnens 2p




