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1. a. Calculati (\/x2 P —x)(\/xz 12+ x)  pentru xeR.

b Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia (\/ X2 +2— x)( {x}2 +2- {X}) =2.

Solutie: a. (\/x2 +2—x)(\/x2 +2 +x)=x2 F 2 X2 22 s

Notam {x} =r, cu 0<r <1. Ecuatia se rescrie (\/X2 +2 —X)(\/r2 +2 —r)=2. (1)

fnmultind (1) cu (VX" +2 -+ x] , obtinem Vr* +2 =1 =3/ + 24X (2) wonnnsnn

si inmultind (1) cu (\/r2+2+r),rezulté L N s (<)

Scizénd din (2) egalitatea (3), deducem ca X=—r , asadar 2r =—[X]|€Z . ccoccvvvvrrivsrcriiierrricrnrsrinn,

C . 1
Deoarece 0<2r<2,1rezultd CA IF'=0 SAU = . ciiiiiiiiiiie ettt st et ee e s be e e sabe e e be e sareeens

2

Obtinem solutiile x=0 si X= —% OO RPR TR PR PP

1

e o . . . , . . 4
2. a. Aratati ca pentru orice numere reale strict pozitive x si y are loc inegalitatea —— — — <1.
X+Yy

Xy

b. Daca numerele reale strict pozitive a, b si ¢ sunt astfel incat a+b+c =3, aratati ca
a+l b+1 c+1 3
+ + <—

b+c c+a a+b abc’

Sxy+1<:>x+y> 2Xxy

Solutie: a. Inegalitatea se rescrie:

X+Yy Xy 2 xy+1
Dar X; Y \/W (1)
Demonstram ca \/E > Xilxj—/l (2) ............................
Deoarece xy >0, (2)< 12 >2<y—\/i_>; o (\/@ - 1)2 >0, deci inegalitatea (2) este adevarata.
Din (1) si (2) rezultd ca Xy, 2xy , asadar 4 —iﬂ. ...........................................................
2 Xy +1 X+y Xy

a+l 3-b-c+1 4 a 1 . . b+1 1 . c+1 1
= = —1<— . Analog rezulta ca <— 8§ ——<—

"b+c  b+c  b+c  hec c+a ca a+b ab’
Adunand membru cu membru ultimele trei inegalitati, rezulta:
a+1+b+1+c+1<1+1 1 a+b+c 3

b+c c+a a+b bc ca ab  abc  abc

........ 1p

........ 1p
........ 2p

........ 1p

........ 1p

....... 2p



3. a. Fie ABC un triunghi echilateral si P un punct din interiorul sau. Aratati ca PA+PB+PC <2AB.
b. Fie P un punct in interiorul unui tetraedru regulat ABCD cu latura de 1 cm.
Aratati ca PA+PB+PC+PD<3.

not.

Solutie: a. Fie B'e AB si C' e AC, astfel incat P e B'C'||BC . Obtinem ca AB'=AC'=B'C' = X. ...ce...... 1p
Avem: PA+PB+PC < PA+(PB'+ BB')+(PC' +CC') =PA+B'C'+BB'+CC'=PA+Xx+ 2(AB - X)< 2AB,
deoarece PA<MAX(AB', AC") = X covvuriiiiriiciissie s 2p
b. Fie B'’e AB, C'eAC si D'eAD, astfel incat Pe(B'C'D’)||(BCD). Deoarece tetraedrul ABCD este

not.

regulat, obtinem AB'= AC'=AD'=B'C'=C'D’'=D’'A" = x. Rezulta:
PA+PB+PC+PD<PA+(PB'+BB')+(PC'+CC’)+(PD’'+DD’') = PA+(PB'+ PC'+ PD') +3(1-x) . (1)

Aplicand punctul a n triunghiul echilateral B'C'D’, obtinem PB’+PC’+PD’'<2X (2) ..cccovvvnrrierrieariinnnee. 1p
Din (1) si (2) obtinem PA+PB+PC+PD < PA+2x+3-3x=3+(PA-x)<3,
deoarece PA<MaX(AB’, AC', AD') = X. wrvurrviireiinsisessiissies s 1p



