TABARA JUDETEANA_CONCURS,
pentru elevii olimpici la matematica, editia a XII-a 2022,
Targu Lapus, 29.08.2022-04.09.2022
Clasa a XllI-a

BAREM

1. Tntr-un grup (G, *) pentru XeG si Ne N vomnota X" = X # X *...% X
%/—/
de n ori
Aritati ca daca @, b, CeG astfel incat @’ *b*=c>, a’*b*=c* si @’ *b°>=c’, atunci
axb=b*a=c.

Solutie:
atxb'=c' = a'xb*=c®xc = A€ raxh'= & xb*xc = axb’ =b®xc )
a®#bP=¢° = a®*bP=c'xc = A *arb’= & #b'xc = axb®=b"xc ) 2

Relatia (2) se mai poate scrie a*0°> =b*b®#¢ si tindnd seama de relatia (1), obtinem
a*b>=b=a=*b*. Simplificand, la stanga, cu b*, rezulti a*b=Db=*a

3
Deoarece a si b comutd, din @° *b® =c®, deducem (a * b) =¢° si din @* *b* =c”, deducem
4
(axb) =c*

Atunci (a>1<b)4:c4 = (a*b)4=c3*c = (a*b)4=(a*b)3*c = a*b=c...1p

2. Seconsidera functia f :IR — R continui. Demonstrati ci pentru orice primitiva F a lui f, exista

C € R astfel incat f (C)— FZ(C) <1.

Solutie:

Presupunem contrariul = f (X) — FZ(X) >1,VxeR = f (X) > F? (X) +1,VxeR ... 1p
D%ZLVXEIR:)(aFCtgF(X))IZX',VXER .............................................. 2p
= h(x)=arctgF (X)— X este crescatoare pe R ........cccooeeevrererrrneeeeerernceeeeeenne, 2p
h(x)>h(0),vx>0= arctgF (x)—x>arctgF (0), Vx>0

x <arctgF (x)—arctgF (0),Vx>0= x <, ¥x >0, contradictie...........cccerrrerrrnrnnee. 2p

3. aFie f :R— R o functie primitivabila si F :IR —> R o primitivi a sa. Aratati ca

daci NeN", n>3, atunci (x” : F(x))' =x"? -(n-x- F(X)+ x> f(x)), vxeR.



b. Determinati functiile f :(0,00) = R care admit o primitiva F :(0,00) — R si pentru care
Ax-F(X)+x*- f(x)=3f (xs), Vx>0,

Solutie:
A EVIUBNL. ..t b bbbt n e 2p
b. Inmultind egalitatea cu X, obtinem X’ -(4X- F(x)+x* f(X)):3X2- f(XS), Vx>0 si tinand
seama de punctul a., (X4 : F(X)) = ( F (X3)) SRS 1p

Rezulti ¢ exista € € R, astfel incat x* - F(x)=F (X3) +¢, Vxe(0,).

Luand X =1, obtinem ¢=0. Asadar, x*-F(x) =F (Xs), VXS0, e, 1p

F _F(¥)
Areloc ——=—5—.
X X

F(x)

Consideram functia ¢:(0,00) - R, @(X) = —5=, egalitatea anterioara se scrie
X

o(Xx) = (p(XS).Atribuindu-i lui x valoarea /X , obtinem (p(%/;) = @(x), Vx> 0. Iterativ, rezulta
9(0) = (V) =(p(3 ﬂ?) = ..., adica @(X) =(p(SU§), vx>0, VneN".
Functia ¢ fiind evident continud, prin trecere la limita dupa N —> o0, obtinem:
1
pentru x>0, o(x) = lim (p(%) :(p(lim 3&) - (p[lim X% J =p(X°) =) =t o 2p
n—oo n— o0 n— o0

Obtinem ca F(X)=o- X2, X > 0. Se arati usor ci F este derivabili si
f(x)=F'(x)=2ax, pentru x>0



