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Problema 1.

1
a). Sa se determine functiile f : (0, 00) — (0, c0) cu proprietatea ca 7 este o primitiva a functiei f.

b). Existd functii bijective f : (0,00) — (0, 00) cu proprietatea ci inversa f ! este o primitivi a functiei f?

Vasile Pop, Universitatea Tehnicd din Cluj-Napoca

1
/ A
Integrand, rezultd cd F?(x) = 2z + a pentru orice x > 0, unde a € R constantd. In plus, deoarece 2z + a > 0
pentru orice x > 0, se obtine cd a > 0.

1 1
Concluzionand, f(z) = = pentru orice > 0, unde a > 0 constanta.

F(z) 2x+a

1
Solutie. a). Functia F' = — : (0, 00) — (0, 00) verificd I’ = f, deci I’ = il de unde FF' = 1, adici (F?) = 2.

1

b cua,b>0. Vomavea f () = <E> ’ pentru orice = > 0, de unde
a

b). Cdutim functii de forma f(x) = ax

1
ax’ = f(z) = (f_l)/ (x) = o 257! pentru orice z > 0,
ab
astfel cd a si b trebuie sd verifice:
1
a=—, b=—-—-1
avh
Se obtine
bh— ‘/5_1, a=bFh
2
Deci raspunsul este afirmativ. ]
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Problema 2. Fie / C R un interval deschis. Spunem despre o functie f : I — R ca are proprietatea (P) daci
admite o primitivd F' : I — R astfel incat functia e’ si fie o primitivd pentru functia /.

a). Daca I = R, sd se arate cd nu existd functii cu proprietatea (P).

b). Dacid I = (0, 0c0), s se arate cd existd atat functii marginite, cit si functii nemarginite cu proprietatea (P).
Vasile Pop, Mircea Rus, Universitatea Tehnica din Cluj-Napoca

Solutie. Fie f : I — R o functie cu proprietatea (P) si fie I’ primitiva asociatd. Atunci pe intervalul [ avem
of = (eF) = Flef = f-oF, astfel ci f = ¢/~F > 0 pe I. Prin logaritmare, se obtine
F(z)= f(z) —In f(z) pentruoricez € I. (1)

Considerdm functia
g:(0,00) = R, g(t)y=t—1Int (t>0),

1 13 0 1 o0
cug(t)=1- o astfel cd tabelul de variatie al functiei g este: g'(t) - 0 +
glt) | 400 N 1 7 o0

Relatia (1) se poate atunci rescrie sub forma
F(z) =g(f(x)), pentruoricex € I. ()

Intruct ¢(t) > 1 pentru orice t > 0, cu egalitate daci si numai dacd t = 1, rezultd din (2) ci F(z) > 1 pentru
orice © € I, cu egalitate dacd si numai dacd f(x) = 1. Deoarece I este strict crescitoare pe I (F' = f > 0)
iar [ este interval deschis, rezultd cd F'(x) > 1 pentru orice x € I (in caz contrar, ar exista xy € [ pentru care
F(x¢) = 1, iar F(z) < F(x9) = 1 pentru orice x € I N (—o0,xg) # () — contradictie). De aici rezultd si
cd f(x) # 1 pentru orice x € I. Mai departe, deoarece f = F’ admite proprietatea lui Darboux, rezultd ci
J := f(I) este un interval, iar 1 ¢ J, astfel ca J C (0, 1) sau J C (1, 0).

Restrictiile functiei ¢ la intervalele (0, 1), respectiv (1, co) sunt inversabile si notdm cu h; si hy inversele lor:
hy : (1,00) — (0,1), hy : (1,00) = (1,00).

De asemenea, hy, hy sunt derivabile, pentru ci ¢’ # 0 pe (0, 1) si pe (1, 00). Folosind relatia (2), rezultd cd avem
una din urmatoarele situatii:

f=f:l=(0,1), file)=m(F(z) sau  f=fr:]—(1,00), folr)=h(F(z)).

1 1 1
Rezultd ca f este derivabild si derivand relatia (2) ajungem la f = (1 — ?) - f', astfel ca <? — F) ff=1

pe I. Integrand, rezulta cd existd ¢ € R astfel incat

1
In f(r)+ — =x+c¢ pentruorice z € I,

f()
adica

g (L) =ux +c pentruorice x € [. (3)
f(x)

Deoarece g(t) > 1 pentru orice ¢t # 1, pe baza relatiei (3) rezultd cd = + ¢ > 1 pentru orice = € I, astfel ci
I C (1 —¢,00), ceea ce justificd punctul (a).
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Dacéd I = (0, 00), fixdm ¢ = 1. Prin aplicarea inverselor h1, hy in (3), obtinem functiile

f1 : (O, OO) — (0, 1), fl(l') = m (l’ > 0)

f2:(0,00) = (1, 00), fa(x) (x > 0).

T hi(z+1)

Se verificd (direct prin calcule, ori indirect prin rationament invers) cd F; = g o f; si Fy = g o f, sunt primitive
pentru fi, respectiv fo; spre exemplu, un calcul direct da

Fl(a) = ¢ (f1(2)) - fi(w) = (1 - ﬁ) i) = (1 - ho(z + 1)) - (__( Z(f:f;f)
1 1 . B / /
" ha(z + 1) (1 - m) hy(z + 1) = fi(x) - g (ha(z + 1)) - hy(z + 1)
= fi(z) - (gohy) (x+1)= fi(x)- (z+1)
= fl(ﬂi .

De asemenea, e si e/ sunt primitive pentru e/1, respectiv e’2, conditiile reducandu-se direct la (2).

In final, deoarece Pr% g(t) = oo, avem cd lim hy(z) = +0, deci
—

T—>00
1 1
lim r)=——=— =00,
T—00 f2( ) lim h1 (l’ + 1) +0
T—>00
ceea ce arata cd f, este nemarginitd si incheie demonstratia. ]
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Problema 3. Fie n € N* si 0 o permutare a multimii {1,2,...,n}. O submultime nevidd A C {1,2,...,n} se
numeste o-fixd dacd o(A) = A.

Sa se arate cd numarul submultimilor o-fixe este de forma 28 —1,cul <k<n.

Vasile Pop, Universitatea Tehnicd din Cluj-Napoca

Solutie. Permutarea o se descompune in cicluri disjuncte
0=c0c0...0¢,, 1<k<n,

(scrierea este unicd, abstractie facAnd de ordinea ciclurilor) care partitioneaza multimea {1, 2, ..., n} in k submul-
timi o-fixe:

{1,2,...,n} =AUAU...UA; (reuniune disjunctd),
unde nicio submultime A; nu poate fi partitionatd mai departe in mai multe submultimi o-fixe (scrierea este unicd,
abstractie facind de ordinea submultimilor).

Descompunerea in cicluri si partitionarea multimii {1,2,...,n} se poate justifica in felul urmator.

Submultimile A; se obtin recursiv dupa cum urmeaza (vomnotag oo o...o g = oP).
, ! ¢ 2

de porio

Fiea; := 1si A; = {a1,0(a1),0%(ay),...}. Daci A; # {1,2,...,n}, atunci seiaa, = min ({1,2,...,n} \ A)
si Ay = {ag, 0(az),0%(az),...}. Dacd AjUAy # {1,2,...,n},atunciseiaaz = min ({1,2,...,n} \ (A; U Ap))
si A3 = ...; procedura continud in acelasi mod pani se acopera toatd multimea {1,2,...,n}. Se aratd usor ca
oricare doud submultimi A;, A; ( # j) generate in acest mod sunt disjuncte (folosind bijectivitatea lui ), sunt
o-fixe (prin felul cum sunt definite) si nu contin alte submultimi o-fixe (in afara de ele insele).

Daca A este o submultime o-fixa, atunci ea se scrie (in mod unic) ca reuniune de (una sau mai multe) submultimi

din familia {A;, Ao, ..., Ay}, iar alegerea acestor submultimi se face prin specificarea unei submultimi (nevide)
de indici din {1,2, ..., k}, ceea ce se poate face in 2¥ — 1 moduri (din cele 2 submultimi de indici se elimind
multimea vida). ]
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Problema 4. Fie (), ) un monoid.

Se spune despre M ci are proprietatea (S) daci pentru orice x € M existd un unic 2’ € M astfel incatx-2'-z = x
L / /
siz'-x-2' =o',

De asemenea, un element x € M se numeste idempotent daca x - v = .

a). Aratati ca (M, -) este grup daca si numai daca (M, -) este monoid cu proprietatea (.5) ce are un singur element
idempotent.

b). Dati exemplu de monoid cu proprietatea (S) care nu este grup.

¢). Aratati cd in orice monoid cu proprietatea (S) oricare doud elemente idempotente comuta.

Solutie. Vom nota, In cele ce urmeaza, cu 1 elementul neutru al unui monoid.

a). Presupunem cd (M, -) este grup. Se verificd direct cd M are proprietatea (S), cu 2’ = x~! pentru orice z € M.
Fie acum z € M un element idempotent. Atunci

1 -1

r=1z= @' 2)z=2a"(z-2)=2""2=1,

asadar x = 1 este unicul element idempotent (evident, 1 este idempotent).

Reciproc, dacd (M, -) este un monoid cu proprietatea (.S) ce are un singur element idempotent, atunci elementul
idempotent este neapdrat 1; aratim cd M este grup. Fie z € M. Aritam ca z’ este inversul lui . Avem ca

(x-2) (x-2)=(x-2'-2)- 2 =z-2
(@ x)- (2 2)=0E" z-2) z=2"x

astfel ca x - «’ si ' - x sunt elemente idempotente, deci x - 2’ = 2’ - x = 1.

b). Se verificd pentru M = {0,1} C R impreuni cu operatia obisnuitd de inmultire ci este un monoid (evident)
0-y-0=0

are unica solutie
y-0-y=y

cu proprietatea (.5) care nu este grup (0 nu este inversabil). Intr-adevir, sistemul {

l-y-1=1
y-l-y=y
observat, de asemenea, ca M are doud / ambele elemente idempotente.

y = 0 (deci existd unic 0’ = 0), iar sistemul are unica solutie y = 1 (deci exista unic 1’ = 1). De

c). Fie (M,-) un monoid cu proprietatea (S). Se verificd imediat cd ' = x pentru orice element idempotent
x € M, deoarece x = x - x - ¥ (Observatie: se poate demonstra si reciproca, insd nu este esential in demonstratia
care urmeaza).

Fie acum e, f € M doui elemente idempotente oarecare. Consideram x = f - (e - f)' - e. Avem

pew=fele e fole Y e=F (e ) (e ) (e f))e=u,

-~

=(e-f)

astfel cd = este idempotent. De asemenea,

e f)w= (e f) i f Ll [y re=frle ) (e ) (e ) e=a

si

Clasa a XII-a Concursul Interjudetean de Matematicd “Argument”, Editia a XI-a, 2019 5/6



asadar 2’ = e- f sixz = (e- f)". Deoarece x este idempotent, rezulti ciz = 2’ = e- f, deci e - f este idempotent.
Analog, f - e este tot idempotent.

In final, avem

(e-f)-(f-e)-(efl=e-f-f-ee f=(ef)(ef)=e-f
(f-e)(e-f)(f-e)=Ff-eef-f-e=(f-e)--(f-e)=[e
Asadar, (e f) = f-esiintrucite - f = (e f), concluzionimcide- f = f - e. ]
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