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Problema 1. Se considera sirul (z,,),>o definit prin relatia de recurenta:

Tpt1 =V2+x,, n>0, z9 = 0.

Sa se determine perechile de numere reale strict pozitive (a, L) astfel ca
lim a"(2 — z,) = L.

n—oo

Vasile Pop, Universitatea Tehnica din Cluj-Napoca

Solutia autorului. Pe baza relatiei de recurentd, se demonstreaza usor prin inductie ci z,, € [0,2) pentru orice

. . o . z ™ . .
n > 0. De aici, rezultd ca x,, se poate rescrie sub forma x,, = 2 cos a,,, unde a,, = arccos 7" € (O, 5} iar relatia
de recurentd devine
2 an an
2co8ani1 =/ 2(1 4+ cosa,) = /4 cos 5 = 2 cos 5
deci
an, ) T
Gn11 = — pentru orice n > 0, ag = —.
2 2
Concluzionand,
s .
ap, = PR T, = 2cos STESE pentru orice n > 0,
de unde
o N o .92 .
2—x,=2 (1 coS 2n+1> = 4sin e pentru orice n > 0.
De aici,
2
2 ; s 2
. . . ™ ™ .. a\™ | Sl 5p45 ™ .. a\"™
L= lim a"(2 —z,) = 4 lim a"sin® = — lim <—> 2~ " lim (—) :
n—o00 n—o00 n+2 4 n—oo \4 QH% 4 n—oo \4
1
1
astfel ca L este finitd si nenuld daca si numai dacd a = 4.
2
S . . . m
In concluzie, singura solutie este perechea (4, Z) . ]

Solutie partiald (Mircea Rus). Se poate puncta partial si urmétoarea solutie care aratd cd a = 4 e singura valoare
posibild, fard a se determina insd limita L (nu se exclude posibilitatea sd nu existe solutii).

Pe baza relatiei de recurentd, se demonstreazd inductiv ca
z, €[0,2), x, <z, pentruoricen > 0,

astfel cd sirul este marginit si strict crescitor, deci convergentlal € (0, 2. Trecand la limita in relatia de recurenta,
rezultical = /2 + [, de unde lim =z, = 2.

n—oo

Revenind la relatia de recurentd, ea se rescrie sub forma
(2—xp11)(2+ xp1) =2 —x, pentruoricen > 0,

de unde I 2 ) ) A
: a"(2—x,) 1 . 4
b= L~ A at (2 —x,41) o« i 2+ 2nn) = a’

astfel ca a = 4. m
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Problema 2. S3 se determine functiile f : R — R care verifica proprietatile:

f(z+y) < f(x)+ fly), pentruoricer,y € R (D

f(x) <e®—1, pentruorice z € R. (2)
Vasile Pop, Universitatea Tehnicd din Cluj-Napoca

Solutie. Din (1), pentru y = 0, avem f(z + 0) < f(z) + f(0), deci f(0) > 0. In acelasi timp, din (2) avem
f(0) <e®—1=0,astfel ci f(0) = 0.

Din (1), apoi din (2), avem
>§2f <—) < 2(e% — 1). (3)
Reaplicand (1), apoi (3), rezulta:

€T

f) < 2f () 2% - 1)

si prin inductie obtinem

f(z) <2"(e2” — 1), pentruoricen € N, z € R. 4)

Trecand la limita tn (4) (n — oo, x € R fixat) avem

-1
f(z) < lim & -x =, pentruorice z € R. (3)
n—oo ﬁ
Din (5) avem
fl@)+ f(-z) <z +(-2)=0 (6)
iar din (1) avem
f(0) = f(z —x) < f(z) + f(—2) (7)
pentru orice « € R. Din (6) si (7) rezultd cd f(—x) = —f(z) pentru orice z € R, deci f este functie impara.
Revenind la (5), avem acum — f(z) = f(—x) < —x pentru orice x € R, deci
f(z) > x, pentruorice z € R. (8)

Acum, din (5) si (8) rezultd ci f(x) = z, pentru orice x € R. Functia identitate verifici ambele conditii din
enunt. |

Observatie: Problema se poate imediat generaliza, inlocuind functia e® — 1 cu orice functie g derivabild in 0 care
verificd g(0) = 0si g(x) > ¢'(0) - = pentru orice x € R (ultima conditie este verificatd de orice functie convexa).
Solutia f va avea expresia: f(x) = ¢’(0) - z pentru orice x € R.
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Problema 3. Si se arate cd pentru orice n > 2 existd o multime infinitd de matrice A,, C M, (Z) astfel ca
pentru orice A, B € A, cu A # B sd avem:

A-B#B-A si A*>-B=DB-A%
Vasile Pop, Universitatea Tehnica din Cluj-Napoca

Solutie. Pentru n = 2, vom ciuta matrice A pentru care A% = al, (evident, al; comutd cu orice matrice). Din
teorema Cayley-Hamilton va fi suficient sd avem TrA = 0. Alegem

Agz{Maz(i fa):aez}

_(ab+1 a—0 .
M“.Mb_(b—a ab+1) pentru orice a, b € Z,

si avem

de unde
M, - My # M, - M, pentru orice a,b € Z distincte.

De asemenea, M? = (a® + 1)1, comutd, evident, cu orice matrice M;, € As,.

Pentru n > 3, definim multimea .A,, prin extensia elementelor multimii A, astfel:

An:{Pa :CLEZ}, Pa: ( Ma ‘ 02777,—2 ) EMn(Z)
On—Q,Z‘ ]n—2

Se verifica imediat ca

Ma : Mb ‘ O2,n—2 ) 7& ( Mb : Ma ‘ OQ,n—Z
On—2,2 ‘ ]n On—2,2 ‘ ]n

Py Py = ( ) = P,- P, pentru orice a,b € Z distincte,

P2 _ ( (a2 + 1)]2 ‘ 02771_2 )
¢ On—2,2 ‘ In—2

Pf-Pb—Pb-Pﬁ—((aerl)Mb02’”‘2).

On—272 ‘ -[n—2

Clasa a XI-a Concursul Interjudetean de Matematicd “Argument”, Editia a XI-a, 2019 3/4



Problema 4.

. . 1 1 . o . . ~ A
a). Fie matricea A = ( ) . Sd se arate cd pentru orice n € N*, existd numerele a,,, b,, € Z astfel incat

—-10 1
A" = CLnA + anQ

b). Si se arate cd pentru orice n € N*, existd z,,, y,, € N astfel ca 22 + 10y? = 11" si z,,, y,, s& nu fie multipli
de 11.

Vasile Pop, Mircea Rus, Universitatea Tehnica din Cluj-Napoca

Solutie. Rezultatul de 1a punctul (a) se poate obtine Tn mai multe moduri. O solutie se poate da direct prin inductie
matematica si utilizind teorema Cayley-Hamilton.

O solutie ce ajuta si la rezolvarea punctului (b) porneste de la reprezentarea

Zn  Wn

si foloseste egalitatea A” - A = A - A" care conduce la 2z, = —10y, si w,, = z,, astfel ca
n Tn Yn . X
A= =y A+ (z, — yn) I, pentruorice n € N*.

De asemenea, egalitatea A"*! = A . A" devine

{ Tp41 = Tp — 1Oyn

. * . e ey e 93'1 - 1
entru orice n € N*, cu valorile initiale , 1
Yn+1 = Tn + Yn P ’ { 1=1 (1)

ceea ce, prin inductie matematicd, dovedeste ca z,,, y, € Z pentru orice n € N* si incheie justificarea pentru (a).
Continuand ideea, avem
11" = (det A)" = det A™ = 22 +10y> pentru orice n € N*,
Réamane de ardtat cd x,, si y,, nu se divid cu 11. Folosind (1), avem:
Tni1 =Tp+Yn — 11y, = 20 + Yp = Yny1  (mod 11), pentru orice n € N*. 2)
Deoarece 1 = y; =1 (mod 11), va rezulta 1n final din (2), prin inductie, ca
Tp =y, =2""1#0 (mod11), pentru orice n € N*.

Pentru a ne asigura, la final, cd z,,, y,, € N, este suficient sd le Tnlocuim cu valorile lor absolute care vor verifica
automat conditiile cerute. ]
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