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Problema 1. Si se determine functiile f : R — R care verifica relatia:

f(z® —y*) = 2f(2*) —yf(y*) pentruorice 2,y € R. (1)
Vasile Pop, Universitatea Tehnicd din Cluj-Napoca

Solutie. Ludnd x = y = 01n (1) rezultd cd f(0) = 0, de unde, mai departe:
y=0= f(2%) =xf(z*) pentruorice x € R. )
Pe baza lui (2), relatia (1) devine:

F@+y?) = f(@® = (=9)°) = af(@®) = (~uf((=)%)) = 2f () + yf (")
= f(z*) + f(v*) pentruorice z,y € R,

astfel ca

flut+v)=f ((\?/ﬂ)g + (\3/5)3> =f ((\3/5)3> + f <(\3/5)3> = f(u) + f(v) pentruorice u,v € R. (3)
Deci functia f este aditiva.
Din proprietatea de aditivitate, prin inductie se aratd imediat ca

f(nz) =n- f(xr) pentruoricex € Rsin € N. 4)

Mai departe, din (2):
f((z+n)*) =(z+n)f((x+n)’)) pentruoricez € Rsin €N,
care, pe baza lui (3) si (4), se rescrie:
f(@®)+3n- f(2*)+3n® f(z)+n’ f(1) = (z+n) (f(=*) +2n - f(z) +n*- f(1)) pentruoricez € R,n € N
si care, dupd simplificari, se reduce la
2n- (f (2%) —x- f(z)) +n*- (f(z) —x- f(1)) =0 pentruoricex € Rsin € N. (5)

Privita ca functie de n (cu x fixat), expresia din membrul sting al relatiei (5) este o functie de grad cel mult 2 in
n cu o infinitate de raddcini, ceea ce inseamna ca este functia constantd nula. Astfel,

f(z*) =z f(z) si f(z)=2x-f(1) pentruoricez € R,
deci singurele solutii sunt functiile
fo(x) = ax pentru orice x € R,

cu a € R constantd (se verifica imediat relatia (1)). [ |

Clasa a X-a Concursul Interjudetean de Matematicd “Argument”, Editia a XI-a, 2019 1/5



Problema 2. Fien € N, n > 2sifie z1,20,...,2, € C*. Sd se arate ci |21| = |22| = ... = |2,| = 1 dacé si

numai dacd pentru orice numere ay, as, . . ., a, € Ccu|ay|,|az|,...,|a,| <1 auloc inegalititile
ay a2 Qp, .
— 4+ =4+ ...+ —|<n si |Jaz1+aze+ ...+ ayz,| < n. (1)
21 Z2 Zn

Adrian Botan, Botosani

Solutie. Daca |21 = |22| = ... = |z,| = 1, atunci
a; a a a a a
L 2 <R 2 R = a4 ao] o+ an] <0
21 29 Zn 21 %) n
la121 + agzo + ...+ apzy| < aq| - |21| + |ao| - 22| + ...+ |an] - |2a] = |a1] + |ag]| + . .. + |an] < n.
Reciproc, fie a; := |Z—Z| pentru orice ¢ € {1,2,...,n}. Avem |a;| = 1 iar prima inegalitate din (1) devine
Zq
1 1 1
4 L4 —<n )
EAIE |2n]
Pentru a; := 2] (1€{1,2,...,n}) avem |a;| = 1 iar a doua inegalitate din (1) devine
i
|z1] + 22| + ... + |20 < n. (3)
Combinand (2) si (3) obtinem
21|+ 22|+ .. |2 n
ma (|21] 5+ |2a]) = 2]+ | 2‘71 20| <1< T T, 5L =my (|z1],- .-, |2a]) -
lz1] © [z2] |20
Deoarece, in general, m, (|z1], ..., |za|) = mn (J21], - ., |2n]), rezultd ca
ma (|21], -y |2a]) = ma (|21, -+, |2a]) = 1,
ceea ce se intdmpld dacd si numai daca |21 = |z0| = ... = |z,| = L. n
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Problema 3. Si se determine functiile f : R — R cu proprietatea cd imaginea oricdrui interval inchis / este un
interval inchis .J iar raportul dintre lungimea lui J si lungimea lui / este o constantd a > 0.

Vasile Pop, Universitatea Tehnicd din Cluj-Napoca

Solutie. Fie © < y, I = [z,y] si f(I) = [u, v]. Avem, astfel,
[f(@) = fy)] <v—u=aly— ),
de unde concluziondm imediat ca
|f(x) — f(y)| <al|r—y| pentruoricez,y € R. (1)

Revenind la inceput, daca z1,y; € [z,y] astfel ca f(z1) = wsi f(y1) = v, atunci aplicam (1) pentru z1,y; si
obtinem

aly —z) =v—u=f(y) = flz1) <alyr — x| <aly — ).
Deoarece in sirul de inegalitdti de mai sus toate vor fi egalitati, rezultd ca {z1,y1} = {z,y}, astfel cd f(z) = u,
f(y) = vsau f(z) = v, f(y) = u. Astfel, inegalitatea din (1) este intotdeauna egalitate, ceea ce conduce la
f(z) = £ax + f(0), pentruorice z € R
(luand pe y = 0).
Vom ardta mai departe ca, fie
f(z) = ax + f(0), pentruoricez € R, (2)

fie
f(z) = —ax + f(0), pentruorice z € R. (3)

Daca prin absurd ar exista z,y € R* astfel ca

f(x) = ax + f(0)
fly) = —ay + f(0)
atunci prin scadere obtinem:
alr —yl=|f(z) = fy)| = alz +y],
deci
[z =yl =z +yl,

ceea ce are loc daca si numai dacd z = 0 sau y = 0 (contradictie). ]
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Problema 4. Se considerd multimea # a tuturor sirurilor (a,),, -, de numere complexe care verificd

ag =0, a, =1, ani1 € {(1 —¢)a, +eay_1,(1 —&)a, +a,_1} pentruorice n > 1,
~1+4v3
5 .

a). Sa se arate cd multimea termenilor tuturor sirurilor din H formeaza in planul complex o retea pland de
hexagoane regulate de laturd 1.

unde € =

b). Sa se determine numerele naturale nenule )V pentru care existd un sir (a,,),-, € H astfel incit ay = 0.
Vasile Pop, Universitatea Tehnica din Cluj-Napoca

Solutie. a). Reteaua hexagonald are prima laturd AgA;, unde Ag(0) si A;(1). Orice sir (ay),,, € H verifica

an+1 — a - .
" ¢ {¢F} pentruorice n > 1,
ap—1 — Ap

ceea ce in planul complex inseamna un drum in care orice pas A, A, 1 verifici:

ApAnir = lanis —an| = |an —an_ 1| = ... = a1 —ag| =1
. 1 —a, o 4
m (AnHAnAn_l) = argM € {arge,args} = —W, iy
Ap—1 — Qp, 33

2 4 2
Astfel, orice pas este de lungime 1 si cu o rotatie de ?ﬂ sau % (echivalent, — ?ﬂ) fatd de pasul anterior.

25 E 15 -1 0.5

b). Se arati cd valorile admisibile N sunt {2k : k € N, k > 3}.
Avemed =1, =t =622 4c4+1=0.

Rezultd ca orice sir (a,),~, € H este unic caracterizat de un sir (p,,),~,, cu p, € {—1,1} pentru orice n > 1,
unde a,, 1 = (1 — &P")a, + ePra, 4. Astfel,

apy1 — ap = (—€P) (a, — a,—1) pentruorice n > 1,
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de unde
Upi1 — p = (=1)"ePrHP2ttPe (g — qg) = (—1)"eP P2t Pn pentru orice n > 1. (1)
In particular, dupi paritatea lui n avem:

A2n4+1 — A2p = €p1+...+p2n S {17 Eag} 9 Aop — Q2p—1 = €p1+...+p2n_1 S {_17 —-¢, _g} .

Daca notdm «,, = 2Rea,, = a, + @, (n > 0), atunci obtinem mai departe cd
Qony1 — Qo € {—1,2}, Qon — Qon—1 € {—2, 1},
astfel ca, modulo 3, avem
Qopt1 — Qo = 2 (mod 3), Q9 — Qo1 = 1 (mod 3).

Deoarece initial o = 0 si 7 = 2, se obtine in final cd aw,, = 0 (mod 3) si oz, 1 = 2 (mod 3) pentru orice n > 0.
Pentru ca ay = 0, este necesar ca ay = 0, deci N va fi par.

De asemenea, dacd a = 0, atunci se poate construi mai departe a,, astfel incat ay,¢ = 0, alegand py = py+1 =
... = pnis = 1; Intr-adevar, pe baza lui (1) aplicat succesiv, se obtine

anie =ay + e Pt (1 e gt | =

=0

In final, se arati ci N = 2 si N = 4 nu satisfac conditia a = 0 pentru niciun sir, iar valorile N = 6, N = 8,
N = 10 verificd ay = 0 pentru siruri convenabil alese. Astfel, apeland (1) se obtine:

as =a; —eP* =1—¢eP #0 pentruorice p; € {—1,1}.
Pentru N = 4, daca a4 = 0, atunci

0= ay = as — 5p1+p2+p3 = ay + €p1+p2 _ €p1+p2+p3 =1—¢ePt 4+ €p1+p2 _ €P1+p2+P3’

de unde, inmultind cu e~** si trecand la partea reala se obtine:

1 1
0 =Re0=Re (efpl —1+eP?— 5p2+p3) =5~ 1— 5 Re P2 P3

astfel cd Re 21?3 = 2, ceea ce nu poate avea loc pentru nicio alegere a valorilor ps, ps.

Se poate obtine ag = 0, alegand p; = ps = p3 = py = p5 = 1, astfel cd

ag=1—c+e2 -4+ -5 =0.

Se poate obtine ag = 0, alegdnd p; = —1, py = p3 = ps = ps = ps = 1, p; = —1, astfel ca

as=1—¢ct4l—c4? -S4t =1-c2+1—-ec4e2—-14+e—-1=0.

Se poate obtine a1g = 0, alegdnd p; = po = -1, py= ... =p;=1,ps = —1,pg = 1. [
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