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Problema 1. Să se determine funct,iile f : R→ R care verifică relat,ia:

f(x3 − y3) = xf(x2)− yf(y2) pentru orice x, y ∈ R. (1)

Vasile Pop, Universitatea Tehnică din Cluj-Napoca

Solut,ie. Luând x = y = 0 ı̂n (1) rezultă că f(0) = 0, de unde, mai departe:

y = 0⇒ f(x3) = xf(x2) pentru orice x ∈ R. (2)

Pe baza lui (2), relat,ia (1) devine:

f
(
x3 + y3

)
= f

(
x3 − (−y)3

)
= xf(x2)−

(
−yf

(
(−y)2

))
= xf(x2) + yf(y2)

= f(x3) + f(y3) pentru orice x, y ∈ R,

astfel că

f(u+ v) = f
((

3
√
u
)3

+
(

3
√
v
)3)

= f
((

3
√
u
)3)

+ f
((

3
√
v
)3)

= f(u) + f(v) pentru orice u, v ∈ R. (3)

Deci funct,ia f este aditivă.

Din proprietatea de aditivitate, prin induct,ie se arată imediat că

f(nx) = n · f(x) pentru orice x ∈ R s, i n ∈ N. (4)

Mai departe, din (2):

f
(
(x+ n)3

)
= (x+ n)f

(
(x+ n)2

)
) pentru orice x ∈ R s, i n ∈ N,

care, pe baza lui (3) s, i (4), se rescrie:

f(x3)+3n·f(x2)+3n2 ·f(x)+n3 ·f(1) = (x+n)
(
f(x2) + 2n · f(x) + n2 · f(1)

)
pentru orice x ∈ R, n ∈ N

s, i care, după simplificări, se reduce la

2n ·
(
f
(
x2
)
− x · f(x)

)
+ n2 · (f(x)− x · f(1)) = 0 pentru orice x ∈ R s, i n ∈ N. (5)

Privită ca funct,ie de n (cu x fixat), expresia din membrul stâng al relat,iei (5) este o funct,ie de grad cel mult 2 ı̂n
n cu o infinitate de rădăcini, ceea ce ı̂nseamnă că este funct,ia constantă nulă. Astfel,

f
(
x2
)
= x · f(x) s, i f(x) = x · f(1) pentru orice x ∈ R,

deci singurele solut,ii sunt funct,iile

fa(x) = ax pentru orice x ∈ R,

cu a ∈ R constantă (se verifică imediat relat,ia (1)).
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Problema 2. Fie n ∈ N, n ≥ 2 s, i fie z1, z2, . . . , zn ∈ C∗. Să se arate că |z1| = |z2| = . . . = |zn| = 1 dacă s, i
numai dacă pentru orice numere a1, a2, . . . , an ∈ C cu |a1| , |a2| , . . . , |an| ≤ 1 au loc inegalităt,ile∣∣∣∣a1z1 +

a2
z2

+ . . .+
an
zn

∣∣∣∣ ≤ n s, i |a1z1 + a2z2 + . . .+ anzn| ≤ n. (1)

Adrian Bot,an, Botos,ani

Solut,ie. Dacă |z1| = |z2| = . . . = |zn| = 1, atunci∣∣∣∣a1z1 +
a2
z2

+ . . .+
an
zn

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣a1z1
∣∣∣∣+ ∣∣∣∣a2z2

∣∣∣∣+ . . .+

∣∣∣∣anzn
∣∣∣∣ = |a1|+ |a2|+ . . .+ |an| ≤ n

|a1z1 + a2z2 + . . .+ anzn| ≤ |a1| · |z1|+ |a2| · |z2|+ . . .+ |an| · |zn| = |a1|+ |a2|+ . . .+ |an| ≤ n.

Reciproc, fie ai :=
zi
|zi|

pentru orice i ∈ {1, 2, . . . , n}. Avem |ai| = 1 iar prima inegalitate din (1) devine

1

|z1|
+

1

|z2|
+ . . .+

1

|zn|
≤ n. (2)

Pentru ai :=
|zi|
zi

(i ∈ {1, 2, . . . , n}) avem |ai| = 1 iar a doua inegalitate din (1) devine

|z1|+ |z2|+ . . .+ |zn| ≤ n. (3)

Combinând (2) s, i (3) obt,inem

ma (|z1| , . . . , |zn|) =
|z1|+ |z2|+ . . .+ |zn|

n
≤ 1 ≤ n

1
|z1| +

1
|z2| + . . .+ 1

|zn|
= mh (|z1| , . . . , |zn|) .

Deoarece, ı̂n general, ma (|z1| , . . . , |zn|) ≥ mh (|z1| , . . . , |zn|), rezultă că

ma (|z1| , . . . , |zn|) = mh (|z1| , . . . , |zn|) = 1,

ceea ce se ı̂ntâmplă dacă s, i numai dacă |z1| = |z2| = . . . = |zn| = 1.
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Problema 3. Să se determine funct,iile f : R→ R cu proprietatea că imaginea oricărui interval ı̂nchis I este un
interval ı̂nchis J iar raportul dintre lungimea lui J s, i lungimea lui I este o constantă a > 0.

Vasile Pop, Universitatea Tehnică din Cluj-Napoca

Solut,ie. Fie x < y, I = [x, y] s, i f(I) = [u, v]. Avem, astfel,

|f(x)− f(y)| ≤ v − u = a(y − x),

de unde concluzionăm imediat că

|f(x)− f(y)| ≤ a |x− y| pentru orice x, y ∈ R. (1)

Revenind la ı̂nceput, dacă x1, y1 ∈ [x, y] astfel ca f(x1) = u s, i f(y1) = v, atunci aplicăm (1) pentru x1, y1 s, i
obt,inem

a(y − x) = v − u = f(y1)− f(x1) ≤ a|y1 − x1| ≤ a(y − x).

Deoarece ı̂n s, irul de inegalităt,i de mai sus toate vor fi egalităt,i, rezultă că {x1, y1} = {x, y}, astfel că f(x) = u,
f(y) = v sau f(x) = v, f(y) = u. Astfel, inegalitatea din (1) este ı̂ntotdeauna egalitate, ceea ce conduce la

f(x) = ±ax+ f(0), pentru orice x ∈ R

(luând pe y = 0).

Vom arăta mai departe că, fie
f(x) = ax+ f(0), pentru orice x ∈ R, (2)

fie
f(x) = −ax+ f(0), pentru orice x ∈ R. (3)

Dacă prin absurd ar exista x, y ∈ R∗ astfel ca

f(x) = ax+ f(0)

f(y) = −ay + f(0)

atunci prin scădere obt,inem:
a |x− y| = |f(x)− f(y)| = a |x+ y| ,

deci
|x− y| = |x+ y| ,

ceea ce are loc dacă s, i numai dacă x = 0 sau y = 0 (contradict,ie).
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Problema 4. Se consideră mult,imeaH a tuturor s, irurilor (an)n≥0 de numere complexe care verifică

a0 = 0, a1 = 1, an+1 ∈ {(1− ε)an + εan−1, (1− ε)an + εan−1} pentru orice n ≥ 1,

unde ε =
−1 + i

√
3

2
.

a). Să se arate că mult,imea termenilor tuturor s, irurilor din H formează ı̂n planul complex o ret,ea plană de
hexagoane regulate de latură 1.

b). Să se determine numerele naturale nenule N pentru care există un s, ir (an)n≥0 ∈ H astfel ı̂ncât aN = 0.

Vasile Pop, Universitatea Tehnică din Cluj-Napoca

Solut,ie. a). Ret,eaua hexagonală are prima latură A0A1, unde A0(0) s, i A1(1). Orice s, ir (an)n≥0 ∈ H verifică

an+1 − an
an−1 − an

∈ {ε, ε} pentru orice n ≥ 1,

ceea ce ı̂n planul complex ı̂nseamnă un drum ı̂n care orice pas AnAn+1 verifică:

AnAn+1 = |an+1 − an| = |an − an−1| = . . . = |a1 − a0| = 1

m
(

̂An+1AnAn−1

)
= arg

an+1 − an
an−1 − an

∈ {arg ε, arg ε} =
{
2π

3
,
4π

3

}
.

Astfel, orice pas este de lungime 1 s, i cu o rotat,ie de
2π

3
sau

4π

3

(
echivalent, − 2π

3

)
fat,ă de pasul anterior.

-2.5-2.5 -2-2 -1.5-1.5 -1-1 -0.5-0.5 0.50.5 11 1.51.5 22 2.52.5 33 3.53.5 44 4.54.5 55 5.55.5 66 6.56.5 7700

b). Se arată că valorile admisibile N sunt {2k : k ∈ N, k ≥ 3}.

Avem ε3 = 1, ε = ε−1 = ε2, ε2 + ε+ 1 = 0.

Rezultă că orice s, ir (an)n≥0 ∈ H este unic caracterizat de un s, ir (pn)n≥1, cu pn ∈ {−1, 1} pentru orice n ≥ 1,
unde an+1 = (1− εpn)an + εpnan−1. Astfel,

an+1 − an = (−εpn) (an − an−1) pentru orice n ≥ 1,
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de unde

an+1 − an = (−1)nεp1+p2+...+pn · (a1 − a0) = (−1)nεp1+p2+...+pn pentru orice n ≥ 1. (1)

În particular, după paritatea lui n avem:

a2n+1 − a2n = εp1+...+p2n ∈ {1, ε, ε} , a2n − a2n−1 = εp1+...+p2n−1 ∈ {−1,−ε,−ε} .

Dacă notăm αn = 2Re an = an + an (n ≥ 0), atunci obt,inem mai departe că

α2n+1 − α2n ∈ {−1, 2} , α2n − α2n−1 ∈ {−2, 1} ,

astfel că, modulo 3, avem

α2n+1 − α2n = 2 (mod 3), α2n − α2n−1 = 1 (mod 3).

Deoarece init,ial α0 = 0 s, i α1 = 2, se obt,ine ı̂n final că α2n = 0 (mod 3) s, i α2n+1 = 2 (mod 3) pentru orice n ≥ 0.
Pentru ca aN = 0, este necesar ca αN = 0, deci N va fi par.

De asemenea, dacă aN = 0, atunci se poate construi mai departe an astfel ı̂ncât aN+6 = 0, alegând pN = pN+1 =
. . . = pN+5 = 1; ı̂ntr-adevăr, pe baza lui (1) aplicat succesiv, se obt,ine

aN+6 = aN + εp1+p2+...+pN

(
1− ε+ ε2 − ε3 + ε4 − ε5︸ ︷︷ ︸

=0

)
= 0.

În final, se arată că N = 2 s, i N = 4 nu satisfac condit,ia aN = 0 pentru niciun s, ir, iar valorile N = 6, N = 8,
N = 10 verifică aN = 0 pentru s, iruri convenabil alese. Astfel, apelând (1) se obt,ine:

a2 = a1 − εp1 = 1− εp1 6= 0 pentru orice p1 ∈ {−1, 1}.

Pentru N = 4, dacă a4 = 0, atunci

0 = a4 = a3 − εp1+p2+p3 = a2 + εp1+p2 − εp1+p2+p3 = 1− εp1 + εp1+p2 − εp1+p2+p3 ,

de unde, ı̂nmult,ind cu ε−p1 s, i trecând la partea reală se obt,ine:

0 = Re 0 = Re
(
ε−p1 − 1 + εp2 − εp2+p3

)
= −1

2
− 1− 1

2
− Re εp2+p3 ,

astfel că Re εp2+p3 = 2, ceea ce nu poate avea loc pentru nicio alegere a valorilor p2, p3.

Se poate obt,ine a6 = 0, alegând p1 = p2 = p3 = p4 = p5 = 1, astfel că

a6 = 1− ε+ ε2 − ε3 + ε4 − ε5 = 0.

Se poate obt,ine a8 = 0, alegând p1 = −1, p2 = p3 = p4 = p5 = p6 = 1, p7 = −1, astfel că

a8 = 1− ε−1 + 1− ε+ ε2 − ε3 + ε4 − ε3 = 1− ε2 + 1− ε+ ε2 − 1 + ε− 1 = 0.

Se poate obt,ine a10 = 0, alegând p1 = p2 = −1, p4 = . . . = p7 = 1, p8 = −1, p9 = 1.
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