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Problema 1. Si se arate ci pentru orice n > 3 existd o infinitate de n-upluri (aq, as, ..., a,) de numere strict

pozitive astfel Incat

1 1 1
a+a+...+a,=—+—+... 4+ —
a1 a2 Qp,

siajas---a, # 1.

Cristian Litan, Universitatea Babes-Bolyai, Cluj-Napoca

Mircea Rus, Universitatea Tehnicd din Cluj-Napoca

Solutie. Este suficient sd rezolvdm problema pentru n = 3, alegand apoi In cazul generalay = a5 = ... =a, =1
si pastrand valorile ay, as, ag obtinute in cazul particular considerat.

De asemenea, in cazul n = 3 vom cduta, pentru simplificare, ca a; = as, astfel cd problema se reduce la a
determina numerele a, b > 0 astfel incat

1 2
a+20=-++
a

ab? # 1.

j=p)

Pentru a elimina din start situatiile cAnd ab® = 1, se verifici

11 2 1 1 1
W =loa=peprn=tiier-g=2(b-;)e (b4;-2) (b-7) =0

@(\/5—%)2(19—%):0(:)6:1.

Astfel, este suficient ca b # 1.

1 1
Ecuatia in a si b se rescrie echivalent a? + 2 (b — 5) a—1=0. Notdm b — 7= tiarb # 1 <t # 0, de unde

b?> —tb — 1 = 0. In final, determinénd « si b in raport cu ¢, se obtin solutiile strict pozitive:

a=Vt2+1—1t
y_ VETd+t
=G

A VE2+44+t Vt2+4+t
In concluzie, pentru orice t > 0, | V2 + 1 —1t, RS ) RS ,1,1,...,1 | reprezintd o solutie a
2 2 ——
n—3del
problemei. .
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Problema 2. S3 se determine functiile f : R — R care verifica relatia

flz)f(y) =2y — f(x +vy), pentruoricez,y € R.

(1

Vasile Pop, Universitatea Tehnica din Cluj-Napoca

Solutia autorului. Ludm in (1) y = 1 si obtinem

f(x)f(1) =z — f(zx+1), pentruoricez € R.
Inlocuim in (2) pe x cu z + 1 si obtinem

fle+1)f(1)=x+1— f(x+2), pentruoricez € R.
Din (2) si (3) rezulta ca
fx+2)=x(1—f(1))+1+(f(1)*f(z), pentruorice z € R.

Pe de alta parte, dacd ludm 1n (1) y = 2, atunci obtinem

f(x+2) =2z — f(x)f(2), pentruoricez € R.
Din (4) si (5) rezulta ca

((fF()*+ f(2)) f(x) =2 (1 + f(1)) — 1, pentru orice x € R.
Daci luim 2 = 0 1n (6), rezulti ci (f(1))* + f(2) # 0, astfel ci (6) conduce la
f(z) = ax + b, pentruorice z € R,

unde a, b € R constante ce se vor determina astfel incat sa se verifice relatia (1).

Rescriind (1), obtinem conditia echivalenta

(ax +b)(ay +b) = xy —a(r +y) — b, pentruorice z,y € R

2)

3)

4)

)

(6)

de unde, identificand coeficientii lui x, y, xy, respectiv termenii liberi Intre cei doi membri ai egalitdtii obtinem

=1, ab=—a, b =-b
cusolutiile a = +1,b = —1.
Se obtin, astfel, doud functii:

filr)=xz—1, zeR si folx)=—2—-1, ze€R.

[
Solutie alternativa (Mircea Rus). Rescriem (1) sub forma
flx+vy) ==y — f(x)f(y), pentruoricez,y € R. 2)
Atunci, pentru orice z,y € R avem:
flty+)=f@+y+1)=z@+1) - fla)fly+1) =zy+a— f@)y+ f(x)f(y)f(1)
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de unde

f@)f)fQ) = fz+y+1)+ (@ +y+ay) =1+ f(z))y, pentruoricer,y € R. 3)
Deoarece membrul stang al egalititii (3) este simetric 1n x, y, prin permutarea variabilelor se obtine ca
(1+ f(z)y=(1+ f(y))z, pentruoricez,y € R, (4)

astfel ca
1+ f(x) 1+ /@)

T Y

= constant, pentru orice x,y € R*.

Asadar, existd a € R astfel incét
f(x) =ax —1, pentruorice x € R*
iar valoarea f(0) = —1 se obtine ludnd in (4) x = 1, y = 0, astfel ca

f(x) =ax —1, pentruorice x € R. (5)

Mai departe, prin (5), relatia (1) se reduce imediat la a® = 1, iar solutiile sunt functiile

filz)=xz—1, z€R si folr)=—2x—-1, z€R.

Clasa a [X-a Concursul Interjudetean de Matematicd “Argument”, Editia a XI-a, 2019 3/6



Problema 3. Fie ABC un triunghi, punctele A;, By, C; pe laturile [BC], [C' A], respectiv [AB], si punctele A,
Bs, Cy pe segmentele [B;C1], [C1 A4], respectiv [A1 By].

Consideram propozitiile:

(P,) Dreptele AA;, BB, C'C sunt concurente.
(P,) Dreptele A; As, By Bs, C1C5 sunt concurente.
(Ps) Dreptele AA,, BBy, C'Cy sunt concurente..

Sa se arate ca din oricare doud propozitii rezultd a treia.

Vasile Pop, Universitatea Tehnicd din Cluj-Napoca

Solutie. B
Fie t1,ts, 3, $1, $2, 83 € [0, 1] astfel ca:

BA1 o tl CBl o tQ ACl o t3
AC 1—-t, BA 1—t, CiB 1—t3

BIAQ . S1 ClBQ - S9 AlC2 o S3
A201*1_81, B2A171_52’ 02B171—83.
Pentru orice punct X din plan notdm cu 7x vectorul sau de pozitie. Avem, astfel:

Ta, = (1 —t)Fp+tiTe, T, = (1 —to)Fc+taTa, To, = (1 —1t3)Ta+t37p

FAQ = (1 — 81)731 + 81701 = [(1 — Sl)tg + 81(1 — tg)] FA + 81t3 7_”3 + (1 — 81)(1 — tg) FC

& ¥ g N/ N 2 Z
ay B1 7
T, = (1 — $9)T¢, + SoTa, = £1 — s9)(1 — tngA + [(1 — s9)t5 + s2(1 — tl)lFB +@FC
[e%] B2 72
To, = (1 — 83)Ta, + 83T, = @?A +S1 —s3)(1 — tQFB —|—l(1 — s3)t] + s3(1 — tg)lFC.
Qas B3 Y3
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Astfel, (v, B, vi) (i = 1,2, 3) vor fi coordonatele baricentrice ale punctelor Ay, By, Cs relativ la triunghiul ABC.
Dacd notam cu As, Bs, C; intersectiile dreptelor AAy, BBy, C'Csy respectiv cu [BC/, [C'A], [AB], atunci:

BAy v (1—s1)(1—1)

AsC B s1t3
OBg _%_ (1-82)(1—t3)
BsA o Sat1
Acg . & . (1 — 83)(1 —tl)

C3B oy S3ta '

Conform teoremei lui Ceva, propozitiile Py, P, P; devin:

t t t
p.—t .2 B
\1—t1 1—1t, 1—t31
T
b 2 % =1
\1—82 1—82 ].—831
5
p .2 Py
B Yo as

Avem, evident:

T=S=1=T-S=1
T=T-5=1=5=1
S=T-§5=1=T=1.
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Problema4. Fien € N*si A C {1,2,...,n} o multime nevida cu proprietatea cd oricare ar fi x,y € A avem

fiex+ye A, fiex+y>n.

« y L o . . N (o |

Sa se arate ca media aritmeticd a numerelor din multimea A nu poate fi mai micd decat
Solutie. Fie 71 < x5 < ... < x,, sirul ordonat crescdtor al elementelor lui A.
Demonstrdm cd

T + Tpp1—x > n+1, pentruorice k € {1,2,....p}. (1)
Presupunem prin absurd cd existd k € {1,2,...,p} astfel incat z;, + x,1_ < n. De aici avem:

Tpp1-k < X1+ Tpyp1-k < T2+ Tpy1f < ..o < T+ Tpp1-k SN
N - 7 - 7 ﬁy
Y1 Y2 Yk

Conform proprietitii din enunt, rezultd ca y;,ys, ..., yx € A. Se obtin, astfel, k valori distincte din A mai mari
decat x,,.1_; insd in A sunt doar k£ — 1 valori mai mari decat x,,,_; (contradictie), astfel cd presupunerea facutd
este falsa.
Concluzia rezultd acum direct din (1), Tnsumand dupa toate valorile lui &. [ |
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