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Problema 1. Să se arate că pentru orice n ≥ 3 există o infinitate de n-upluri (a1, a2, . . . , an) de numere strict
pozitive astfel ı̂ncât

a1 + a2 + . . .+ an =
1

a1
+

1

a2
+ . . .+

1

an

s, i a1a2 · · · an 6= 1.

Cristian Litan, Universitatea Babes, -Bolyai, Cluj-Napoca

Mircea Rus, Universitatea Tehnică din Cluj-Napoca

Solut,ie. Este suficient să rezolvăm problema pentru n = 3, alegând apoi ı̂n cazul general a4 = a5 = . . . = an = 1
s, i păstrând valorile a1, a2, a3 obt,inute ı̂n cazul particular considerat.

De asemenea, ı̂n cazul n = 3 vom căuta, pentru simplificare, ca a2 = a3, astfel că problema se reduce la a
determina numerele a, b > 0 astfel ı̂ncât

a+ 2b =
1

a
+

2

b
ab2 6= 1.

Pentru a elimina din start situat,iile când ab2 = 1, se verifică

ab2 = 1⇔ a =
1

b2
⇔ 1

b2
+ 2b = b2 +

2

b
⇔ b2 − 1

b2
= 2

(
b− 1

b

)
⇔
(
b+

1

b
− 2

)(
b− 1

b

)
= 0

⇔
(√

b− 1√
b

)2(
b− 1

b

)
= 0⇔ b = 1.

Astfel, este suficient ca b 6= 1.

Ecuat,ia ı̂n a s, i b se rescrie echivalent a2 + 2

(
b− 1

b

)
a− 1 = 0. Notăm b− 1

b
= t iar b 6= 1⇔ t 6= 0, de unde

b2 − tb− 1 = 0. În final, determinând a s, i b ı̂n raport cu t, se obt,in solut,iile strict pozitive: a =
√
t2 + 1− t

b =

√
t2 + 4 + t

2

.

În concluzie, pentru orice t > 0,

√t2 + 1− t,
√
t2 + 4 + t

2
,

√
t2 + 4 + t

2
, 1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

n−3 de 1

 reprezintă o solut,ie a

problemei.
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Problema 2. Să se determine funct,iile f : R→ R care verifică relat,ia

f(x)f(y) = xy − f(x+ y), pentru orice x, y ∈ R. (1)

Vasile Pop, Universitatea Tehnică din Cluj-Napoca

Solut,ia autorului. Luăm ı̂n (1) y = 1 s, i obt,inem

f(x)f(1) = x− f(x+ 1), pentru orice x ∈ R. (2)

Înlocuim ı̂n (2) pe x cu x+ 1 s, i obt,inem

f(x+ 1)f(1) = x+ 1− f(x+ 2), pentru orice x ∈ R. (3)

Din (2) s, i (3) rezultă că

f(x+ 2) = x (1− f(1)) + 1 + (f(1))2 f(x), pentru orice x ∈ R. (4)

Pe de altă parte, dacă luăm ı̂n (1) y = 2, atunci obt,inem

f(x+ 2) = 2x− f(x)f(2), pentru orice x ∈ R. (5)

Din (4) s, i (5) rezultă că(
(f(1))2 + f(2)

)
f(x) = x (1 + f(1))− 1, pentru orice x ∈ R. (6)

Dacă luăm x = 0 ı̂n (6), rezultă că (f(1))2 + f(2) 6= 0, astfel că (6) conduce la

f(x) = ax+ b, pentru orice x ∈ R,

unde a, b ∈ R constante ce se vor determina astfel ı̂ncât să se verifice relat,ia (1).

Rescriind (1), obt,inem condit,ia echivalentă

(ax+ b)(ay + b) = xy − a(x+ y)− b, pentru orice x, y ∈ R

de unde, identificând coeficient,ii lui x, y, xy, respectiv termenii liberi ı̂ntre cei doi membri ai egalităt,ii obt,inem

a2 = 1, ab = −a, b2 = −b

cu solut,iile a = ±1, b = −1.

Se obt,in, astfel, două funct,ii:

f1(x) = x− 1, x ∈ R s, i f2(x) = −x− 1, x ∈ R.

Solut,ie alternativă (Mircea Rus). Rescriem (1) sub forma

f(x+ y) = xy − f(x)f(y), pentru orice x, y ∈ R. (2)

Atunci, pentru orice x, y ∈ R avem:

f (x+ y + 1) = f (x+ (y + 1)) = x(y + 1)− f(x)f(y + 1) = xy + x− f(x)y + f(x)f(y)f(1)
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de unde

f(x)f(y)f(1)− f (x+ y + 1) + (x+ y + xy) = (1 + f(x)) y, pentru orice x, y ∈ R. (3)

Deoarece membrul stâng al egalităt,ii (3) este simetric ı̂n x, y, prin permutarea variabilelor se obt,ine că

(1 + f(x)) y = (1 + f(y))x, pentru orice x, y ∈ R, (4)

astfel că
1 + f(x)

x
=

1 + f(y)

y
= constant, pentru orice x, y ∈ R∗.

As,adar, există a ∈ R astfel ı̂ncât

f(x) = ax− 1, pentru orice x ∈ R∗

iar valoarea f(0) = −1 se obt,ine luând ı̂n (4) x = 1, y = 0, astfel că

f(x) = ax− 1, pentru orice x ∈ R. (5)

Mai departe, prin (5), relat,ia (1) se reduce imediat la a2 = 1, iar solut,iile sunt funct,iile

f1(x) = x− 1, x ∈ R s, i f2(x) = −x− 1, x ∈ R.
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Problema 3. Fie ABC un triunghi, punctele A1, B1, C1 pe laturile [BC], [CA], respectiv [AB], s, i punctele A2,
B2, C2 pe segmentele [B1C1], [C1A1], respectiv [A1B1].

Considerăm propozit,iile:

(P1) Dreptele AA1, BB1, CC1 sunt concurente.

(P2) Dreptele A1A2, B1B2, C1C2 sunt concurente.

(P3) Dreptele AA2, BB2, CC2 sunt concurente..

Să se arate că din oricare două propozit,ii rezultă a treia.

Vasile Pop, Universitatea Tehnică din Cluj-Napoca

Solut,ie.

Fie t1, t2, t3, s1, s2, s3 ∈ [0, 1] astfel ca:

BA1

A1C
=

t1
1− t1

,
CB1

B1A
=

t2
1− t2

,
AC1

C1B
=

t3
1− t3

,

B1A2

A2C1

=
s1

1− s1
,

C1B2

B2A1

=
s2

1− s2
,

A1C2

C2B1

=
s3

1− s3
.

Pentru orice punct X din plan notăm cu rX vectorul său de pozit,ie. Avem, astfel:

rA1 = (1− t1)rB + t1rC , rB1 = (1− t2)rC + t2rA, rC1 = (1− t3)rA + t3rB

rA2 = (1− s1)rB1 + s1rC1 = [(1− s1)t2 + s1(1− t3)]︸ ︷︷ ︸
α1

rA + s1t3︸︷︷︸
β1

rB + (1− s1)(1− t2)︸ ︷︷ ︸
γ1

rC

rB2 = (1− s2)rC1 + s2rA1 = (1− s2)(1− t3)︸ ︷︷ ︸
α2

rA + [(1− s2)t3 + s2(1− t1)]︸ ︷︷ ︸
β2

rB + s2t1︸︷︷︸
γ2

rC

rC2 = (1− s3)rA1 + s3rB1 = s3t2︸︷︷︸
α3

rA + (1− s3)(1− t1)︸ ︷︷ ︸
β3

rB + [(1− s3)t1 + s3(1− t2)]︸ ︷︷ ︸
γ3

rC .
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Astfel, (αi, βi, γi) (i = 1, 2, 3) vor fi coordonatele baricentrice ale punctelorA2, B2, C2 relativ la triunghiulABC.
Dacă notăm cu A3, B3, C3 intersect,iile dreptelor AA2, BB2, CC2 respectiv cu [BC], [CA], [AB], atunci:

BA3

A3C
=
γ1
β1

=
(1− s1)(1− t2)

s1t3
CB3

B3A
=
α2

γ2
=

(1− s2)(1− t3)
s2t1

AC3

C3B
=
β3
α3

=
(1− s3)(1− t1)

s3t2
.

Conform teoremei lui Ceva, propozit,iile P1, P2, P3 devin:

P1 :
t1

1− t1
· t2
1− t2

· t3
1− t3︸ ︷︷ ︸

T

= 1

P2 :
s1

1− s2
· s2
1− s2

· s3
1− s3︸ ︷︷ ︸

S

= 1

P3 :
γ1
β1
· α2

γ2
· β2
α3︸ ︷︷ ︸

=T ·S

= 1

Avem, evident:

T = S = 1⇒ T · S = 1

T = T · S = 1⇒ S = 1

S = T · S = 1⇒ T = 1.
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Problema 4. Fie n ∈ N∗ s, i A ⊆ {1, 2, . . . , n} o mult,ime nevidă cu proprietatea că oricare ar fi x, y ∈ A avem
fie x+ y ∈ A, fie x+ y > n.

Să se arate că media aritmetică a numerelor din mult,imea A nu poate fi mai mică decât
n+ 1

2
.

Solut,ie. Fie x1 < x2 < . . . < xp s, irul ordonat crescător al elementelor lui A.

Demonstrăm că
xk + xp+1−k ≥ n+ 1, pentru orice k ∈ {1, 2, . . . , p} . (1)

Presupunem prin absurd că există k ∈ {1, 2, . . . , p} astfel ı̂ncât xk + xp+1−k ≤ n. De aici avem:

xp+1−k < x1 + xp+1−k︸ ︷︷ ︸
y1

< x2 + xp+1−k︸ ︷︷ ︸
y2

< . . . < xk + xp+1−k︸ ︷︷ ︸
yk

≤ n.

Conform proprietăt,ii din enunt,, rezultă că y1, y2, . . . , yk ∈ A. Se obt,in, astfel, k valori distincte din A mai mari
decât xp+1−k; ı̂nsă ı̂n A sunt doar k− 1 valori mai mari decât xp+1−k (contradict,ie), astfel că presupunerea făcută
este falsă.

Concluzia rezultă acum direct din (1), ı̂nsumând după toate valorile lui k.
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