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Argument 20

Asupra calculului primitivelor si integralelor unor
functii periodice

Dan Barbosu si Nicolae Musuroia

Abstract. The paper is structured methodically and its main target is to find
the solution to the antiderivatives on R of some periodics through a method which
differs from the on in [7].

The main results is used both when calculating some derivatives and limits of a se-
quence defined through on integral as compared to the ordinary calculating methods.

1. Introducere

Daca f : R — R este o functie primitivabila gi periodica nu rezulta ca
primitivele ei sunt periodice. De exemplu f : R — R, f(z) = 1 4 cosx este
periodica dar nici o primitivd a ei F': R — R, F(z) = z 4+ sinx + ¢, nu este
periodica. In [7] se demonstreaza urmétoarele rezultate.

Teorema 1.1. Orice primitiva a unei functii periodice se poate erprima ca
suma dintr-o functie periodica si o functie liniard.

Corolarul 1.2. Fie f : R — R o functie primitivabila, periodica de perioadd
T. Daca pentru o primitiva F a ei existd © € R asa incit F(x +T) = F(x),
atunci primitivele lui f sunt periodice.

Utilizand rezultatele de mai sus in [7] se propune un algoritm de calcul al
unei primitive pe R a unei functii periodice de perioada T > 0.

Folosind acest algoritm se demonstreaza, printre altele ca o primitiva pe R
a functiei f: R — R, f(z) = —1— este functia F': R — R

cos x+2
2z e {2k + )|k € Z};

\/g?
Flz)=4{ o (arctg c\g/g + k‘ﬂ') ,dacd x € k[e]Z ((2k — 1)mr, (2k + 1)7).

V3

Scopul principal al lucrarii este de a determina o primitiva pe R a functiei
f:R—=R,

1
= = 1.1
fl@) = (1.1)
unde |a| > 1 este dat, printr-o metodd diferitd de cea din [7]. Rezultatul
obtinut este aplicat in calculul integralei definite a functiei (1.1) pe intervale

ce contin puncte de forma x = (2k + 1)m, (k € Z) precum si la calculul unor
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limite de giruri definite prin integrald ce apar in lucrarile [2], [3], [4], [5], [6].
In ultima parte a lucrarii prezentam calculul unor integrale definite in care
intervine functia parte fractionara [1], [3].

2. Rezultatul principal si aplicatii

Demonstram urmatoarea

Teorema 2.1. Dacd a > 1, o primitivd pe R a functiei (1.1) este F : R — R,
definita prin

1 ( sin x )
F(r) = ——— | x — arct . 2.1
() a?—1 ga—l—\/aQ—l—l—cosx 21)

Demonstratie. Cum a > 1, functia (1.1) este primitivabild pe R. Notadm

= / _ e
a+cosx
Fiex € R\{(2k + 1)% | k € Z}. Cuschimbarea de variabild t = tg £, se obtine:

2 ( a—1 x)
[ = ——arctg | ———tg - |. 2.2
S octe | = 185 (2.2)

Transformam expresia (2.2) dupa care urmeaza

a—1

2 T T T
I = 7@2 = {arctg (tg 5) + arctg <7T2 = tg 5) — arctg (tg 5)} =

B 1 9 x a—1 ; m))}
_ﬁ T — arctg (tg§)—arctg ﬁ g§ .

Notand: a =tg 3, 8= a_l tg 5, are loc

Va?—-1
1 a—ﬁ}
= ——— |z — 2arct . 2.3
Z1l" angl—i-aﬁ (2.3)
Dar:
Va2 —1—-a+1
a—f= G—Htgf, (2.4)
a?—1 2

1+aﬁ:\/azf1(1+cosx)+(a71)(lfcosx). (25)

Va2 —1(1+ coszx)

Un calcul trigonometric elementar (dar nu foarte placut) conduce la egali-
tatea

a—p8 sin x
14aB a++vVa2—1+cosx
4

(2.6)
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Din relatia (2.3) si (2.6) se obtine

7 1 < 9 arct sinx )
= ——— |z —2arc .

a?—1 ga+\/a271+cosx

Deoarece a > 1, se poate defini F': R — R prin (2.1).

Evident F e derivabild pe R si F'(z) = f(x), (V)x € R, adicd F e o
primitiva pe R a lui f. |

Consecinta 2.1. Dacd a > 1, o primitiva pe R a functiei g : R — R, g(x) =
L__ este functia G : R — R, definitd prin

a+sinx
-1 ™ cos T
Gac:i(f—x—?arct ) 2.7
(z) a2 —1\2 ga+\/a271+sinx (2.7)
Demonstratie. Se aplica Teorema 2.1 pentru z := § — . |

Consecinta 2.2. Daci a < —1, o primitiva pe R a functiei h: R - R, h(z) =
—L__ este functia H : R — R, definité prin

a+sinx
1 <7T cosx )
H(x)=—-———— |- +2x—2arct . 2.8
@) a?—1\2 g—a+\/a2—1—sinx (2:8)
Demonstratie.
1 1 1
a+sinx —a —sinz —a + sin(—z)
Cu schimbarea de variabila x = —t, obtinem

1
It:/i,dx:
—a +sint

-1 (71' ¢ — 9 arct cost )
=—— | = —t—2arc ,
a2 —1\2 g—a+\/a2—1+sint

deci

I(x) 1 (7r n 9 arct coS T )
)= ———— |- +x—2arc .
a2 —1\2 g—a—l—\/a2—1—sinx
O
Consecinta 2.3. Daca a < —1, o primitiva pe R a functiei u : R — R,

u(x) = a_H:lOSI este functia U : R — R, definita prin
1 sinx
szi(ﬂ'—a:—2arct ) 2.9
(@) a?—1 g—a+\/a2—1—cosx (2.9)
Demonstratie.

Im:/#dx:/_;dx.
a+cosx a+sin (5 — )
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Cu schimarea de variabild § — xz = t, obtinem

1 .
a—+sint

. 1 (W—i—t 9 arct cost )
= —_— — — T s
a?—1\2 g—a+\/a2—1—sint

deci

I() 1 ( 9 arct sinx )
)= ——— |7 — 2 —2arc .
a?—1 g—a+\/a2—1—cosx

Exemplul 1. Calculati:
1
I, = / ——dx, z € [0, 27].
3+cosw

r # (2k 4+ 1)%, k € Z cu schimbarea de variabila

Metoda 1.

. 1—t
Din cosz = e

TFe? 2
tg & =t, pentru x € [0, 7r) obtinem:

1 1 t
I(t) = | =——dt = —=arctg — + C,
) / 2 +2 2
deci o primitiva F' pe intervalul [0, 7) este de forma
1 tg £
F(z)= —arctg —2 +¢, z€[0,7
(z) 75 et [0,7)
Analog
1 tg 5
F(z) = — arctg —= + ¢1, = € [, 27].

V2 V2

Atunci pe [0, 27], F este de forma:

\lfarctg f .t x € [0,m)
F(z) = C2 , =
f arctg - f +c, x€|m,2n].

Functia F fiind continua in z = m, obtinem:

\}iarctg f +e, x € [0,m)
F(:L‘): m"‘@ r =T

%arctg t\gg +5te e [, 27].
6
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Metoda 2. Folosind Teorema 2.1 pentru a = 3, obtinem primitiva

1 sinx
F 0,27 —HR,Fx:—(J:—arct —)
[ ] (z) 2\/5 g3+2\/§+cosx

Exemplul 2. Calculati:

3 1
o sin*z 4+ costx

Solutie.

3T 1
I:/ — dr =
o 1—2sin“zcos?x

3 1 127 1
[ e [ -
o S-+cosdx o 9S+cost

= 6/% 1 - 6[F(27) — F(0)] = 3mv/2.

3+ cost

unde F' este primitiva obtinuta in Exemplul 1.

27 1
o S-+sinz

Solutie. Folosind (2.7) obtinem c& o primitiva F' a funtiei f : [0,27] — R,
flz) = 73+Slmm este

Fla) -1 (77 9 arct Ccos T )
)= —— |- —2—2arctg ————— |,
22 \ 2 g3+2\/§+sinx

Exemplul 3. Calculati:

iar
™
I=F@2r)—F(0)=—.
V2
Exemplul 4. Calculati:

9

K3 1
I = dx.
/1' 3v2 +sinz + cosx

Solutie.
9

3

I—/T 1 dx—l/%ldt T
£ 3\/§+ﬁcos(xf§) V2 /)y 3+cost 2’

7
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Exemplul 5. Calculati:

2
1
I= d
/0 (24 cosx)(3 + cosx) v

Solutie.

27
1 1
TR (R R P
0 2+4+cosxr 3+cosx

2m

1 ( ; sinx )
— r —arctg ———
0 2\@ g2+ 2\/5—&- Ccos T

2

1 ( ; sin x )
= — |z—arc
\/g g2—|— \/§+cosx

0

:271'(%—2\1/5).

Exemplul 6. Determinati o primitiva a functiei

1
R—>R =
! » f@) —2+sinw
Solutie.
1 1
Igc:/i,dx:—/_idx.
—2+sinzx 2 + sin(—x)
Cu schimbarea de variabila x = —t, obtinem:
1 2n 1 (7‘(’ cost )
L= ————dt = — |- —t—2arctg ——— |,
K /2+smt V3 \2 g2+\/§+sint
deci
=L <E+x_2amt &)
’ V3 \2 & 243 —sinz/’

Exemplul 7. Calculati:

2
1
Jp———
o —2-+cosz

27 1 27 1
I:/ 7dac=/ — dx
o —2-+cosw 0o —2-+sin (5—30)

3m ™
T2 1 2 1
:—/ e — dt:/ s —— dt:_72ﬂ—.
= —2+sint _sx —2+sint V3

Prezentam iIn continuare aplicatii la calculul limitelor unor giruri definite
prin integrala.

Solutie.
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Aplicatia 1. [6] Calculati:
" 1
= lim —_—
n—oo Jg 3+ cosw

Solutie. Fie I(n) = fon 3Jrcﬁdac. Aplicand formula Leibniz-Newton i Teo-
rema 2.1 se obtine

sinn
I(n (n — 2arct —)
(n) g3—|—2\/§—|—cosn
de unde | = +o0.

Aplicatia 2. [4,5] Calculati:

.1 m 1
= lim — —dzr
n—oon Jo 24 cosz

Solutie. Daca I(n) = fon 2Jrcﬁdav, dupé Teorema 2.1 cu a = 2, rezulta

1
_72\/5

I(n) 1 ( arct sinn )
n)=—\n—ar _ .
\/§ g2+\/§+cosn

T 1 1
Deci I = nh_)rr;O =1(n) = 7
Aplicatia 3. [2,3,4,5] Calculati:

. " dx
n—oo Jo 1+ n*cos?x

Solutie. Fie I(n) = On anﬁ. Se obtine succesiv

" 1 " 2
I - —d = =
() /0 1+4n2. Ltes2e v /0 n? + 2+ n? cos 2x

1 [ dx

ﬁ 0 % + cos:c.
Aplicand Teorema 2.1 cu a = "iﬁz are loc
1 n2sin 2n
In:7{2n—2arct }
() VAan? +4 gn2+2+\/4n2—|—4+n2cos?n

Prin urmare [ = 1
Aplicatia 4. Fie a,b € R. Calculati:
b
1

lim —dx.
n—oo 3 + cosnx

9
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Solutie.
| 11
In= /a 3 —&—cosmcdx T /m 3+costdt B
1 @1 171 sinb
= [F(nb) — F(na)] {2\f ( — arctg TN Cosnb)
1 sin na
- 2—\/5 (na— arCth—i-Q\@—f—cosna)}
Atunci
lim I, = lim {b —a_ 1 arctg sinnb +
n—00 n—oo | 24/2 2V/2 3+ 2v/2 + cosnb
1 sin na
* m arctg 3+ 2v/2 + cosna
_b—a
=57
Observatii

(1) Aplicatia 1 are o solutie complet diferitd in [6].

(2) Aplicatia 3 este problema 4 propusé de profesor univ. dr. Mircea Ivan
la testul de selectie al echipei Universitatii Tehnice din Cluj-Napoca pentru
participarea la SEEMOUS 2016.

In [2] se prezintd o solutie complet diferitd a ei precum si urmaétoarea
generalizare: dacd f : [0,1] — R este continud, are loc egalitatea

G
lim
n—oo J, 1+ 7’7,2 0082 / f
(3) Se stie cd, daca f : R — R este o functie Contlnué si periodica de

perioadd T > 0 [6], atunci hm f f(nx)de = 222 fo x)dx, pentru orice

a,b € R. Am preferat sa calculam aceasta hmlta, in caz partlcular, utilizand
rezultatul (2.1) din aceastd lucrare.
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Asupra unor inegalitati ale lui Ion Ionescu

D.M. Batinetu-Giurgiu, Gheorghe Boroica si Nicolae Musuroia

Omagiu lui Ton Ionescu, unul dintre fondatorii Gazetei Matematice, in anul 1895

Abstract. This article aims at broadening the well-known inequalities
Tonescu—Weitzenbock and Nesbit. The main results can be found in Theorem 1 and
Theorem 2.

Inegalitatea
A+ 4+ >4V3- 8, (I-W)
valabila in orice triunghi ABC), a fost publicata de Ion Ionescu in anul 1897, de Roland
Weitzenbock in anul 1919 si in anul 1940 de D.V. Ionescu.
Inegalitatea
x y z
y+z z+x xT+Y

>3, nyzek; ()

a fost publicata de Nesbitt in anul 1903 si In anul 1926 de Ion Ionescu.

Scopul acestui articol este de a extinde aceste inegalitati. Rezultatele principale
sunt cuprinse in Teorema 1 si Teorema 2.

Pentru inceput enuntam cateva inegalitati si relatii cunoscute, la care vom apela

in cele ce urmeaza.

x + + z zZ+x
1. y+y + >6, Vz,y,z € RY.
z x Yy

2. Inegalitatea lui Bergstrom

unde 2 €R, ar >0,k =1,n.
3. Inegalitatea lui Mitrinovié¢
In orice triunghi ABC avem: p>3v3-r
4. Inegalitatea lui T. Doucet (1872)
In orice triunghi ABC are loc: 4R+7>p-+/3
5. Inegalitatea lui Tsintsifas
In orice triunghi ABC avem:

T : 2Py ?>03.8
1y+za+z+x +m+yC,f
Ty :—2 o Y_pt i 1 >85% Vux,y,z€eR}

: + c
Y+ z Z+T r+vy -

12
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6. Inegalitatea Batinetu-Giurgiu

y+2z o z4+x Jr-HJCz
z

a” + ” b’ + >8V3S, VYaz,y,z€cR}

x
7. In orice triunghi ABC' au loc
a®4+0* + & =2 —r* — 4Rr)
ab+bc+ ca =p° +r° + 4Rr
(G.M. vol. XLVIII (1942-1943), pag. 334)

Fie n € N*\{1,2}, z, e RY, k =1, n.
Notdm X,(2) =2t + 23+ + 25 Xn=Xp(1) =21+ 22+ + Tn.
Teorema 1. Dacd t, u € R, n € R*\{1,2}, zx,yx € RYL, k = 1,n, astfel tncdt
tXn >u- r<naé( Tk, atunct
1<k<n

n

2 2
Tk - Yk ]-(t'Yn )
—_ > - —-Y,.(2) ).
;tu}(n—u-a:k_u nt —u (2)

Demonstratie. Avem:
n 2 n
Tk - Yk - l ) ULk 2
ZtXn—u-:ck U ZtXn—u'xkyk
k=1 k=1
1 — t- X, — (tXn —uzg) o
u Z tXn — uTk Yk

k=1

n 2
n Bergstrom ¢ (];1 yk) Yn (2)

n 2
t Yk 1 2 =
=x,- —_Jr - > ZX — =
u " ZtXn—uxk uzyk - u o [
k=1 k=1 (tXn — uzxy)
k=1
1 Y;?
1 ( Yy —Yn(2))
u \t-n—u
Dacin =3,z > 0, yr > 0, k = 1,3 si t(x1 + 2 + x3) > u - max(x1,x2,x3),

avem
2

Tyt n T2y> r3y3
t(x1 +22 +23) —uz1  t(z1+ 22+ 23) —ure  t(T1 + T2+ 23) —UT3
S 1 {t(yl +y2 +y3)°
3t—u

Consecinta 1. daca n =3 si y1 = y2 = y3 = 1, obtinem:

> i)

u

T T2 T3 3
+ + >
t(xi+zotzs)—uxr  t(xitzetas)—ure  t(ri1+x2tws)— urs 3t—u

13
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Consecinta 2. Dacan =3, y1 =y2 =ys =1 si t = u = 1, obtinem:
X1 i) xrs3
+ +

T2 + X3 T+ x3 T+ X2

Consecinta 3. Dacan=3,z1 =z, y1 =y, 21 =2,y1 =a, y2 = b, ys =ccua,b,c
lungimile laturilor unui triunghi, si £ = v = 1, obtinem:
2

a2y Y g, # :r22(a+b+c)

Y+ z z4+x T4y 2

Doucet

=2p> —2(p® =1 —4Rr) =2r(AR+71) > 2r (p\/g) =238,

adica am obtinut prima inegalitate a lui Tsintsifas.

> 3 adicd (N-I)

_27

@+ 2

Observatie. Daca in inegalitatea lui Tsintsifas luam = = y = z, obtinem ca
a® +b°+c*>4V38S, adici inegalitatea (I- W)
Consecinta 4. (Generalizare a inegalitatii lui Tsintsifas) Dacd m,n € R4, m + n,

z,y,z € R, atunci in orice triunghi ABC are loc inegalitatea:

yx?(ma—i—nb)2 (mb+nc)® + me+na)® > 2(m +n)*V3S.

Y z
T o !
Demonstratie. Pentrun =3, z1 =, 22 =y, x3 = 2, y1 = ma + nb, y2 = mb+ nc,
ys = mc+na sit = u = 1, unde a, b, c reprezinta lungimile laturilor unui triunghi,
obtinem:

y—T—z (ma + nb)® + xL—&—z (mb + ne)* + JCL-Fy (me + na)® >
b+mb ?
< (ma+nb+mb+nc+me+na) ~[(ma +nb)? +(mb-+nc)? +(mc+na)2] _

- 2
2 2
= (m+n) (; tbto (m® 4+ n%)(a® + b + ¢*) — 2mn(ab + ac + be)
=2(m +n)’p® — 2(m* + n?)(p* — r* — 4Rr) — 2mn(p® + r° + 4Rr)

Mitrinovié

= 2mnp” + 2(m” +n® — mn)r(4R +r)

Doucet

> 2mnp - 3v3r 4+ 2(m® +n® —mn)r(4R+r) =
= 6vV3mnpr + 2(m* +n® — mn)rpV3
=2(m* +n* + 2mn)prv3 = 2(m +n)*V3 - S.
Observatie. Pentru m = 1, n = 0 sau m = 0, n = 1, obtinem prima inegalitate a
lui Tsintsifas.

Teorema 2. Dacd t,u,w,zr,yx € R}, VE=1,n,n>3, ve Ry, tX, >u glkai( Tr,
1<k<n

atunci
n

ZtXn—ua:k 2 tw + uv v2_

P vX, +wxy OF T wlnv+w) "

Yo (2).

14
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Demonstratie.

n

" tXy —uxk o u twX, —uwrg -
S B oty e
— vXn + wrk w — uwv Xy, + uwWrk

U — twX, + uwwX, — (WX, +uwek) -
w Zk:1 w X, + uwzy

n n

2 Bergstrém
u Yk U 2 e,
=2 P i) P >
w (tw + uv) Z u(vX, +twzk) w ;yk -

k=1

(-t w)X, (;i:l y’“)Q

: — ZYa(2) =
w Z (vXn + wak)
k=1
2
w nvX, +wX, w
S Ry Ty (o),
w(nv + w) w

Observatie. Pentrun =3, 5 >0, yx >0,k =1,3 cu

t(z1 + x2 + x3) > u - max(x1,x2,23)
obtinem:

e+ xataz)—uxs o tlwi+ ot a3)—uwe | t(w1+ w2+ x3)— uxs

v(@1+ ot ws)+ wrr O 0(@+ ot ws)+ wrz | V(w1 + T2t T3)+ was
tw + uv 2 u 2 2 2
TR (Y1 + 92 +ys)” — —(y1 + vz +y3).

Consecinta 1. Daca n =3, y1 = y2 = y3 = 1, atunci:

tx1+ oot as)—uxr | tH(xi+ 2ot a3)—uxe | tH(a1+ T2+ v3)— urs
v(r1+ z2+ w3)+wrr  v(zi+ x4 w3)+wre  v(T+ T2+ 23)+ wrs
> tw + uv 9_ ES

w(3v + w) w
Consecinta 2. Dacan=3,y1 =y =y3 =1, t =u=1=u = w, atunci:

T2 + T3 r1+ T3 r1 + T2 >§
2x1 + T2 +x3 w1 +222+3 w1+ x2+2w3 2

Consecinta 3. Dacan =3, z1 =, x2 =y, T3 = 2, y1 = a, y2 = b, y3 = ¢, unde

15
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a, b, c reprezinta lungimile laturilor unui triunghi, gi t = v =w =1, v = 0, obtinem:

y+2a2+1’+2b2+$+y622(
x Y z

a+b+c)? —(a®+b*+ )

=4p® —2(p> —r® —4Rr) = 2p* + 2° + 8Rr

Mitrinovié

=2p° +2r(r+4R) > 2p~3\/§r+2r(4R+r)

Doucet
=6V3pr+2r(4R+r) > 6V3S+2r-pV3
=6v3S5+2V35 =835,

deci am obtinut

y+2a2+$+2b2+9€+y
x Y z

adica inegalitatea Batinetu-Giurgiu.

> 835,

Consecinta 4. (Generalizarea inegalitatii Batinetu-Giurgiu) Dacd m,n € Ry, m+mn,
z,y, 2 € R, atunci in orice triunghi ABC avem:

yxj (ma+ nb)® + xTH (mb+ ne)® + Tty

(me+ na)® > 8(m+n)>Sv3.
Demonstratie. Luam in Teorema 2, n =3, z1 =z, y1 =y, 21 = 2, y1 = ma + nb,
y2 =mb+nc, y3s =mc+na,t =u=w =1, v =0, si obtinem:
Y+ z T+ z r+y
x z
> (m+n)’(a+b+c)® — (m®+n?)(a® + b + ) — mn(ab + ac + be)
= 4(m +n)’p® — 2(m* +n*)(p” — r* — 4Rr) — 2mn(p® +r° + 4Rr)

(ma + nb)® + (mb + nc)® + (mec + na)?

Mitrinovié

=2(m® 4+ n® + 3mn)p® + 2(m* + n®> — mn)r(4R + )

Doucet

> 2(m® 4+ n® 4 3mn)p - 3vV3r + 2(m* + n® — mn)r(4R+7r) >
> 2(m® +n® 4 3mn)pr - 3V3 4 2(m* + n® — mn)rpV3
= (68m> + 8n> + 16mn)SV3 = 8(m + n)>SV3.

Pentru m =0, n = 1 sau m = 1, n = 0, obtinem inegalitatea Batinetu-Giurgiu.
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Un exemplu de corp ordonat nearhimedean

Costel Chites si Daniela Chites

Abstract. Gandirea algoritmica este des utilizata de elevi. Axiomatica geome-
triei euclidiene (D. Hilbert, D. Birkhoff, etc) se studiazi optional. Este un bun prilej
de a construi teoreme, pe baza strict a axiomelor sau a teoremelor deja demonstrate.
La algebra, axiomatica lui Peano este amintita in treacat si, prilejuri de a construi
noi obiecte algebrice se afla in constructia inelului de polinoame peste un inel comu-
tativ dat, sau in constructia multimii numerelor complexe pe baza lui R. Din aceasta
perspectiva, autorii gi-au propus sa evidentieze importantia axiomaticii multimii nu-
merelor reale, cat si evidentierea unui corp ordonat care nu verificad proprietatea lui
Arhimede.

A) Generalitati
Structurile multimii numerelor reale sunt: 1) algebricé; 2) de ordine; 3) topologica.

Axiomele 1-13 evidentiaza proprietatile unui corp comutativ complet ordonat. Axi-
oma 13, fiind axioma lui Cantor (orice parte nevidd majoratd a lui R are margine
superioard) este o axiom4 puternicd in comparatie cu: «) proprietatea lui Arhimede;
B) principiul intervalelor inchise si incluse; ) orice gir Cauchy este convergent. Pentru
a justifica afirmatia, vom utiliza

Teorema 1. Fie K un corp ordonat. Atunci urmadatoarele afirmatii sunt echivalente:
a) K este complet ordonat;
b) (b1) K este arhimedean si (ba) orice gir descrescdator de intervale inchise de
lungimi tinzand la zero are intersectia nevidd;
¢) (c1) K este arhimedean si (c2) orice sir Cauchy din K este convergent.

Demonstratia se afli, de exemplu, in [2], pag. 24-30.

Vom demonstra implicatia: a) = b1)
Fie z,y € R, y > 0. Vom demonstra existenta unui n € N* pentru care z < ny.

Cazul x < 0 este banal, deoarece pentru n = 1 afirmatia este adevarata.

Cazul z > 0. Presupunem prin absurd contrariul, adicd nz <y, Vn € N*. Multimea
A = {nz|n € N*} este majoratd de y si conform axiomei lui Cantor (axioma 13),
existd sup(A) = a. Cum a — z nu este majorant al multimii A (deoarece o —z < «
si a este cel mai mic majorant al lui A), deducem cé existd p € N* astfel incat
a—x < pr<y,deunde a < (p+ 1)z, contradictie cu ipoteza. O

Remarca

1. ”Fiind date doua marimi de acelasi fel, neegale, existd un multiplu al celei
mai mici, care intrece pe cea mai mare” (x), [1], pag. 149-150.
Acest principiu, dat de Eudox (405-350 i.Hr.), a stat la baza ”metodei exhaustive”
utilizate sistematic de Arhimede, metoda care se afla la originile calculului integral.
Denumirea de ” Axiom3 a lui Arhimede” a fost dati de O. Stolz in 1883. In sistemul
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axiomatic al geometriei, dat de David Hilbert in anul 1899, axioma (*) face parte din
grupa axiomelor de continuitate.

Eudox din Cnid a fondat o importanta scoala de matematica, astronomie si filosofie.
Fiind apreciat de concetatenii sai, va fi numit ” endozos’, adica ilustrul.

2. Ne face placere s amintim, din lucrarea [18] pag. 50, urmitorul exemplu.
”Se poate goli un ocean folosind in mod repetat o pipeta”.
Pentru z = capacitatea pipetei, y = cantitatea de api a oceanului, existd n € N* a.i.
nr > y.

3. Constructii riguroase ale unui corp complet ordonat s-au realizat in secolul al
XIX-lea de citre: Georg Cantor (clase de siruri Cauchy de numere rationale), Karl
Weierstrass (cu ajutorul fractiilor zecimale), R. Dedekind (cu ajutorul taieturilor),
etc. Numerele fiind cunoscute din Antichitate, erau considerate, in special de greci, ca
fiind masuri de lungimi, de arii, de volume. Axiomatica multimii numerelor naturale
a fost datda de G. Peano in 1889, apoi Z si Q s-au construit algebric. Orice constructie
a lui R, bazata pe Q, se realizeaza prin analizd matematica. C se construieste algebric
din R.

Mai mult, intre orice doua corpuri complet ordonate exista un izomorfism crescator.
De aici rezulta ca oricare constructie a unui corp complet ordonat realizeaza doar o
alta ”copie” a lui R.

Axiome de ordine
Vom prezenta o metoda, echivalenta cu cea standard, prin care putem defini corpurile
ordonate.

Sa consideram (K, +,-) un corp comutativ (ce verifici axiomele 1-9).
K este corp ordonat, daca exista o parte P C K ce verificd axiomele urmatoare:

i) P+ P C P;ii) PXx P C P;1ii) pentru oricare x € P, exact una dintre afirmatii
este adevarata x € P, x =0, —z € P.
Elementele lui P se numesc pozitive. Dacad —z € P, x se numeste negativ.

Definitie. Simbolurile < si > (citite "mai mic” si ”mai mare”) se definesc astfel:
z < y daca si numai daca y —x € P;
x > y daca si numai dacad x —y € P.

Acestea sunt inegalitati stricte.

Definitie. Simbolurile < gi > (citite "mai mic sau egal” si ”"mai mare sau egal”) se
definesc astfel:

z < y daca i numai dacd x < y sau x = y;

z > y daca gi numai dacd x > y sau x = y.
Remarca. z < y i y > x sunt echivalente; z <y si y > x sunt echivalente.
Prin negarea lui < y (sau « < y) se obtin > y (sau z > y).
Vom nota K = R; Ry = PU{0}; R_ = (—P) U {0}.
Propozitia 1. Fie corpul ordonat R, cu relatia binard < definita prin: r <y daca
y—x € Ri. Relatia < introdusa este o relatie de ordine totald, compatibild cu
operatitle de adunare si de inmultire.
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Demonstratie. Fie x € R. Avem =z < z, deoarece z — z = 0 € R4, deci ”<” este
reflexiva.

Fiez,y e R,z <y, y <z;atunciy—z € Ry, x—y € Ry. Putem scriey—x € R,
—(y — z) € Ry si, conform 44i), deducem x =y, deci ”<” este antisimetrica.

Fie z,y,z € R, z < y, y < z; atunci y — z € R4+, z — y € Ry si, conform cu %),
deducem (y — z) + (2 — y) € R4, deoarece (z — z) € R4, adicd x < z, deci "<” este
tranzitiva.

Fie z,y € R. Cum y —z € PU(—=P)U {0}, PN (=P) = 0, atunci z < y sau
y <.

Fiez,y e R,z <ysiz€R;atunciy—z € Ry, (y+2) — (z+ 2) € Ry, adicd
r+z<y+=z.

Fie z,y € R, z < y i z > 0; atunci y — z, z € Ry gi conform cu 4:) deducem
z(y — ) € P sau zz < yz.

Deducem ca relatia ”<” este o relatie de ordine totald, care este compatibila cu
operatiile de adunare si de inmultire definite in corpul R (axiomele 10, 11, 12). g

Remarci. Corpul (Q, +, -, <) verificid axiomele 1-12, deci este un corp ordonat. Dar
@ nu este complet ordonat. Vom prezenta doud argumente in acest sens.

Argumentul 1. Dacd QQ este un corp complet ordonat, atunci conform Teoremei 1,
orice gir Cauchy din Q este convergent. S& consideram sirul (¢n)n>1 al aproximatiilor
prin lipsd ale lui v/2. Sirul de numere rationale (gn)n>1 este Cauchy, dar nu este

1
convergent. [Limita este v2 ¢ Q; Ve > 0 3k € N, ToF < &. Atunci Vn € N*

1
|gn+r — qr| < ToF < €]. Am ajuns la o contradictie.

Argumentul 2. Dacid Q este un corp complet ordonat, definim multimea A = {q €
Q+|¢® < 2}. Observim ci 1 € A, deci A # 0. Multimea A este majorats de 2 si
folosind ipoteza, rezulti ci exista sup A = a > 1. Din irationalitatea lui v/2, deducem
ci o < 2sau a? > 2.

2 —a?

2(a+1)2
contradictie, demonstrand cd a« +b € A (o« + b > « si «a era cel mai mic majorant).
2

2

Daca a® < 2, definim numarul rational pozitiv b = si vom ajunge la

2
Cum b(a +1)* =

<1, rezulta 0 < b < 5 < 1. Cum b este subunitar si

1
(a+1)
pozitiv, deducem b? < b. Atunci

(a+b)?=a’+2ab+b* <o’ +2ab+b<a’+2ab+b+a’b=
2—a® 2+4+a®  2+2
=’ fba+1) =a®+ 5 = J;a < ;r =2,

de unde av+ b € A, contradictie. Analog se ajunge la contradictie in cazul o > 2.

Printre numeroasele consecinte ale axiomelor 1-13, se afla si
Propozitia 2.
1>0
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Demonstratie. Fie z € R; atunci x > 0 ori z = 0, ori z < 0. Daca = > 0, conform
axiomei 12 de compatibilitate a relatiei de ordine fati de inmultire, > > 0. Daci
x = 0, atunci 22 = 0. Daci z < 0, prin adunare cu —z, conform axiomei 12, deducem
0 < —z de unde, prin inmultire cu —z, deducem 0 < (—ac)2 sau zZ > 0. Cum 1 # 0
(axioma, 6), deducem 1% > 0, deci 1 > 0.

B) Exemplu de corp ordonat care nu verifici proprietatea lui Arhimede

Considerdm corpul comutativ K = R(X) al fractiilor rationale.

Daca P, @ € R[X], P # 0, Q # 0, vom nota prin v(P, Q) catul coeficientilor dominanti
ai polinoamelor P gi Q. Dacd @ # 0, atunci v(0,Q) = 0.

Daca F € K, atunci v(P, Q) are aceeasi valoare pentru oricare reprezentant (P, Q) al
lui F', deci vom putea nota valoarea comuna cu ¢ (F).

Exemplu.

W(2X3+3X2+2X+3) _ (((2X+3)(X2+1))) :7< X% +1 ) ::13

6X*4+9X34+4X+6 2X 4+ 3)(3X3+2 3X3+2 3

sau

6 3

(2X2+3X2+2X+3) 2 1
T\6XT+9X7 +4X +6

Sesizam ca valoarea lui v nu se modifica prin scrierea fractiei sub forma ireductibila
(dup# simplificarea polinoamelor prin cel mai mare divizor comun al acestora).

Vom defini P = {F € K[¢)(F) > 0}. In cazul cand un reprezentant al lui F este (P, Q)
si coeficientii dominanti sunt simultan negativi, putem considera ca reprezentant pe
(=P, —Q), in care coeficientii sunt simultan pozitivi.

S8 aratdm ca P verificd 1), 4i), 4i7).

Fe F1,F>, € P, F1 #0, F» # 051 (P1,Q1), (P2, Q2) reprezentanti ce au coeficientii
dominanti pozitivi. Daca a1, az2,b1,b2 sunt coeficientii dominanti ai polinoamelor
P1,P2,Q1,Q2, vom avea a; > 0, a2 > 0, by > 0, b2 > 0 si F} + F> va avea ca
reprezentant cuplul (A, B) = (P1Q2 + P2Q1,Q1Q2).

Din inegalitatile a1b2 > 0, a2b; > 0, a1b2 + a2b; > 0, b1ba > 0, deducem Fy + F> € P
Cuplul (P1 P2, Q1Q2) este un reprezentant al lui Fy - F» si a1az > 0, bib2 > 0; deducem
Fi-F, € K (ii). Dacd Fi = 0sau F» =0, atunci Fy + F» = F; sau Fy si Fy - F> =0,
deci P+ PCP,PxPCP.

Observam ca —P = {F € K|¢(F) < 0}. Pentru oricare F € K avem (F) > 0
sau ¥(F) < 0, iar dacd ¢(F) < 0si ¢(F) > 0, atunci F = 0, deci K = PU (—P),
PN (—P)={0}. Astfel am demonstrat c& P induce in K un corp ordonat.

G=1; F>0,G >0, 1in corpul ordonat K.

n X-—-n

Pent i N* G-—nF=1—-—=——
entru oricare n € avem n X e

Consideram fractiile F' = X

, de unde obtinem
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(G —nF)=1>0, adici G —nF € P\{0}, deci nF < G. Rezultd K este un corp
ordonat nearhimedean.
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Rafinarea inegalitatii Hadwiger-Finsler

Marian Cucoanes si Marius Dragan

Abstract. The purpose of this article is to give a refinement of Hadwiger-Finsler
inequality, using the well-known Weitzenbock inequality.

Una dintre cele mai cunoscute inegalitati geometrice este inegalitatea Hadwiger-
Finsler, care spune ca in orice triunghi ABC are loc inegalitatea

A+ +E>4V354 (a—b) + (b—c)* + (c—a)’.

Scopul acestui articol este de a rafina aceasta inegalitate, precum si inegalitatea
Weitzenbdck, pornind de la o inegalitate algebrica aplicata in triunghiul determinat
de perpendicularele duse din varfurile triunghiului pe bisectoare.

Lema 1. In orice triunghi ABC' are loc inegalitatea
a? +0 4+ 3(a* +b* + )
45v3 T (a2 + b2+ 2)2

Solutie. Ridicand (1) la puterea a doua si folosind inegalitatea

165 =2) "a’b’ = > a*
() 22 (o) () 23] @

Notaim a? =z, b> =y, > =zsit= (sz) /(Z:a:)2
Inegalitatea (2) este echivalentd cu
(e) 227 () () - 230
o1>27 { Zf”:r {1 —2 qu
) (>

2
@1227152(1—%)@(15—%) (t+é> > 0.

obtinem

In continuare considerim triunghiul A;B;C1, unde C;B; este perpendiculara
dusa in A pe bisectoarea din A, C1 A1 perpendiculara dusa din B pe bisectoarea din
B si A1 B perpendiculara dusa in C' pe bisectoarea din C.

Avem
A

B1Cy = B1A+ ACy, = 4Rsin% Cosg +4Rsin§cos% = 4Rcos§,
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m(£A) = A=

]
(SIS

Daci S este orice A A1 B1Cq, atunci
b- C'sin A

~ A
S = 5 = 8RI cos 5= 2Rp.

Deci

o~

S =2Rp (4)
|

Teorema 1 (rafinarea teoremei Hadwiger-Finsler). In orice triunghi ABC are loc

inegalitatea
A
<Z cos* E)
Y a?>12vBS——— 5+ (a—b)’ (5)

(Seo)
> cos 3
Solutie. Aplicdm inegalitatea (1) in triunghiul A1 B1C: definit mai sus. Rezulta

i 3(54 +34+E4)

2.9 > — : (6)
48V/3 (62 + 12 +62)

Inlocuind (3) si (4) in (6) si tinand t de identitatil 2A_T2+4RT.

nlocuind (3) si (4) in (6) si tindnd cont de identitagile " cos 37 orr  ©

ZGQ (e b)? = 4(r® + 4Rr), rezults (5). 0

Teorema 2 (rafinarea inegalitdtii Weitzenbock). In orice triunghi ABC' are loc ine-
galitatea
a® +b%+c* _ 54R? — T8Rr + 21r°
> >1 (7)
4/38 (6Rr — 3r2)2

Solutie. Avem

a4+b4+c4 (a2+b2+62)2_2za2b2

(a2+b2—|—62)2 - (a2 1 b2 +02)2
) 2 [(Z ab)? — 2acha] ) 2 [(p2 + 72 +4Rr)? — 16Rrp2]
=1- (Z a2)2 - - 4(1)2 —r2 4R7")2
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Notim p?=t, r> + 4Rr= «, 16 Rr= (. Considerdm functia f : (0, +-00) =R,
(t+a)=pt (t+ o) (4o — B)
=l )=
f(t) 50— ) » f(@) 3= a)
ca functia f este crescdtoare pe (0, 400).
Deoarece t1 = pi = 16Rr — 512 < p? = t, rezultd f(t) > f(16Rr — 5r?) sau

> 0 deoarece 40— f3 = 472, Rezultd

a* + bt 4+ ¢ -1_ (16Rr — 572 + 12 + 4Rr)? — 16 Rr(16Rrr — 5r2)
(a2 +b%2+4¢2)2 — 2(16Rr — 512 — r2 — 4ARr)?
~ 18R* — 26Rr + Tr? 3
© (6Rr —3r2)? ®)

Din (1) si (8) rezulta (7). Membrul drept al inegalititii (7) este echivalent cu
54R® — 78Rr + 2172 > (6Rr — 3r?)?
sau (R —2r)(3R —r) > 0, adevarat. O
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Cateva proprietati interesante
ale numerelor complexe de acelasi modul

Dana Heuberger

Abstract. In this paper we will see some less known theorems concerning com-
plex numbers in Geometry, which allow us to find easier proofs, if we use the affixes
of some points of the unit circle.

Keywords: complex number, incircle, circumcircle, projection, collinearity, concu-
Irency.

1. Consideratii teoretice

In acest articol vom evidentia cateva proprietati interesante ale numerelor com-
plexe, care pot conduce la ugurarea considerabila a calculelor, in rezolvarea unor
probleme dificile. O alegere convenabila a axelor de coordonate este uneori suficienta
pentru ca o solutie sa devina mai simpla - vom vedea ca de multe ori, daca ne ra-
portam la afixele unor puncte aflate pe cercul trigonometric, calculele devin mai scurte
si solutiile mai elegante.

Vom lucra in planul complex, in care vom nota punctele cu litere mari, iar afixele
acestora cu literele mici corespunzatoare.

Vom considera cunoscute notiunile din programa scolara despre numerele complexe,
precum si pe cele din programa pentru olimpiada prezentate in [1].

Propozitia 1. Fie punctele A (a), B (b). Ecuatia dreptei ce trece prin punctul M (m)
si este perpendiculara pe dreapta AB este:

Z(B—E)+E(b—a):m(5—ﬁ)+m(b—a).

Demonstratie. Ecuatia acestei drepte este:
zZ—m zZ—m - _ - _
i <:>z(b—a)+z(b—a):m(b—a)+m(b—a).

Propozitia 2. Fie triunghiul oarecare ABC, O (0) centrul cercului squ circumscris,
H (h) ortocentrul, G (g) centrul squ de greutate si M wun punct oarecare din plan.
Avem:

_ lal?(b=0)+[b*(c—a)+|c|*(a—b)
a o= @(b—c)+b(c—a)+c(a—b)
b h— y‘a2(57b)+y‘\a\2(cfb)

) —
Z a(b—c)
)

h+20=3¢g=a+b+c.
—_— 2
d) AM este dreapta suport a bisectoarei lui BAC dacd si numai dacd % e R;.
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e) AN e dreapta suport a bisectoarei exterioare a lui BAC dacd $i numai dacd

(n—a)?
G-a)e—a) € R-.

Demonstratie. a) Inlocuind m = %% in Propozitia 1, deducem c# ecuatia

mediatoarei lui [AB] este: ’
z (E—E) +2Z(b—a)+la* - |b]* = 0.
Analog, ecuatia mediatoarei lui [AC] este:
z(@—a)+z(c—a)+a* = > =0.

Inmultind prima ecuatie cu (¢ —a) sipeceade-adouacu(b—a) siapoiscazandu-le,

obtinem concluzia.

b) Din Propozitia 1, deducem ecuatiile inaltimilor din A si din B ale triunghiului:
ha:z(c—b)+Z(c—b)=a(c—b)+a(c—b),
hg:z@—-¢)+zZ(a—c)=b@—2c)+bla—c).

Inmultind prima ecuatie cu (a — ¢) si pe cea de-a doua cu (b —c¢) si apoi adunandu-

le, obtinem concluzia.

c) Relatia este o transcriere a faptului cd O,G si H se afla pe dreapta lui Euler a

triunghiului ABC'.

d) AM este dreapta suport a bisectoarei lui BAC dac& si numai dacad

m—a

arg(’g:f):arg(;:;) & 22 e Ry & %ER+.

m—a

e) Fie D € AC astfel incat A € (CD).
Atunci existd k € Ry, astfel incdt d—a =k (a —c).

AN este dreapta suport a bisectoarei exterioara a lui BAC daca si numai daci
n—a)? (n—a)2

2
arg (z:z) = arg (%)@m € R+<:>—m € R+ <~ % eR_.
Observatie.
a) Daca O este originea planului, atunci din oricare dintre afirmatiile b) si ¢) rezulta
cda h=a+b+c
b) Daca punctul C este originea planului, atunci
. ab (E—E) N (Eb-l—ag) (a—10)

ab—ab ab —ab

Propozitia 3. Fie punctele A gi B pe cercul unitate, al carui centru este originea
reperului cartezian, si punctele C' si Z arbitrare.

a) Z€EAB & z+abz=a+b.

b) Z este pe tangenta in A la cerc < z+ a*Z = 2a.

¢) Z este pe dreapta care trece prin C si este perpendiculard pe AB < z—abz =
c — abe.

d) Z este pe dreapta care trece prin C si este perpendiculard pe tangenta in A la

cerc < z—a’z=c—d%
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Demonstratie.

a)ZcAB & "% cR e 22279 o b — 2a—ab= bz — az — ab.
b—a b—a b—a

inmult;ind egalitatea precedents cu ab si tinand cont ci aa = bb = 1, deducem:

(a—b)(z+abz—a—-b)=0%& z+abz=a+0b.

— Gz = az — |a]® & @z +az = 2 k&

b) =2 € iR & 2% = =8 & |gf°
& z4a’z = 2a.

c) =H eiR & = = %: & (B—E)Z—Bc—i-ac = (a—b)zZ — at + bc g
< (a—b)z—c(a—b)=ab(a—b)Z—abc(a—b) & z— abz = c— abe.

d) ZT%:E7<Z>CLZ*G,C—CLZ*0,C|<:>Z*G22707GQC
Propozitia 4. Fie punctele A, B,C si D pe cercul unitate, al carul centru este
originea reperului cartezian, si Z un punct arbitrar. Avem:

ol

Ip\

a) ;—:g = —ab.
b) Afizul proiectiei lui Z pe dreapta AB este m = m.
¢) Punctul de intersectie al coardelor AB gi CD are afizul p = W.
d) Afizul punctului de intersectie al tangentelor in A si B la cerc este q = %.
Demonstratie. a) =% = abla—b) _ %‘b) = —qab.

a—b aab—bba a
b) Fie M (m) =pras (2).
Deoarece M € AB, din Propozitia 3.a) rezulta:

m+abm=a+b (1.1)

Deoarece M este pe dreapta ce trece prin Z si e perpendiculard pe AB, din Propozitia
3.c) rezulta:
m — abm = z — abz (1.2)

Adunénd relatiile (1.1) si (1.2) rezults m = 2tbtz=abz
c) Fie {P} = ABNCD. Din Propozitia 1, a) deducem

p+cdp=c+d
p+abp=a+b
inmul‘gind prima relatie cu ab, pe cea de-a doua cu cd si scazandu-le, obtinem:
(ab—cd)p=ab(c+d)—cd(a+b).

d) Fie Q (q) punctul de intersectie al acestor tangente. Deoarece ) este pe tangenta
in A la cerc, din Propozitia 3.b) rezulta:

q+ azq = 2a
Deoarece @ este pe tangenta in B la cerc, din Propozitia 3.b) rezulta:
q + b%g = 2b.
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inmulgind prima relatie cu b2, pe cea de-a doua cu a? si scizandu-le, obtinem:

2ab
a+b

(bQ—aQ)qZQab(b—a) & q=

Propozitia 5. Daca cercul inscris in triunghiul ABC' este cercul unitate, iar centrul

acestuia este originea reperului cartezian, i punctele sale de intersectie cu laturile
BC,CA gi AB sunt P,Q, R, atunci:

_ 2qr _ 2rp — 2pq
a) C=G0 PT e 6T prg
b) o= 2pqr(p+q+1)
(p+a)(g+r)(r+p) *

¢ h= 2(p?a*>+4¢*r?+r2p? +par(p+q+r))
- (p+q)(g+r)(r+p) :

Demonstratie. a) Iese din Propozitia 4. d).
lal?(b=c)

0= Sat-o)
Sl -2y (e e
(q+7)@+7) \r+p pHtgq
_ 4qr C 2p°(r—gq)
=2 (q+7)(qqr +qr7) (r+p) P+ 9

3pgr p(r—q) 8pgr
= = P (r—q).
(p+q)(a+7)(r+p) Z a+r (92 (q+m2(r+p)? D

b) Din Propozitia 2. a), avem:

Deoarece Zp3 (r—q)={@+q+r Zp r —q), obtinem:

Wl (b— o) = 8pq7"(p+q+r .
Dl =) = o TR 2P T (1.3)

e N 2T 27 (r—q)
Za(b ) me (p+9q) (r+p)

4 2
= proaIeE) =9 (1.4)

Impéartind relatiile (1.3) si (1.4), rezultd concluzia.
c)Din h+20=a+b+¢, folosind punctele a) si b), obtinem concluzia.

Propozitia 6. Fie triunghiul ABC inscris in cercul unitate, al carui centru e originea
reperului cartezian.

a) Ezistd u,v,w € C astfel incit a = u?, b = v, ¢ = w? si astfel incit —uv,
—uw, —vw sunt afizele mijloacelor arcelor AB, AC si BC ale cercului unitate care
nu contin punctele C, B, respectiv A.

b) Cu notatiile precedente, centrul I al cercului inscris in triunghiul ABC are afizul
i = — (v + uw + vw).

Demonstratie. a) Fie M, N, P mijloacele arcelor BC, AC' si AB ale cercului unitate
care nu contin punctele A, B, respectiv C.
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Exista gi sunt unice u1,u2,v1,v2, w1, w2 € C astfel A
incat
Ww=ui=avi=0v3=0bw =wi=c N
Deoarece A BOM =A MOC, avem: 3+ = =, deci
m? = be = (vyw:)?, Yk, t € {1,2}.
Analog rezultd n? = (usw:)®, Vs,t € {1,2}. (o)
Alegem u € {ui,uz2}, v € {v1,v2}, w € {wr, w2}
astfel incat m = —vw gi n = —uw. B (o]
Fie N1 (uw), punctul diametral opus lui N.
Deoarece M(N10P> = A = M(MOB), rezulta N,
L= m o deci p= b= fue o gy, M

b) Deoarece {I} = AM N BN, din Propozitia 4. c) rezulta:

o am(b+n)—bn(a+m) — viow(?—uw)+ v2uw(u® —vw)

i= = = —(uwv+ vw+ vw).
am— bn —u2vw + viuw

2. Aplicatii

Aplicatia 1. Fie triunghiul ABC circumscris cercului trigonometric, de centru I.
Fie D, E, F punctele de intersectie ale cercului trigonometric cu laturile (BC), (AC)
si (AB), {M} = AINDE, {N} = BINEF, {P} =CINFD, {Q} = AInDF. Si
se arate ca:
a) IM-IN-IP=1.
b) Punctele I, E,C,Q sunt conciclice.
¢) BM=1IM-EC.

Dana Heuberger
Solutie. a) Avem ID =[FE =IF =1. Din Propozitia 4. d) rezulté:

2ef _2fd o 2de
e+f  f4+d T d+e
Avem: a@= 5 i relatiile analoage.

Deoarece M € DE, avem:

a =

m+dem =d+ e. (2.1)
A, I, M sunt coliniare, deci
m = m _ a m
—_— == <4 m=m-—- = —
a a a ef
Inlocuind in (2.1), rezulti:
dm (d+e)-f
— =d &= = 2.2
m + 7 +e m 157 (2.2)
Deoarece Q € DF', avem:
g+ fdg=f+d. (2.3)
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A,1,Q sunt coliniare, decig=¢- 2 = ZL.

Inlocuind in (2.3), rezulti:

_(d+f)-e
L T @4
Analog se arata ca:
_(e+f)-d
n= g (2.5)
_(f+d)-e
e (2.6)

Inmultind relatiile (2.2), (2.5), (2.6), de-
ducem:

mnp =def = IM-IN-IP =1.

b) Fie {S} = BINDF, {T} = CINDE.
Din (2.2) rezulta: m = tf i trecand la module, IM = %

S
. . _ . A _ IS _
Din (2.4), rezulta: ¢ = <, si trecand la module, IQ = 7 =

1
™"
Atunci, deoarece % = % si QIFE = FEIM, rezulta ca triunghiurile QI E si

EIM sunt asemenea, deci u (IQ/\E> =pu (@) = %, agadar punctele I, E,C, Q

sunt conciclice.
c) m= é;: . Z‘f}c = b—f, deci T =% & A BIM ~A CIE, agadar
IM-EC

Aplicatia 2. Fie triunghiul ABC gi T punctul de intersectie al tangentelor din B si
C' la cercul circumscris acestuia. Fie M mijlocul lui [BC] i N punctul de intersectie
dintre (AT si cerc. Sd se arate cd BM? = MN - AM.

Dana Heuberger

A

Solutie. Consideram ca cercul circum-
scris triunghiului ABC' este cercul trigono-
metric.

Din Propozitia 4. d) obtinem:

__ 2bc . 2
t= 7%, deci = 4.
Din Propozitia 3. a) rezulta:
by a—t
t+ant=a+n & n=——.
at —1
Inlocuind, obtinem: n = %'
i Cme=n_ bte (=0
Apoi, n—m=n 5 = ooty
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Trecand la module, obtinem:

BC?
MN = ——
4AM’
de unde rezulta concluzia.

Aplicatia 3. Fie patrulaterul ABCD inscris in C (O,1), astfel tncat
4 (A0B) + 4 (GOD) %

Fie M si P proiectiile punctelor A si C pe BD, iar N si Q proiectiile punctelor B gi
D pe AC.
Aratati ca MNPQ este un paralelogram daca $i numai daca ABCD este un drep-
tunghi.

Dana Heuberger

Solutie. ”"<«<=" Evident. Mai mult, M N PQ este chiar dreptunghi.

”=" Alegem reperul cu originea in O, si astfel incat:

a=costy +1-sint;, b=-costz +1¢-sints, c =costs + i -sints, d = costy + ¢ - sinty,
cu 0<t <tz <ts<2m. Aratam ca ac+ bd # 0.

Presupunem ca ac+bd =0. Rezulta:

cos (t1 +t3) + cos (t2 + ta) + ¢ (sin (t1 +t3) +sin (t2 +14)) =0 &

& 2cos

t tg —t1 —t t t t t t t t t
2+ 421 3(cosl+ 242r3+ 4+ivsin1+ 2J2r34r4):0<:>

—

& cos PHUZUZ = 0 & (t—t1) + (t1 — ts) = 7 & p(AOB) + 4 (COD) =,
contradictie. Asadar ac + bd # 0.

Din Propozitia 4. b) obtinem:

o b+d+a—bda a+b+d bd

2 2 " 2a’

_b+c+dfbcﬁ_b+c+d7@
p= 2 T2 2%’

a—|—b—|—c—ac§_ a+b+c_%
2 h 2 20’

a—l—c—l—d—acaia—i—c—&—d ac

2 2 2d’

D =g < a+b+d7%+b+c+di%_a—i—b—ﬁ—ciEJra—&—c—i—diE
p=mnraq 2 2 2 2% 2 % 2 2
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Rezulta:
m+p =n+q < 7(b+d)§‘;c+bd) =
(a+c)(ac+bd) )

Deoarece ac +bd # 0, deducem: %5 =
“e o ab(c—d) =cd(b—a).

Obtinem [[a]| - [[b]| - C'D = |[c]| - [|d]| - AB,
deci AB =CD.

Analog, %t = &t & pe(a—d) =
ad(b—c), deci AD = BC.

In concluzie, ABCD este un paralelogram
inscriptibil, adicd ABCD este un drep-
tunghi.

Aplicatia 4. Fie H ortocentrul triunghiului ABC si punctele D, E, F pe cercul sdu
circumscris, astfel incat AD || BE || CF. Notam cu S,T si U simetricele punctelor
D,FE gi F fata de dreptele BC,CA gi AB. Sa se arate ca punctele S, T,U si H sunt
conciclice.

([2], problema 4, pag. 7)

Solutie. Alegem centrul O al cercului circumscris triunghiului ABC' drept origine a
sistemului de axe de coordonate. Atunci, h =a+b+c.

AD|BE & =t =2 & =0 = 5 - 25 & be =ad.

Analog, AD ||CF < ad=cf.

Fie M (m) proiectia lui D pe BC.

Din Propozitia 4. b) rezulta m = W.
Deoarece s =2m —d, obtinem T ‘:;I:\
s=b+c—bcd. N

Analog obtinem:
t=a+c—ace
u=a+b— abf.

U,H,S, T sunt conciclice dacid si numai

dack u—h t—s
aca a = . €
t—h u-—s
Avem
_ o ab b
poTeTF acbol

—b— & — ¢ — ab | b’
eacf+d

(ab+cf) (ae —be)  (ab+ad)(ae—ad) (b+d)(e—d)

- (ac +be) (af — fc) ~ (ac+ad) (af —ad)  (c+d)(f —d)
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1 101 1
e el A b+d d—e cd df cf
— b T d e d .
— . - . . . - — = d R.
[} %_’_% %_'_% bd de e d d—f « be «, ecl1 « €
Asadar punctele U, H, S, T sunt conciclice.

Bibliografie

[1] Musuroia, N. (coord.), Boroica, Gh., Pop, V., Heuberger, Dana (coord.), Bojor, F.,
Matematica de excelentd pentru concursuri, olimpiade si centre de excelentd,
Clasa a X-a, Ed. Paralela 45, Pitesti, 2013, 146-178

[2] https://www.scribd.com/document/295267839/TJUSAMO-2013-2014-Complex-
Numbers-in-Geometry

[3] https://www.yisun.io/teaching.html

Profesoara, Colegiul National ”Gheorghe Sincai”, Baia Mare

34



Argument 20
Configuratii monocolore in probleme de colorare

Vasile Pop

Abstract. This paper has tackled some approachable problems which refer to
one coloured segments and triangles.

1. Introducere

Prin frumusetea si dificultatea lor, problemele de colorare au incitat de-a lungul
vremurilor numerosi matematicieni celebri ale caror rezultate au deschis drumuri noi
in domeniul combinatoricii, geometriei combinatorice sau teoria numerelor. Dintre
cei mai cunoscuti matematicieni care au avut rezultate deosebite in acest domeniu,
multe din ele fiind relativ recente, amintim pe Paul Erdés, Van der Waerden, Issai
Schur, Tibor Gallai, Alexander Soifer, Hugo Hadwiger, Victor Klee, Markus Gardner,
Nicolas de Bruijn, George Szekeres, Vadim Vizing, Edward Nelson.

Mi-am propus in aceasta lucrare sa abordez cateva tipuri de probleme accesibile,
cu solutii deosebit de ingenioase, probleme care se adreseaza in primul rand elevilor
cu calitati exceptionale, pe care ii atrag problemele ce nu pot fi incadrate in stasuri.

Am grupat problemele pe doua idei: segmente monocolore gi triunghiuri mono-
colore.

2. Segmente monocolore

Problema generala este urmatoarea: daca se coloreaza in mod arbitrar, folosind
k culori, sa se precizeze daca pentru orice colorare exista un segment de lungime data,
cu capetele de aceeasi culoare.

Se defineste numaérul cromatic al planului notat cu X: numarul minim de culori
cu care trebuie colorat planul, astfel ca orice segment de lungime 1 sa aiba capetele
de culori diferite.

Observatie. Numarul X — 1 este cel mai mare numar de culori cu care oricum am
colora planul, existd un segment de lungime 1 cu capetele de aceeasi culoare (segment
monocolor).

Problema 1. Pentru orice colorare a planului, cu doué culori, exista doud puncte
de aceeasi culoare intre care distanta este 1 (sau orice altd distanta).

Solutie. Consideram in plan un triunghi echilateral ABC de laturd 1. Cel putin
doua varfuri au aceeasi culoare si se afla la distanta 1 unul de altul. g

Observatie. Problema 1 afirma ca numarul cromatic al planului este cel putin 3.

Problema 2. Pentru orice colorare a planului cu doud culori (se folosesc ambele),
exista segment de orice lungime cu capetele de culori diferite.
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Solutie. Fie d lungimea doritad. Mai intai vom arata ca existd in plan doud puncte
A, B de culori diferite aflate la distantd mai mare ca d: daca A este rosgu, si prin
absurd toate punctele aflate la distanta mai mare ca d sunt tot rosii, raméane ca toate
punctele negre sunt in interiorul cercului de centru A gi raza d. Existd puncte rosii
(in afara cercului) oricat de departe de centru, pentru care distanta la punctele negre
din cerc este oricat de mare.

Fie acum A rosu si B negru cu d(A, B) > d. Pe cercul cu centrul A si raza d
toate punctele sunt rosii (dacd nu am terminat). Cercul taie AB in C situat intre A
si B, iar C este si el rogu. Ducem apoi cercul cu centrul C si raza d care taie AB in
D intre C si B.

Punctele segmentului C'D sunt toate rosgii (fiecare punct M € C'D are un punct
N pe cercul C(A,d0 cu MN = d). Continuand in acest mod, dupd un numar finit de
cercuri ajungem pe un segment de culoare rosie care contine pe B. Contradictie cu
alegerea lui B (negru). O

Problema 3. Pentru orice colorare a planului cu trei culori, exista un segment cu
capetele de aceeasi culoare aflate la distanta 1 (sau orice distantd doritd).

Solutie. (Hugo Hadwiger, 1961) Consideram doud triunghiuri echilaterale de latura
1, DAB si C'AB, lipite dupa latura AB.

Daca punctele A, B sunt de culori diferite, A rogu si B galben, atunci punctele
C si D sunt albastre (in caz c& unul din ele este rosu sau galben s-a terminat).
Cu o constructie asemdndtoare putem presupune ci, orice doud puncte (ca C si
D) aflate la distanti /3, sunt de aceeasi culoare. Form#m un triunghi cu laturile
MN = MP =+/35i NP =1. De aceea M, N si M, P au aceeasi culoare, rezulti ci
N si P au aceeagi culoare gi distanta intre ele este 1. g

Observatie. Alte solutii ingenioase, total diferite au fost date de William Moser
(1961) in Mathematical Monthly si Solomon Golamb (1991).

e Problema spune cd numarul cromatic al planului este cel putin 5.

e Pentru colorarea planului cu patru culori avem una din urmatoarele intrebari:

a) Orice colorare cu patru culori contine doud puncte de aceeasi culoare aflate la
distanta 17

b) Existd o colorare cu patru culori astfel ca orice segment de lungime 1 sa aiba
capetele de culori diferite?

Raspunsul la cele doud intrebari nu este cunoscut. Avem deocamdata o margine
inferioarda X’ > 5 gi vom cduta o margine superioara. O

Problema 4. Existd o colorare a planului cu noua culori, astfel incat orice segment
de lungime 1 sa aiba capetele de culori diferite (X < 9).

1
Solutie. Consideram in plan o retea de patrate de latura L = 7 coloram un patrat

de laturd 3L (ca in figura 1) si translatdm acest patrat in tot planul. Distanta intre

doua puncte de aceeasi culoare este sau < 7 < 1lsau > —>1.

V3
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1 2 3

5 6

7 8 9
Figura 1

Problema 5. Exista o colorare a planului cu sapte culori, astfel incat orice segment
de lungime 1 sa aiba capetele de culori diferite?

Solutie. (Laszlo Szekely, 1982) Partitiondm planul in pétrate de laturd L cu pro-

3 2 1
prietatea v/2 - L < 1 si §L >1& 3 <L < E pe care le coloram (ca in figura 2),

benzile de latime 3 se repeta. |

1]2]3la]s]e]|7]|1]2]3]a]5|6]
[sl7[a]2]s]e]s [s[7]2]2]5]¢]
[s[4]s]6lr]a]2]s]a]5][6]7]a]

Figura 2

Observatie. O alta solutie pentru problema 5 este cu partitia planului in hexagoane
congruente, grupate cate sapte in jurul unuia si colorarea lor cu cele gapte culori (data
de H. Hadwiger).

e problema 5 spune ca numarul cromatic al planului este X < 7.

e Ramane necunoscut numarul cromatic al planului si el apartine multimii
{4,5,6,7}. Cei mai multi matematicieni care s-au ocupat de aceastd problema ac-
cepta conjectura X = 7, adica orice colorare cu 6 culori are doud puncte de aceeasi
culoare la distanta 1. |

3. Triunghiuri monocolore

Vom considera doar colorari ale planului cu doua culori gi urmarim daca pentru un
triunghi 7" dat, existd in plan un triunghi cu varfurile de aceeasi culoare (monocolor)
congruent cu 7.

Problema 6. Pentru orice colorare a planului cu doua culori, exista un triunghi
dreptunghic cu vérfurile de aceeasi culoare si cu laturile 1, /3 si 2.

Solutie. Conform Problemei 1, alegem doua puncte A si B la fel colorate aflate la
distantd 2. Ducem cercul de diametru AB si construim hexagonul regulat inscris in
cerc ABCDEF.

Daca unul din punctele C, D, E, F' au aceeasi culoare cu A si B am terminat. Daca
nu, se formeazs triunghiul DCE de cealalti culoare si laturi DC = 1, DE = /3 &i
CE =2. d

O generalizare a problemei 6 este
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Problema 7. Pentru orice colorare cu doua culori a planului, exista un triunghi drep-
tunghic inscris intr-un cerc de raza 1 in care unghiurile sunt in raportul unghiurilor
ascutite care este:

a) 2n;
n+1
b) .
n

Solutie. Alegem doud puncte A si B de aceeasi culoare (C1) aflate la distantd 2 si
ducem cercul de diametru AB, in care inscriem un poligon regulat cu 4n + 2 varfuri
Ay — A, Aopyo = B.

a) Triunghiurile A1 A2 Asnt2, A1Aont1Aony2, A1Aant2Aonto, st A1AsnysAonto

au raportul unghiurilor ascutite 2n, deci daca unul din punctele A2, Aapy2, Ao2nyti,
Agpns ar fi de culoarea C7, am terminat.
Ramane cazul in care toate aceste puncte au culoarea C. Aplicand acelasi rationament
pentru diametrul A4y,42A2,+1, obtinem ca punctele As, Az, Aonta §i Aang1 au din
nou culoarea C;. Rezulta ca varfurile simetrice fata de diametrul perpendicular pe
AB sunt la fel de colorate, iar pe arcul din primul cadran varfurile sunt colorate alter-
nativ cu C1 si C2. Ajungem ca punctele A, 11, Ant2, Asnt2, Asnts au aceeagi culoare
si triunghiul A, 41 An+2Asn+2 este dreptunghic si raportul unghiurilor ascutite este
2n.

b) Triunghiurile AlAn+1A2n+2, AlAn+2A2n+2, A1A3nA2n+2, A1A3n+2A2n+2 au

raportul unghiurilor ascutite si atunci, daca unul din varfurile A,4+1, Anto,

Asnt1, Asntz2 sunt de culoarea C, am terminat.

Ramaéane ca varfurile A,+1, Ant2, Asnt1, Asnte au culoarea Cs si, aplicind acelasi
rationament pornind de la diametrul A,4+1Asny2 si ApngoAsnts, rezultd cd Aspyo,
Aont1, Az, Agnts sunt de culoarea Cy. Apoi A,, Apts, Asnt1, Asnt+a sunt de cu-
loarea C>. Repetand rationamentul, ajungem la contradictie: punctele A;, Aa, As, ...
au culoarea C; si punctele A,4+1, Ay, An_1,... au culoarea Cs. a

Problema 8. Exista o colorare a planului cu doué culori astfel ca niciun triunghi
echilateral delaturd 1 sa nu aiba varfurile de aceeasi culoare.

3
Solutie. Partitionam planul in benzi orizontale de latime - pe care le coloram

alternativ cu C si Cb.

3
Un triunghi echilateral cu varfurile intr-o singurd banda are inaltimea < N deci

latura < 1. Singura pozitie In care latura 1 este cea in care doua varfuri sunt pe o
margine a benzii gi celalalt pe cealaltda margine, dar cele doua margini nu au aceeasi
culoare. 0

Problema 9. Pentru orice colorare a planului cu doua culori exista un triunghi cu
varfurile de aceeasi culoare si latura de lungime 1 sau v/3, sau 2.

Solutie. Fie A1, A; la fel colorate (C1) la distantd 1. Construim triunghiurile echi-
laterale A1A2B1, A1A2Bsy. Daci unul este de culoarea (C1), am format triunghiul
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echilateral de latura 1. Fie Bp, B2 de culoarea (C3). Considerdm triunghiul echi-
lateral By1B2Bs (in care A € A1Bs si A1As = A3Bs). Daca Bs are culoarea (Cs)
am obtinut triunghiul B; B2 B3 echilateral de latura \@ Fie B3 de culoarea (C1) si
construim triunghiurile echilaterale A2 B3C; si A1BsC2. Daca C; este de culoarea
(C1), s-a format triunghiul A2 BsC4 de culoarea (C4), dacd C> este de culoarea (C1),
s-a format triunghiul A1 B3C> de culoarea (C1) si de laturd 2. Dacd C si Cs sunt de
culoarea (C2), s-a format triunghiul BoC1C5 de culoarea (C2) si latura 1.

Problema 10. Se coloreaza punctele planului cu doua culori. Sa se arate ca exista un
triunghi echilateral de latur 1 sau de laturs /3 cu toate varfurile de aceeasi culoare.

Solutie. Fie A un punct in plan si C(A4, 1) cercul de raza 1 si centru A. Daci orice
punct de pe cerc are aceeasi culoare cu A, luam pe cerc B si C astfel ca BC' =1 si
s-a format triunghiul monocolor ABC' de latura 1.

Presupunem in continuare ca avem doud puncte A si B de culori diferite si AB = 1.
Consideram cercurile de centre A si B si raza 2 si fie C' unul dintre punctele de
intersectie al lor. Avem CA = CB = 2 gi C are culoarea diferitd de A sau de B. Am
gasit doua puncte in plan de culori diferite, intre care distanta este 2.

Punctul F, mijlocul lui AC, are aceeagi culoare cu A sau C. Sa presupunem ca C' si
F au culoarea (C1) si A culoarea (C2). Consideram triunghiurile echilaterale CFG
si CFH. Daci G sau H au culoarea (C1), am terminat cu un triunghi echilateral
monocolor de latura 1, daci ele sunt de culoarea (C2) am terminat cu un triunghi de
latursd /3. O

O proprietate interesanta, din care se poate deduce problema 10, a fost data de
Al Soifer:

Problema 11. Pentru orice colorare a planului cu doua culori si pentru orice triunghi
dat T, exista in plan un triunghi monocolor congruent cu 7" sau un triunghi monocolor
cu laturile egale cu dublul medianelor triunghiului 7'.

Solutie. Fie a,b, ¢ lungimile laturilor triunghiului 7. Alegem in plan doua puncte A
si F de aceeasi culoare la distanta AE = 2b.
Construim triunghiurile ABC cu AB =c¢ si BC =a i ADC cu AD =a si DC = c.
Punctul C are aceeasi culoare cu A sau cu E si presupunem ca A si C' au aceeasi
culoare (C1). Dacd B sau D au aceastd culoare, am terminat. Dacd nu, atunci
triunghiul BDE are varfurile de culoarea (C2) si laturile BD = 2my,, DE = 2m,,
BE =2, BE =2m.. d
Una dintre cele mai frumoase probleme pe care le-am intalnit vreodata, cu o
solutie absolut iesita din orice norme, este urmatoarea:
Problema 11. Se considera o colorare a planului cu doua culori.
Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
a) Existd in plan un triunghi monocolor cu laturile de lungimi a, b, c.
b) Existd in plan un triunghi echilateral, monocolor cu latura a sau b sau c.

Solutie. Consideram paralelogramul HBDF cu laturile HB = DF = a, FH =
DB = b gi construim pe laturi triunghiurile echilaterale HAB, FDE, BDC si HFG.
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In figura apar in plus triunghiurile echilaterale AGD si EC H congruente, de laturi c.
Mai avem gase triunghiuri congruente intre ele de laturi a,b,c: HBC, ABD, CDE,
EFH, DFG, AHG.

Demonstram b) = a). Dacéi triunghiul echilateral AH B are varfurile de culoarea
(C1) sl urmérim si evitdm formarea triunghiurilor monocolore de laturi a, b, ¢, avem
succesiv colorarile D € (C2), G € (C2), F € (C41), E € (C2). Dacd C € (C2) avem
triunghiul DEC, iar daca C € (C1) avem triunghiul HBC.

Demonstram a) = b). Dacd A, H, G sunt de culoarea (C1) si evitdm triunghiuri
echilaterale monocolore, avem succesiv colordrile: B € (Cs), F € (C2), D € (Cb),
C € (Ch), E € (C1), H € (C2) si atunci triunghiul GHF este echilateral cu varfuri
in (Cb). O

O consecinta imediata a problemelor 10 si 11 este

Problema 12. (Laszlo Havasz, 1979) S& se arate cé, pentru orice colorare a planului
cu doua culori, exista trei puncte de aceeagi culoare care sunt varfurile unui triunghi
de laturi v/2, V6 si 7.
Solutie. Conform problemei 10, existd in plan un triunghi monocolor de laturs /2
sau unul de latura \/6(\/5 . \/ﬁ) Conform problemei 11, exista un triunghi monocolor
de laturi v/2 sau v/6 sau 7 (in loc de 7 se poate lua orice numair a, astfel ca v/2,v/6
si a s3 fie laturi de triunghi).
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Some applications of Cocea’s Inequality

Daniel Sitaru si Claudia Nanuti

Abstract. In this paper are developed a some applications of a 1993’s inequality
of Romanian mathematician C. Cocea.

Cocea’s inequality
Let P be a point in (ABC), where A, B,C are non-collinear. If PA = z; PB = y;
PC = z then:

ayz + bxz + cxy > abe )
Proof. If P is the origin of the system of rectangular axis let denote by a,b,c the
affixes of A, B respectively C.
A(a); B(b); C(c); a, b, c with a, b, ¢ pairwise distinct.

ab be ca

===y Te-ve—0 T t-ap—0l =
ab ’+ be _’_‘ ca o
“l(c—a)(c—0) (a—0b)(a—rc) (b—a)(b—rc)
__ lal- ] 6] - <] lc| - la]
lc—al-|lc=b] |a=0b]-la—¢c] |b—a|]-|b—¢]|

[b—c|-[b] - [c[ +]a—c|-lal - || + |a—b] - |a] - [b] = [b—c| - |[c —a| - |a — b]
ayz + brz + cxy > abe

Application 1. In AABC, the following relationship holds:
R > 2r (Euler’s inequality)
Solution. Let P = O (circumcentre) in (x)
PA=PB=PC=xz=y=2z=R
a-R-R+b-R-R+c-R-R>abc
R*(a+b+c) > 4RS
R-2s> 4S5 = 2sR > 4rs= R > 2r

Application 2. In AABC the following relationship holds:
4(ampme + bmema + cmamy) > 9abe
Solution. Let P = G (centroid) in (x)
2 2 2
PA— gma,PB— gmc,PC— gma
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CINE TR S S TN S
a-gmy - gme 3Me * 3Ma + ¢ gma - gmy > abe
4(ampme + bmema + emamy) > 9abe

Application 3. In AABC, the following relationship holds:
sin B sin C' > 2s
r

sin A
sin B qin € vin € qin &4 in A qin B
singsing  singsing  sin § sin 3
Solution. Let P = I (incentre) in (x)
r r r
PA= —FPB= —5;PC= —
sin 4 sin 5 sin 4
r r r r r r
a- . . . +c- > abc
. B . C . C LA A .. B =
sin 5 sin % sinz  sin§ sin§  sin 5
a n b n c abc
B .. C - C i A A B = 2
sing sing  singsing  sin §sin 3 T
2Rsin A 2Rsin B 2RsinC 4Rrs
- B .. C - C o A A . B = 2
sing sing  singsing  sin §sin 5 T
sin A sin B sin C' S 4Rs 2s
. B ._C . C . A . A . B = R -
sinZsing  singsing  singsing — r-2R T
Application 4. In AABC, the following relationship holds:
. . . rs
sin A cos B cos C| + sin B| cos C cos A| + sin C| cos A cos B| > BY2]

Solution. Let P = H (orthocentre) in (x)
PA =2R|cos A|; PB = 2R| cos B|; PC = 2R| cos C|
a-2R|cos B|2R|cos C| + b - 2R| cos C|2R)| cos A| + ¢ - 2R| cos A|2R| cos B| > abc
abc

a| cos B cos C| + b| cos C cos A| + ¢| cos Acos B| > i
4Rrs _ s

2R sin A| cos B cos C| 4+ 2R sin B| cos C cos A|+ 2R sin C| cos A cos B| > 1R
s

sin A - | cos B cos C| + sin B| cos C cos A| + sin C| cos A cos B| > 5R?

Application 5. In AABC the following relationship holds
Z a\/((b —¢)24+4r?)((c — a)? + 4r2) > abe

cyc(a,b,c)
Solution. Let P = N (Nagel’s point) in (*)
PA=/(b—¢)?+4r%; PB = +/(c—a)? 4+ 4r?; PC = \/(a — b)% 4+ 4r2
> a-PB-PC>abe

cyc(a,b,c)
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Z a\/((b —0)2+4r2)((c — a)? 4+ 4r?) > abc
cyc(a,b,c)
Application 6. In AABC, the following relationship holds:

2 2 2\2
b
a’mpme + b2mema + Emame > 7((1 b+ )

4
Solution. Let P = K (Lemoine’s point) in (*)
PA— 2bemg ) _ 2camp _ 2abme.
T a2 42+ T a2 4 b2+ T a2+
2camy 2abme.
(z:b >(a. a2+ +c2 a2+b2+c2) = abe
cyc(a,b,c

2
a*myme
4abc Z m Z abe
cyc(a,b,c)
(a2 + b2 +02)2
4
In all the applications, the equality holds iff @ = b = ¢ (equilateral triangle)

2 2 2
a“mpyme + b"mema + c"mame >
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Tabara Judeteana de Excelenta in Matematica
Targu Lapus, Maramures
1 — 7 septembrie 2018

In perioada 1-7 septembrie 2017 s-a desfagurat la Targu Lapus, Tabara Judeteana
de Excelentd in Matematica.

Au participat elevi de gimnaziu si liceu, care s-au clasat pe primele locuri la Olimpiada
judeteana de matematica.

Profesorii care au insotit grupul si au tinut lectii in tabara au fost: Gheor-
ghe Boroica - directorul taberei, Florin Bojor, Dana Heuberger, Cristian Heuberger,
Daniel Horge, Nicolae Musuroia (C.N. ”Gheorghe Sincai”), Vasile Ienutas
(Sc.gim. ”Nicolae Iorga”), Vasile Giurgi (C.N. ”Dragos Voda”), Teodor Lege, Mariana
Pop (L.T. ?Petru Rareg”), Tudor Santejudean, student, fost olimpic si conf.univ.dr.
Vasile Pop de la Universitatea Tehnica din Cluj-Napoca.

Clasa a VI-a

Premiul de excelenta. Cosar Antonia, C.N. ”Vasile Lucaciu”

Premiul I. Pop Tudor, C.N. ”Gheorghe Sincai”

Premiul al II-lea. Trenisan Voica, C.N. ”Gheorghe Jincai”

Premiul al ITI-lea. Durtea David, C.N. ”Vasile Lucaciu”

Mentiuni. Mut Alexandra, Nedea Carmen, Pop Andreea, Chindris Ioana, Leo Dar-
tus, L.T. ”Petru Rares” Tg. Lapus

Clasa a VII-a

Premiul de excelenta. Hartzos Calin Tiberius, L.T. Vigeu de Sus

Premiul I. Tamaian Lidia, Sc. gim. ”Nicolae Iorga”

Premiul al II-lea. Moise Vanesa, L.T. ”Petru Rares” Tg. Lapus

Mentiuni. Herbil Anastasia, C.N. ”Dragoss Voda” Sighetu Marmatiei, Cartita
Bianca, Filop Miruna, Pop Adriana, L.T. ”Petru Rareg” Tg. Lapus

Clasa a VIII-a

Premiul de excelenta. Tus Traian, C.N. ” Gheorghe Sincai”

Premiul I. Dumitriu Marian, C.N. ” Gheorghe Sincai”

Premiul al II-lea. Costin Oana, C.N. ” Gheorghe Sincai”

Premiul al III-lea. Onea [ulian, C.N. ”Vasile Lucaciu”

Mentiuni. Muntean Tudor, C.N. ”Gheorghe Sincai”, Oana Cristiana, L.T. ”Petru
Rares” Tg. Lapus, Giurgi Bogdan, C.N. ”Dragoss Voda” Sighetu Marmatiei

Clasa a IX-a

Premiul de excelenta. Lazea Darius, Zlamparet George, C.N. ” Gheorghe Sincai”
Premiul I. Mujdar Milan, C.N. ”Dragog Voda”
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Premiul al II-lea. Bragaru Maria, C.N. ” Gheorghe Sincai”

Premiul al ITI-lea. Dragos Andreea, C.N. ”Vasile Lucaciu”

Mentiuni. Manu Miruna, Paven Andreea, Titoc Alexandra, Leo Darius, L.T.” Petru
Rareg”

Clasa a IX-a

Premiul de excelenta. Lazar Laurentiu, C.N. ”Dragoss Voda”
Premiul 1. Zaharie Oana, C.N. ”Vasile Lucaciu”

Premiul al II-lea. Talpos Carina, C.N. ”Gheorghe Sincai”
Premiul al ITI-lea. Treista Georgiana, C.N. ”Dragoss Voda”
Mentiuni. Ciceu Denis, C.N. ” Gheorghe Sincai”

Clasa a XI-a

Premiul de excelenta. Boroica Adrian, C.N.” Gheorghe Sincai”

Premiul I. Becsi Paul, C.N. ” Gheorghe Sincai”

Premiul al III-lea. Ilies Iulia, C.N. ”Gheorghe Sincai”

Mentiuni. Onea Viad, C.N. ”Gheorghe Sincai”, Tiplea Stefan, Cornestean Iasmina,
C.N. ”"Dragosg Voda”

Clasa a XII-a

Premiul de excelenta. Matei Bledea Alexandru, C.N.” Gheorghe Sincai”
Premiul I. Dicu Alezandru, C.N. ”Dragosg Voda”
Premiul al II-lea. Stepan Dacian, Cotarlan Codrin, C.N. ”Dragosg Voda”

Clasa a VI-a
— a 3 de a+b
1. a) S& se determine numérul a - b- ¢ - de, stiind cd - = 1T o
b) Dacd a,b,c € N astfel incat @ —; v = v —263 = ¢ Z—;as’ sa se calculeze
(a+b+c) ¢

2. Determinati cele mai mici numere naturale nenule a, b, c pentru care numerele
2a 4 2b + 2¢, 4a + 3b + 2¢, 2 si 3 sunt termenii unei proportii.

3. a) Punctele A, B,C, D sunt situate pe o dreaptd d in aceastd ordine. Este
adevarata egalitatea: AB-CD + AD - BC = AC - BD?
b) Sa se afle numérul maxim de unghiuri formate in jurul unui punct cu masurile
exprimate in grade sexagesimale, prin numere naturale consecutive.

Problemele au fost selectate si propuse de:
Prof. Vasile Ienutas, Sc. gim. ”Nicolae Iorga”
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Clasa a VII-a

1. Fie M si N mijloacele laturilor [CD] si [AD] ale patrulaterului ABCD si
CN N BM = {P}. Si se demonstreze ci
a) BM 1 CN;,
b) AAPB este isoscel.

2. Si se arate ca ecuatia x° —1 = 3(2® —y?) are o infinitate de solutii in multimea
numerelor intregi cu |y| # |z|.

3. S& se determine z € N astfel incat v/z si \/z — 64/ sd fie numere naturale.
4. Pe suprafata unui disc de raza 1 cm se pun arbitrar 1000 de puncte. Sa se

arate ca se poate trasa un cerc de raza 3 cm, care sa contina cel putin 11 puncte.

Problemele au fost selectate si propuse de:
Prof. Gheorghe Boroica, C.N. ”Gheorghe Sincai”
Prof. Florin Bojor, C.N. ”Gheorghe Sincai”

Clasa a VIII-a

1. Sa se determine numerele reale a, b, ¢, daca

Va+b+Vbtec—1+vVe+a—2=a+b+ec.

2. Un plan a intersecteazd muchiile [AB],[AC],[AD] ale tetraedrului regulat
ABCD in punctele M, N respectiv P. Sa se demonstreze ca

MN + NP+ PM > AM + AN + AP.

3. Aratati ca, dacd 5 puncte se gasesc intr-o sfera de raza 1 cm, atunci exista
dous intre care distanta este cel mult v/2 cm.

Problemele au fost selectate si propuse de:
Prof. Nicolae Musuroia, C.N. ”Gheorghe Sincai”
Conf.univ.dr. Vasile Pop, Universitatea Tehnica Cluj-Napoca

Clasa a IX-a

1. Fie a,b,c € Z astfel incat a + b + ¢ este divizibil cu 6. Sa se demonstreze ca
a®” + %" + " este divizibil cu 6 pentru orice n € N*.

2. Pe laturile triunghiului ABC se considera M € (AB), N € (BC), P € (CA)
cu AM = BN = CP. Notam cu G1,G2,G3 centrele de greutate ale triunghiurilor
AMP, BM N respectiv CNP. Sa se arate ca AABC si AG1G2G3 au acelasi centru
de greutate daca si numai daca ANABC' este echilateral.
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3. Fie n > 6 un numar natural gi a1 < a2 < --- < ag, toate numere natu-
rale prime cu n gi mai mici decat n. Sa se arate ca ai,az,...,ar sunt in progresie
aritmetica daca si numai daca n este numar prim sau n = 2P, p € N.

Problemele au fost selectate si propuse de:
Prof. Nicolae Musuroia, C.N. ”Gheorghe Sincai”
Prof. Gheorghe Boroica, C.N. ”Gheorghe Sincai”

Clasa a X-a

1. Fie 21,22 € Ccu z1+22 € R* g1 |21]| = |22|. S& se demonstreze cd 27 + 23 € R,
Vn € N.

2. Fie f:[0,00) — [0,00) o functie cu proprietatile

a) flx+y) = flz)+ f(y), Va,y = 0;

b) Multimea A = {z € [0,00) | f(z) = 0} este finita.
Sa se arate ca functia f este injectiva.

3. a) Fie f : R — R o functie strict crescitoare si inversabild. Si se arate ci
ecuatiile f(z) = f~'(z) si f(z) = = sunt echivalente.
b) S& se rezolve ecuatia logs(2” + 1) = log,(3” — 1).
Problemele au fost selectate si propuse de:

Prof. Gheorghe Boroica, C.N. ”Gheorghe Sincai”
Prof. Florin Bojor, C.N. ”Gheorghe Sincai”

Clasa a XI-a
n n
1. Se considera sirul (an)n>1 definit prin a, = > —5—- S4 se calculeze:
- =intt+k
a) lim ay;
n— oo
b) lim n(a, —1);

n—oo

1
¢) lim {n(ayL -1+ 7} .
n—oo 2
2. Se considerd multimea A, = {X € Ma(R)| X" = 2018"X}.
a) Sa se arate cd A, are o infinitate de elemente pentru Vn > 1;
b) Sa se determine Az N A2o1s.

3. Fie A € M2(R) o matrice care verificd urmatoarele conditii:
det(A%°M 4 I5) = det(A%°' — 1) si det(A?°16 + I,) = det(A%01¢ — I,).
S& se demonstreze c& det(A™ + I) = det(A™ — I2).
Problemele au fost selectate si propuse de:
Prof. Florin Bojor, C.N. ”Gheorghe Sincai”
Student Santejudean Tudor, Universitatea Tehnica Cluj-Napoca
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Clasa a XII-a

1. S& se determine functia derivabild f : [0, 00) — R care verifica relatia
(x4 1)f(x) =2° +/ f®)dt, Ve >0
0

2. Fie f : [0,1] — [0,1] o functie continud si F' o primitiva a sa, astfel incat
F(0)=0si F(1) < 1.
a) Si se arate cd ecuatia F'(z) = 2z — 1 are solutie unica in [0, 1];
b) Dati un exemplu de functie f cu proprietitile din enunt, pentru care primitiva

F verifica si ea proprietatile din enunt, iar ecuatia de la punctul a are solutia z = 3

3. a) Fie (G,-) un monoid comutativ, p,q € N*, p # ¢ si a € G un element
inversabil. Daca ecuatiile ¥ = a si 7 = a au solutii in G, sd se demonstreze ca
ecuatia z" = a are solutie in G, unde n este cel mai mic multiplu comun al numerelor
psiq.

¢ (1 2 3 4\ . (1 2 3 4\ 3 . 9 .
b)Dacacrf(3 41 2) §17—7(2 3 4 1>,sasecalculezecr si T sl

deduceti ci ecuatia x° = ¢ are cel putin o solutie in Sy.

Problemele au fost selectate si propuse de:
Prof. Nicolae Musuroia, C.N. ”Gheorghe Sincai”
Prof. Gheorghe Boroica, C.N. ”Gheorghe Sincai”
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Concursul interjudetean de matematica

”ARGUMENT”
Baia Mare, 11-12 noiembrie 2017

Organizatori. Catedra de matematica a Colegiului National ” Gheorghe Sincai”, in
parteneriat cu Inspectoratul Scolar Judetean Maramures si Asociatia ” Argument”.
Locul de defasurare. Colegiul National ” Gheorghe Sincai”.

Perioada. 10-11 noiembrie 2017.

Presedintele concursului. Conf.univ. dr. Vasile Pop de la Universitatea Tehnica
din Cluj-Napoca.

Participanti. Loturile colegiilor nationale: ”Andrei Muregsanu” Dej, ”Mihai Emi-
nescu” Satu Mare, ” Alexandru Papiu Ilarian” Tg. Mureg, ”Silvania” Zaldu, ” Emanuil
Gojdu” Oradea, Liceul teologic Baptist ”Emanuel” Oradea, ”Dragos Voda” Sighetu
Marmatiei, ” Vasile Lucaciu” Baia Mare, ”Gheorghe Sincai” Baia Mare, precum si
elevi de gimnaziu de la gcolile reprezentative din judet,.

Clasa a V-a

1. Cel mai mic numar natural de trei cifre distincte, cu proprietatea ca produsul
cifrelor sale este 8, are triplul egal cu
a) 354 b) 372 c) 324 d) 777

2. Numarul natural = pentru care 1 + 2 - {2 B+ (x—4)-5]: 6} -7 =15 este
a) 2 b) 3 c)4 d) 5

3. Numarul de numere naturale de trei cifre care au produsul cifrelor egal cu 6
este
a) 2 b) 3 c) 8 d)9

4. Cate numere naturale dau catul 11 la impartirea cu 20177
a) 2015 b) 2016 c) 2017 d) 10

5. Daca impartim numarul natural n la 56, obtinem restul 37. Restul impartirii
lui n la 14 este

a) b b) 7 c)9 d) 11
6. Numarul [3'%': 9% + (5%) : (5%)%] : 2% - 3 — 3 este
a) 3 b) 13 c) 18 d) 20
7. Ultima cifrd a numarului 103'%° + 370 4 425 4 243! este
a) 0 b) 2 c)4 d) 6
8. Dack S=14+7+72+ 7+ 4+ 7% atunci numsrul 6 - S + 1 este
a) 7102 b) 7101 C) 7101 -6 d) 7102 .y
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9. Se considerda numarul n = 1234567891011 ...99100

a) Cate cifre are numéarul n?

b) Sa se suprime 100 de cifre din numarul n, astfel incdt numéarul rdmas sa fie
cat mai mare posibil.

10. Determinati numarul tripletelor (m,n, p) de numere naturale distincte, ast-
fel incat 653 < 5™ + 5™ + 5 < 809

Subiectele au fost selectate si propuse de:
Prof. Gheorghe Boroica, C.N. ”Gheorghe Sincai” Baia Mare

Clasa a VI-a

1. Daci a,b sunt numere prime si [2a, 3b] = 858, atunci a + b este
a) 143 b) 24 ¢) 144 d) 59

2. Numarul natural de trei cifre, care impartit pe rand la 10, 11 si 12, da
resturile 5,4 respectiv 3, este

a) 175 b) 555 c) 675 d) 925

3. Numadrul perechilor (z,y) € N x N, care verifici ecuatia zy = = + 4096 este
a) 1 b) 12 c) 2 d) 13

4. Suma celor mai mari divizori impari ai numerelor 10,11,12,...,19 este
a) 100 b) 145 c) 10 d) 64

5. Un segment are lungimea 729 cm. Se imparte segmentul in trei segmente
congruente si se sterge segmentul din mijloc. Fiecare segment ramas se imparte in
trei segmente congruente si se sterge segmentul din mijloc. Repetam procedeul pana
cand toate segmentele au lungimea de 1 cm. Numarul segmentelor ramase este:

a) 128 b) 243 c) 64 d) 729

6. Suplementul complementului unui unghi este egal cu complementul suple-
mentului altui unghi. Suma masurilor celor douaunghiuri este:
a) 90° b) 45° c) 180° d) Nu exista astfel de unghiuri

7. Avem la dispozitie segmente cu lungimile egale cu divizorii numarului 3000
exprimate In centimetri, cite un segment pentru fiecare divizor. Suma lungimilor
acestor segmente este:

a) 3000 cm b) 9360 cm c) 136 cm d) 74880 cm

8. Masura unghiului format de bisectoarele a doud unghiuri adiacente este
46°30’. Dacs masura unui unghi este cu 37° mai mare decat masura celuilalt, atunci
masura unghiului mai mic este:

a) 28° b) 65° c) 23° d) 18°
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9. Pentru numaérul natural » vom nota cu S(n) suma cifrelor numarului n.
a) Calculati S(a), undea =94+99+---+ 999...99 ;
—

2017 cifre de 9

b) Aratati cd (10" —1)(k+1) =k-10"+ | 999...99 — k | pentru orice numere
—_———
n cifre de 9
naturale n si k;
¢) S& se calculeze S(999 - k), unde k este un numér natural de doud cifre.

10. Un robocangur se gaseste in punctul O de pe dreapta d. El face salturi pe
dreapta d la stanga sau la dreapta punctului in care se afla. Primul salt este de 1 m
si fiecare salt, incepand cu al doilea, este dublu fata de cel anterior.

a) S& se arate cd, dupd 3 salturi, robocangurul poate si ajunga la distanta de 7
m de O, respectiv de 5 m de O.

b) S& se demonstreze ci robocangurul poate si ajungd in punctul A de pe dreapta
d, care se afla la distantd de 2017 m de O la dreapta lui O.

Subiectele au fost selectate gi propuse de:
Prof. Meda Bojor, C.N. ”Gheorghe Sincai” Baia Mare
Prof. Florin Bojor, C.N. ”Gheorghe Sincai” Baia Mare

Clasa a VII-a

1 1
1. Dacg o - 22016 = (22017~ 1y . (1 + §+ 27-&- st ), atunci x este:

92016
a) 4 b) 2 c)1 d) 23
2. Val Lo 1 1 1 1 1 tor
. Valoarea sume1 5 = ﬁ+ 2—_6—&— ﬁ+ m—i——&—m este:
24 b) 1 12 d 25
a) 25 ) c) 25 ) 12
3. Daca x1,x2,...,05 € Z gi ©1 -T2 - T3 T4 x5 = —1, atunci multimea valorilor
produsului
1 1 1 1 1
oo 2) e ) (o ) (o 2) ()
) €3 T4 Ts Z1
este:
a) {0} b) {-10,32} c) {—32,0,32} d) {-32,0}
4. Solutia ecuatiei |[x — 1| + |z — 2|+ -+ + |z — 9] = 10(x — 11) este:
a) 40 b) 65 c) 60 d) 17
1 1 1 1
5. Sedasgirul: a1 =1+ a2 =1+ =-,a3=1+-,...,an =1+ —,... cu
1 2 3 n

n € N*. Numaérul tripletelor (a,ax+1,ar+2) de termeni consecutivi ai girului cu
ak - ak+1 - ak+2 € N este:
a) 1 b) 2 c)3 d) infinit
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6. Se construieste patratul ACDFE in exteriorul triunghiului echilateral ABC'.
Masura unghiului £ DBC este:
a) 15° b) 20° c) 30° d) 45°
7. Liniile mijlocii ale triunghiului isoscel ABC' au lungimile de 5 respectiv 11

cm. Perimetrul triunghiului ABC este:
a) 42 cm b) 54 cm ¢) 56 cm d) 49 cm

8. Fie ABCD un trapez isoscel cu AB||CD, m(£B) = 60°, AD = DC = CB,
iar linia mijlocie are lungimea 30 cm. Perimetrul trapezului este:
a) 45 cm b) 60 cm ¢) 85 cm d) 100 cm

9. Pentru fiecare n € N, notdm cu z, cel mai mare numar natural impar care
divide pe n gi cu Sy, = Tnt1 + -+ - + Tan, n € N*.

a) Calculati S(4);

b) Aratati ca, dacd a,b € {n+1,n+2,...,2n}, a # b, atunci z, # x;

¢) Calculati S(n).

Vasile Pop

10. Se considerd triunghiul echilateral ABC si punctele M € (AB), N € (AC)
astfel incat AB = 3BM si AC = 3AN, iar {Q} = BNNCM.

a) Demonstrati cd MN L AC;

b) Calculati m(£BQC).

Subiectele au fost selectate gi propuse de:
Prof. Nicolae Muguroia, C.N. ”Gheorghe Sincai” Baia Mare

Clasa a VIII-a
1. Dacaa,beR,2a—b=—-5, —a+2b=4si
S=(a+b+c)’—(a—b—c)’+(a+b—c)>—(a—b+c)

atunci
a) S=0 b) S =16 c) S=-16 d)S=38

2. Valoarea numarului a = \/4 — 23 + \/7 44/3 — V2,56 : /0,64 este
a) 2V/3 -5 b) —1 c) 2v/3+1 d) -5

3. Determinati n € N astfel incat

1 1 1
Va+2v3  /8+2V15 VAn +2v/4n2 — 1
a) 13 b) 10 ¢) nu existd n d) 12
1
4. Daci & € R* este astfel incit © — — = 2, atunci numérul 2> — — este egal
2z 8x3

cu:
a) 14 b) 11 c) 2 d)5
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5. Dacd a = /22018 — 21010 1 91011 1 | gj h = /22018 — 21011 1 21010 | |  atunci
a — b este egal cu:
a) 2 b) —2 c) 21010 d) 21010 42

6. Fie punctele A si B in spatiu, cu AB = 8. Multimea punctelor M din spatiu,
astfel incat M A = M B =5, este:
a) un plan b) o dreapta ¢) un cerc d) 0

7. Insula MATE este circulara, iar centrul siu O este inaccesibil. Geo a mers
pe tarm si a ajuns pe rand in localitatile A, B si C (in aceastd ordine). Localnicii i-au
spus cd AB = 10 km, m({LCAB) = 66° si m(£LCBA) = 84°, iar Geo gi-a dat seama
ca poate calcula cu aproximatie lungimea tarmului. Cel mai apropiat numar intreg
de aceastd lungime (in km) este:

a) 628 b) 62 c) 63 d) 629

8. O furnica se deplaseaza pe suprafata piramidei triunghiulare VABC', mergand
pe toate fetele laterale, pe drumul cel mai scurt, pornind din varful A si revenind tot
acolo. Dacd VA = 2 cm si m(£LAV B) = 40°, atunci distanta parcursi de furnica
este:

a) 2v/3 cm b) 24/2 cm ¢) 4 cm d) 3 cm

9. Pentru fiecare numéar n € N* notdm cu f(n) cel mai mare numér natural
impar care il divide pe n.
Fie suma S(n) = f(n+ 1)+ f(n+2)+---+ f(n), n € N*.
a) Calculati S(20);
b) Calculati S(n) pentru n € N* oarecare.
Vasile Pop

10. Fie cubul ABCDEFGH. Fie M piciorul perpendicularei din A pe bi-
sectoarea unghiului AHB, N piciorul perpendicularei din C' pe bisectoarea unghiu-
lui BHC, S piciorul perpendicularei din D pe bisectoarea unghiului DBH, {P} =
AMNBH si {Q}=DSNBH.

a) Demonstrati cd M N||AC;
b) Demonstrati cd APGQ este un paralelogram.

Subiectele au fost selectate si propuse de:
Prof. Dana Heuberger, C.N. ”Gheorghe Sincai” Baia Mare
Prof. Cristian Heuberger, C.N. ”Gheorghe Sincai” Baia Mare

Clasa a IX-a
1. Fie P(z) = ap + a1z + a22® +- -+ a,z™, unde ag, a1, ..., an € {0,1,2,...,9}
astfel ca

P (V10) = 97531 4 8642v/10.
Sa se determine P(1) si P(10).
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2. S& se arate ca pentru orice a € R\Q existd p,q € Q si 7, s € R\Q astfel ca
o> —pat+r=a*—sa+q=0.

3. Se considerd girurile de numere reale (an)n, (bn)n care verificd relatiile de
recurenta

ap = 27 bo = —1,

an+1:an+bn+ a%-l-b%,bn+1:an+bn—\/a%+b%.
S8 se determine [ay] si [bn], n € N.
4. S& se arate ca, pentru orice n € N*| exista in plan o multime finita de vectori

X, astfel ca pentru orice vector v € X,,, exista exact n vectori vy, vz, ...,vn, € X, cu
proprietatea [t — 01| = [t — 02| = = |[v —Un| = 1.

Clasa a X-a

1. Fie x,y numere pozitive care verifica relatiile:

1 1
x:y+ ) y=x—

Tt — y+
v+

T+... y+...
(unde z si y apar de o infinitate de ori).
Sa se determine x + y.

2. S& se rezolve In multimea numerelor complexe (reale) sistemul de ecuatii:
(x+2y)(x+22) =7, (y+22)(y +2z) =3, (z+ 2z)(z + 2y) = 11.
3. Se considera girurile de numere reale (n)n, (yn)n definite prin relatiile de
recurenta:
x1:y1:x2zy2:1
si
Tn4+1 = TnlYn—1 +17n—1yn7 Yn+1 = YnYn—-1 — TnTn-1, N 2 2.
a) S& se arate ci 22 + y2 = 27", n € N, unde (F},), este sirul lui Fibonacci:
FI:F2:17 Fn+1 :Fn+Fn—l~
b) S& se arate cé
n Fn . . n . Fn . *
yn:\/iF cos 471' si xn:\/ﬁF smTTr,VnEN.
4. Fie functiile f : N — N surjectiva si g : N — N injectiva.
a) Sa se arate ca dacd f(n) > g(n), Vn € N, atunci ambele functii sunt bijective.
b) R&mane adeviratd concluzia de la a) daca f(n) < g(n), Vn € N?
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Clasa a XI-a

1. Sa se arate ca pentru orice numar natural n > 2 este verificata egalitatea

n n n
[log, m] + [logg 5] + [logg g} ot [logz g]
n n n n
=5+ B+
2. O alee de dimensiuni 2 X n se paveaza cu dale 1 x 1 albe gi negre. Notam cu
an numarul pavajelor care nu contin un patrat monocolor 2 x 2.
a) Si se arate ca existd «, B € R astfel ca

Ant1 = aan + Ban—1, Vn > 1.

An+1 . co1s An41
este convergent si calculati lim .
an n—oo An

b) Aratati ca sirul
3. Se considera sirurile de numere reale (an)n, (bn)n definite prin relatiile de
recurenta:
an+1 = (1 — @)an + abn, buni1 = Pan + (1 — B)bn, n €N,

unde «a, 8 € (0,1) si ap < bo. S& se studieze monotonia, marginirea, convergenta si
limitele girurilor.

4. Fie f: Mn(R) — R o functie cu proprietatea
faX +0Y) = af(X) +bf(Y),

pentru orice a,b€R si orice z,y € M, (R). S& se arate ci existd o matrice A€ M, (R)
astfel ca f(X) = Tr(A- X) pentru orice X € M,(R). (S-a notat cu Tr(B) suma
elementelor de pe diagonala principald a matricei B).

Clasa a XII-a

1. S4 se determine functiile continue f:(0,00) =R, cu primitiva F': (0, 00) =R,
care verifica relatia
) F@-(3) =3 vee000), J0)=2
2. Fie f € R[X] un polinom de grad n — 1 cu proprietatea
F(k) = % k=12 . .n.

S8 se determine f(n 4+ 1).
3. Pentru fiecare matrice A € M2(R) definim multimea
G(A) ={X € M2(R)| det(A+ X) = det A + det X }.

a) S& se arate cad (G(A),+) este grup.
b) S& se arate cd daci A # 0 si B # 0, atunci grupurile (G(A),+) si (G(B),+)
sunt izomorfe.
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4. Fie G o multime nevida. Pe aceasta multime se considera legea de compozitie
7.7 gi functia f : G — G, f(z) =7, Vo € G. Daca
a-(b-c)y=d-(e-c)=b=(a-d)-e VYa,b,c,d,e€QqG,

demonstrati ca (G, -) este grup.

Premiantii concursului ” Argument”, editia a IX-a

Clasa a V-a

Premiul 1. Chende Paula (C.N. ”Vasile Lucaciu” Baia Mare).

Premiul al II-lea. Pop Tudor (C.N.”Gheorghe Sincai” Baia Mare).

Premiul al ITI-lea. Sajerli Alexia (C.N.”Vasile Lucaciu” Baia Mare).

Mentiuni. Pop Rares, Sacaleanu Ada, Mercea Alexandru, Temeian Adrian, Moraru
Andrei, Ont Andreea Denisa, Sasaran Serban, Petrut Mihai, Bucur Briana, Marian
Antonia, Dudas Alex, Nechita Andrei Stefan, Filip Bogdan (C.N.”Gheorghe Sincai”
Baia Mare); Balog-Cliegler Christian, Farcas Lorena Maia, Marincas Daria Sorina,
Pop Tudor Andrei, Barbos Darius, lancu Andrei, Tanase Cristian, Cosar Antonia,
Tiba Paul-Stefan (C.N.”Vasile Lucaciu” Baia Mare); Petrovan Rares Sebastian, Flo-
rea Vasile Alexandru (C.N. ”Dragos Voda”, Sighetu Marmatiei), Palfi Gabriel Doru
(Sc. Gim. ”N. Torga”, Baia Mare).

Clasa a VI-a

Premiul I. Robu Dacian (C.N. ”Vasile Lucaciu” Baia Mare).
Premiul al IT-lea. Stirbu Andrei (C.N. ”Vasile Lucaciu” Baia Mare).
Premiul al III-lea. Sajerli Alezia (C.N. ”Vasile Lucaciu” Baia Mare).

Mentiuni. Span Teodora, Ionita Sebastian, Ureche Rafael, Stetco Rares, Horotan
Tudor, Breban Camelia, Pop Anda (C.N.”Gheorghe Sincai” Baia Mare); Teleptean
Amalia, peter  Luca, Koblicica  Iulia, Vancea  Bianca, Cornitescu
Eduard (C.N. ”Vasile Lucaciu” Baia Mare); Herbil Anastasia (C.N. ”Dragog Voda”,
Sighetu Marmatiei), Tamdian Lidia (Sc.Gim. ”N.Iorga”, Baia Mare), Sugar Andrei
(Sc.Gim. ”D. Cantemir”, Baia Mare), Shahzad Ahmed Rayad (Sc.Gim. ”L.Blaga”,
Baia Mare).

Clasa a VII-a

Premiul al II-lea. Muntean Tudor (C.N.”Gheorghe Sincai” Baia Mare).
Premiul al ITI-lea. Onea Iulian (C.N. ”Vasile Lucaciu” Baia Mare).

Mentiuni. Costin Oana, Tus Traian, Ghete Ruzandra, Marcus Alex, Tiut Cristian,
Dumitriu Marian, Span Mihai, Varga Andrei, Sava Rares, Pruna Stefana, Nascu
Matei (C.N. ”Gheorghe Sincai” Baia Mare), Diaconescu Razvan, Nagy Alin, Coman
David, Popescu Andrei (C.N. ”Vasile Lucaciu” Baia Mare), Giurgi Bogdan Vasile
(C.N. ”Dragos Voda”, Sighetu Marmatiei), Szmuck Patrick (Sc. Gim. nr. 18, Baia
Mare), Szebeni Amalia (Sc.Gim.” George Cogbuc”, Sighetu Marmatiei).
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Clasa a VIII-a

Premiul I. Zlamparet George (C.N. ”Gheorghe Sincai” Baia Mare).
Premiul al ITI-lea. Lazea Darius (C.N.”Gheorghe Sincai” Baia Mare).

Mentiuni. [lliuta Filip, Gulin Tudor, Borcuti Oana, Dan Izabela, Lupse Isabella,
Vata Alezandra, Pop Radu (C.N.” Gheorghe Sincai” Baia Mare), Robu Raluca, Stirbu
Silvia (C.N. ”Vasile Lucaciu” Baia Mare), Hosu [ulia, Mujdar Milan (C.N. ”Dragos
Vod&”, Sighetu Marmatiei), Pdlincas Mihai, Mecea Corina ($c.Gim.” George Cosbuc”,
Baia Mare), Ilies Andrei (Sc.Gim.” George Cosbuc”, Sighetu Marmatiei), Brdgaru
Maria Darta (Colegiul de Arte, Baia Mare).

Clasa a IX-a
Premiul al II-lea. Talpos Carina (C.N.”Gheorghe Sincai” Baia Mare).
Premiul al ITI-lea. Lazea Darius (C.N.”Gheorghe Sincai” Baia Mare).

Mentiuni. Giuroiu Tudor, Turda Raul, Goia Alexia, Vanciu Daria, Ciceu Denis,
Maris Radu, Riglea Teodora (C.N. ”Gheorghe Sincai” Baia Mare), Robu Raluca,
Stirbu Silvia (C.N. ”Vasile Lucaciu” Baia Mare), Lazdr Laurentiu, Treista Ioana
Georgiana (C.N. ”Dragog Vodd”, Sighetu Marmatiei).

Clasa a X-a

Premiul I. Robu Viad (C.N. ”Vasile Lucaciu” Baia Mare).

Premiul al II-lea. Becsi Paul (C.N. ”Gheorghe Sincai” Baia Mare).

Mentiuni. Boroica Adrian, Andreicut Teofil, Ilies Iulia, Pop Cdlin, Filip Anda (C.N.
”Gheorghe Sincai” Baia Mare), Robu Raluca, Stirbu Silvia (C.N. ”Vasile Lucaciu”
Baia Mare), Spaczai Carla-Noemi (C.N. ”Dragog Vodd”, Sighetu Marmatiei).
Clasa a XI-a

Premiul al II-lea. Zelina Paul (C.N. ”Vasile Lucaciu” Baia Mare).

Premiul al III-lea. Matei Bledea Alezandru (C.N.” Gheorghe Sincai” Baia Mare).
Mentiuni. Muresan Alex (C.N.” Gheorghe Sincai” Baia Mare), Kaszta Tamas (L.T.
”Nemeth Laszlo”), Diaconescu Malina (C.N. ”Vasile Lucaciu” Baia Mare).

Clasa a XII-a

Premiul al IT-lea. Maries Maria (C.N. ”Gheorghe Sincai” Baia Mare).

Mentiuni. Bojor Barbu, Pop Viad, Csolpan Iulia (C.N. ”Gheorghe Sincai” Baia
Mare).

Pentru clasele de liceu subiectele au fost selectate si propuse de:
Conf.univ.dr. Vasile Pop
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Concursul ”Gheorghe Sincai” pentru micii
matematicieni

Editia a VIII-a, 18 aprilie 2018

Organizatori. Catedra de matematica a Colegiului National ” Gheorghe Sincai” si
Asociatia ” Argument”.
Locul de desfasurare. Colegiul National ” Gheorghe Sincai”.

Participanti. 165 elevi de clasa a IV-a de la gcolile gimnaziale din oras.

I. Consideram numerele a, b si ¢, astfel incat:
a=(30—4-6)-(5-445)—32:8-(29+2-3),
b verifica relatia 27-7—-7-b= (8 —2:2)-[161 — (16-16 —1-2-3-4-5)] : 5,
iar c=50-4— (n:4—432) : 5, unde n este cel mai mare numar natural par mai
mic ca 2017 si care are cifra zecilor 4.
1) Aflati numerele a, b, ¢;
2) Demonstrati cd 10-b — 40 = a - a + 40;
3) Demonstrati ¢ 10-b+a=c+ 1.

II. Mai multi prieteni au o suma de lei gi doresc sa cumpere mere, pere si caise.
Merele costa 4 lei kilogramul, iar caisele 8 lei kilogramul. Daca ar dori sa cumpere 8
kilograme de mere, 4 kilograme de pere si 6 kilograme de caise ar mai avea nevoie de
8 lei. Daca ar reduce cantitatea de pere cu 2 kilograme, le-ar mai raméane 6 lei.

1) Aritati ca 3 kilograme de pere si 4 kilograme de caise costd impreund 53 lei.

2) Aflati daca prietenii, cu suma pe care o au, pot cumpdra 6 kilograme de mere,
7 kilograme de pere si 3 kilograme de caise.

3) Siind c4 prietenii au suma de 100 lei si ca din fiecare fruct trebuie sd cumpere
cel putin 1 kilogram, aflati cantitatea maximéa de fructe pe care o pot cumpara pri-
etenii, astfel Incat sa foloseasca toatd suma avuta.

III. Consideram tabloul de numere urmator:

1 2 3 4 5 ... 98 99 100
3 5 7 9 197 199
8 12 16 396

astfel c& fiecare dintre numere (mai putin cele de pe primul rand) reprezintd suma
numerelor alaturate lui, situate cu un rand mai jos. Tabelul se va termina in partea
de jos, atunci cand pe rand va aparea un singur numar.

1) Calculati suma primelor 10 numere de pe randul al treilea.

2) Cu ce numdr incepe randul al optulea?

3) Numarul 2018 apare in tabloul de mai sus?
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4) De cate ori apare in tabel numéarul 1007

Subiectul a fost propus de:
Prof. Dana Heuberger si Prof. Cristian Heuberger

Premiantii:

Premiul I. Mare Lucas, Szabo Ilinca (Sc.Gim. ” George Cogbuc”).

Premiul al II-lea. Costin Tudor (Sc.Gim. ”Avram lancu”); Dragos Victor (Cole-
giul de Arte); Pitic Andra (Sc.Gim. ”Nicolae Iorga”).

Premiul al IIl-lea. Cardos Aida-Giulia (Sc.Gim. ”Nicolae lorga”); Silinc Alex
(Sc.Gim. ”Avram lancu”).

Mentiuni. Dzeabeniuc Viadimir (Colegiul de Arte); Ianos Alex (Sc.Gim. ” Alexan-
dru Ivasiuc”), Ursa Adrian (Sc.Gim. ”Dimitrie Cantemir”); Sabou Sasha (Sc.Gim.
” Alexandru Ivasiuc”), Iacob Ana Maria (Sc.Gim. ”Lucian Blaga”); Ormenisan Ari-
ana Iulia (9c.Gim. ”Nicolae Iorga), Sdldjan Noris Cruz (Sc.Gim. ”Nichita Stanescu”).
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Olimpiada de matematica
etapa locala Maramureg - 17 februarie 2018

Clasa a IX-a

1. Rezolvati ecuatia {2017 + z} 4+ {2018z} = =z, unde {a} reprezintd partea
intreaga a numarului real a.

chae T Yy 1 3
2. a) Ardtati cd 1+y—|— 1+x+ x+y2 3 Vz,y>0;
b) Numerele reale z1, za, ..., z, verifici inegalitatea Z kxi > Z k2.
k=1 =1
Aratati cd Y zs > > k2.
E=1 i=1

(Neculai Stanciu, G.M. 2/2018)

3. Fie M un punct pe cercul circumscris triunghiului ABC' cu M A||BC astfel
incat AC separa punctele M si B. Notam cu H, Hy, Ha, H3 ortocentrele triunghiurilor
ABC, MAB, MBC, MCA. Aratati ca

ABCM este dreptunghi < HH? + HH3 = HH3.
(Nicolae Musguroia, C.N. ”Gheorghe Sincai”, Baia Mare)

Subiectele au fost propuse si selectate de:

Prof. Gherasin Gheorghe, Liceul Ped. ”Regele Ferdinand” Sighetu Marmatiei
Prof. Giurgi Vasile, C.N. ”Dragos Voda” Sighetu Marmaties

Prof. Musuroia Nicolae, C.N. ”Gheorghe Sincai”, Baia Mare

Clasa a X-a

1. Fie numerele complexe p si q, cu g # 0. Si se arate ci ecuatia x°+pr+q> =0
are radacinile de acelagi modul daca gi numai daca P €[-2,2].
q
2. Fie x,y, 2z € (1,00) astfel incat 2* + > + 22 = 12.

a) S4 se arate cd log, 2 +log, 2 +1log, 2 > 3.
b) S se arate ci log, (z? 4+ y°) + log, (y° + 2°) + log, (2* + z%) > 9.

(SL.17.806, G.M. 11/2017)
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1—
3. a) S4 se arate ca functia f: (0,00) = R, f(z) =
b) Fie triunghiul ABC si D, E, F' punctele de contact ale cercului inscris in acesta
cu laturile BC,CA si AB. Fie M, N, P respectiv mijloacele segmentelor [EF], [F D]
si [DE]. Aratati c8 AM = BN = CP dacd si numai dacd triunghiul ABC' este
echilateral.

este injectiva.

(Dana Heuberger, C.N. ”Gheorghe Sincai”, Baia Mare)

Subiectele au fost propuse si selectate de:

Prof. Dana Heuberger, C.N. ”Gheorghe Sincai”, Baia Mare
Prof. Cristian Heuberger, C.N. ”Gheorghe Sincai”, Baia Mare
Prof. Natalia Farcas, C.N. ”Vasile Lucaciu”, Baia Mare

Clasa a XI-a

1. Fie A, B € M,,(C) cu proprietatea A%+ B-A= B>+ A.-B+2A.
S& se demonstreze ci A2 — 24 = B2,
(Prof. Costel Cioclu)

2. Se considerd girul (an)n>1 definit prin

1 1 1
n= + b, Vn> 1
YP+12 | Undt 22 Y3 + n2
a) Si se demonstreze ci girul (an)n>1 este convergent.

b) S& se calculeze lim n(a, — 1).
n—oo

a

3. Se considerd girul (z,)n>1 pentru care z1 € (—1,0) i Zpt1 = (1 + Tnt1)Tn
pentru orice n € N*.
Demonstrati ¢ sirul (yn)n>1, definit prin y, = (1 — 21)(1 — 22)...(1 — x,) pentru
orice n € N*, este divergent.
(S.L.G.M. 12/2017)

Subiectele au fost propuse si selectate de:

Prof. Darolti Erika, C.N. ”Vasile Lucaciv”, Baia Mare
Prof. Costel Cioclu, L.T. ”Emil Racovita”, Baia Mare
Prof. Florin Bojor, C.N. ”Gheorghe Sincai”, Baia Mare

Clasa a XII-a

1. Pe R se defineste legea de compozitie prin xoy = 3zy+2x+2y+a, Va,y € R.

a) Determinati = € R astfel incat (R, o) sa fie monoid.

b) Determinati functiile f : R — R pentru care legea de compozitie ” x”, definita
prin z xy = 2z + f(y) + 3zy, Va,y € R, determind pe R o structurd de monoid
comutativ.
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1

2. a) S4 se calculeze /m

b) S& se determine functia continud f : (0,00) — R stiind cd existd
limz - f(z) € R gi F(2z) — F(z) = 1, Vo > 0, unde F este o primitivd pentru
z—0

1.

dx, x > 0.

3. a) Sa se arate cd, daca functia f : I — R are primitive pe intervalul I, iar
functia g : I — R este derivabila cu derivata continua pe I, atunci functia produs f-g
admite primitive pe I.

b) Functia f : (0,00) — (0, 00) are primitive si verifica relatia

(1) = @), vae @00

xT

Sa se demonstreze ca f este continua.
(G.M. 11/2017)

Subiectele au fost propuse si selectate de:

Prof. Gabriela Boroica, C.N. ”Vasile Lucaciu”, Baia Mare
Prof. Gheorghe Boroica, C.N. ”Gheorghe Sincai”, Baia Mare
Prof. Radu Pop, C.N. ”Vasile Lucaciu”, Baia Mare
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Test pentru admiterea in clasa a V-a, 23 mai 2018
Matematica

I. Consideram numerele a, b si ¢, astfel incat:
a=17-(15—-3-2):(91:7+84:6—18) +17-18: 2,
b={[3-(2-14—-14+2+3+4)—88]:5+12:[4+2(27:9—2]}:2+38,
iar ¢ verifica relatia
n+2-{123 —[14 +2(58 — 18 : ¢)] : T} + 10 = 2626,
unde n este cel mai mic numar, format cu cifre pare distincte, cu cifra sutelor 4 si
mai mare ca 1249.
1) Aflati numerele a, b, ¢;
2) Si se arate cA b- b= a — 49;
3) Sasearatecaa:[(b+c¢):2]=2-b—5.

II. La gimnaziu, in Colegiul National ” Gheorghe Sincai”, sunt 208 elevi, numarul
baietilor fiind cu 8 mai mic decét al fetelor. Acestia invata franceza sau germana ca a
doua limba moderna. Numarul elevilor care invata franceza este egal cu al celor care
invata germana.

1) Aflati numarul baietilor care sunt la gimnaziu in Colegiul National ” Gheorghe
Sincai”;

2) Notand cu x numdrul biietilor care invatd franceza, aflati in functie de z
numarul baietilor care invatd germana, numarul fetelor care invata franceza si al
fetelor care invatd germana;

3) Stiind c& numarul fetelor care Invati franceza este 67, aflati numéarul baietilor
care studiaza germana.

III. Un numaéar de patru cifre se numegte ”juciug” daca suma cifrelor sale este
egala cu 6.

1) Calculati suma primelor 10 numere ”jucuse”, in ordine crescitoare;

2) Care e cel mai mare produs al cifrelor unui numar ”jucdus”’?

3) Aratati cd 2920 nu se poate scrie ca sumi a doud numere ”jucduse”.

Subiectul a fost propus de:
Prof. Dana Heuberger, Colegiul National ”Gheorghe Sincai”, Baia Mare
Prof. Cristian Heuberger, Colegiul National ”Gheorghe Sincai”, Baia Mare
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Rezolvarea problemelor din numarul anterior

Clasa a IX-a

1. Dacd a,b,c € (0,00), atunci
(ab+ be + ca)(a® + b + ) > abe(a + b+ ¢)?
D.M. Batinetu-Giurgiu

Solutie. Avem

Radon
(a+b4-c)(ab+be+ca)(a®+b°+¢*) > 3Vabe - 33/ (abe)?(a®+b°+¢%) >
3
9abcw =abc(a+b+e)’ <

& (ab+ b+ ca)(a® +b° + ¢*) > abe(a + b+ ¢)?
cu egalitate pentru a = b = c.

2. Se considera triunghiul ABC, H ortocentrul $i O centrul cercului circumscris
triunghiului. Fie O1, O2, O3 centrele cercurilor circumscrise triunghiurilor H BC, HAC,
respectiv HAB.

a) Sa se demonstreze ca O1 este simetricul lui O fatd de dreapta BC.

b) Sd se demonstreze ca AABC si ANO10203 au acelasi centru de greutate, dacd
st numai dacd NABC' este echilateral.

Florin Bojor

Solutie. a) Deoarece A este ortocentrul AHBC = O ﬁ + O1 § + 018 = 01 A. Fie
M mijlocul lui [BC], atunci

0B+ 0.0 =20,M = O:M = - HA

1
3 A (1)
Dar

OA+ 0B +0C = OH = OB +0C = HA= OM =  HA 2)

—
Din (1) i (2) = O1 M = MO = M este mijlocul lui (0;0) si deoarece OM L BC =
01 este simetricul lui O fata de dreapta BC.

b) Deoarece O, este simetricul lui O fati de mijlocul lui [BC], atunci O1 BOC este

paralelogram, deci 01§ = C@ si analoagele. Atunci triunghiurile ABC' si 010203
au acelagi centru de greutate

SO0 B+0,C+0sA=0 o CO+A0+BO=10 <

< H=0 = ANABC este echilateral.
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3. Sa se determine sirurile (an)n>0 de numere naturale care verificd relatia
Qa,, +al=n>+5n+8, VYneN
Meda Bojor

Solutie. Pentrun = 0 = aq, +aj =8 = ai < 8= ap € {0,1,2}. Dar pentru ag = 0
se obtine ap = 8(F) iar pentru ap = 1 = a; = 4, dar pentru n = 1 = aq, +a} =

14(F), deci convine ay = 2. In acelagi mod se obtine a1 = 3 si prin inductie se
demonstreaza ca a,, = n+ 2, unde In pasul de inductie folosim urmatoarea observatie:
Daca

am:an:>aam—&—afn:aan+a,21:>m2+5m+8:n2+5n+8:>
=(m-n)(m+n+5)=0=>m=n.
4. Fiea,b,c € R, a # 0 astfel incdt b> < ac. Sd se arate cd, dacd 4a+4b+c > 0,

atunci a + 2b+ ¢ > 0.
Gheorghe Boroica

Solutie. Fie functia f : R = R, f(z) = %x2 + bz +c.

Discriminantul ecuatiei f(x) = 0 este A = b*> — ac < 0, deci f are semn constant pe
R. Cum f(4) =4a+4b+ ¢ > 0, avem cd si f(2) > 0, de unde a 4+ 2b+ ¢ > 0.

5. Dacd a,b,c,d € R gi m € (0,1], sa se arate cd ecuatia
ma® + (a+b+c+d)z+ab+be+cd+da=0

are radacini reale.
Gheorghe Boroica

Solutie. Fie functia g : R — R, g(x) = ma? + (a + b+ ¢ + d)x + ab + be + cd + da.
Ecuatia se scrie

(m—-1)z"+2°+(a+c)z+O+dz+ (a+c)(b+d) =0
sm-1)2"+@+ate)(z+b+d) =0
Avem
g(—a—c)=(m—-1)(—a—¢)*<0
§i cum g are coeficientul dominant m > 0, deducem cé ecuatia g(z) = 0 are radéacini
reale.

6. Fie sirul (dn)n>1 definit prin dn = pny1 — 2pn, Vn € N*, unde p, este al
n-lea numdr prim. Ardtati cd (dn)n>1 este nemdrginit superior.

Gheorghe Boroica

Solutie. Presupunem contrariul. Atunci exista k € N* astfel incat
dn <k, Yn>1 (1)
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Notam cu pr, cel mai mare numar prim cel mult egal cu (2k)! + 1.
Deoarece numerele (2k)!+2, (2k)!+3, ..., (2k)! 4 2k sunt compuse, utilizind alegerea
lui pp,, deducem c& pny+1 > (2k)! + 2k + 1. Atunci
dng = Prgt1 — 2 Png > (2k)1 4+ 2k + 1 — ((2k)! + 1) = 2k,
contradictie cu (1).
Asadar, presupunerea facuta este falsa.
7. Sd se rezolve ecuatia {x}* — {x} - [x] + []* = 0.

Dana Heuberger

[z] £ [2] - V5

Solutie. Ecuatia este echivalentd cu: {z}12 = 5

Cazul 1.

fwp= 10 1)

14+5
2

1+/5
2

Asadar [z] = O(—i){:c}7 deci z = 0 este o solutie.

Cazul II.

Dacé = > 1, atunci {z} = -lz] > 1, fals.

Daci z < 0, atunci {z} =

- [z] < —1, fals.

=150 @

5
< 0si{z} >0, rezulta ci [z] <O0.

Daci [z] = 0, din (2) rezultd ci {z} = 0, deci avem solutia = = 0.
1—+5 2 —1—-45
\f~ k<l&s k> = f,
2 1-+5 2
» . , V5 -1
k > —1. Deoarece k < 0, rezultd k = —1 si din (2) obtinem {z} = 5 agadar

V5 -3

Tr = .

Deoarece

Daci [z] 2k < 0, atunci {z} =

\/5—3}.

Solutia este S = {O, 2

8. Fie triunghiul ABC, I centrul cercului inscris ¢i D, E, F punctele de con-
tact ale acestuia cu laturile BC,CA, AB. Fie D',E',F’ intersectiile semidreptelor
(DI, (EI, (FI cu cercul inscris st H1, Ha, H3 ortocentrele triunghiurilor D'EF, E'F D,
respectiv F'DE. Sd se arate cd:

L T Lo o ,
a) DDF+ E'D+ F'E= 0 dacd si numai dacd NABC' este echilateral.
b) Triunghiurile HiH2Hs $i DEF au acelasi centru de greutate.

Dana Heuberger
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Solutie. a)
A

—_— =

DF=D]+IF=1ID+IF.

o S

ED=F[+ID=1E+1D.
F'E=FI+IE=1F+1IE.

Adunand egalitatile precedente, obtinem:

|

3
=

’F+ﬁ+ﬁ:2(ﬁ+ﬁ+ﬁ)«’).

B D c

— = —
DF+ED+FE=1 o m+ﬁ+ﬁ =0 & I este centrul de greutate al

ADEF. Deoarece I este gi centrul cercului circumscris ADFEF, deducem:
— = =
D'F+ED+FFE=0 & ADEF este echilateral < AABC este echilateral.

b)
TH, —TE+TF 4+ 1D — I8 + IF - ID.
T, — TP+ 1D+ IE — IF + ID — IE.
TH, =D+ I + IF = ID + IE — TP
Adunénd cele trei relatii, obtinem:
TH, +TH, + TH; = ID + IE + IF

agadar triunghiurile H1 H2Hs si DEF au acelagi centru de greutate.

9. Fie triunghiul ABC si punctele M, N, P cu M €(BC), Ae(PN), PCNBN =
MB AN
{T} si MC — AP Sa se arate ca dreptele AM, BN,CP sunt concurente, dacd si

numai dacd PN|BC.

Dana Heuberger

Solutie. 7 =7

X MB _ AN __
Avem
= —
TA — TN+kTP _ TB+kTC
TA = T TM = e

TB=a TN, TC =3.TP.

. A o TN+k-B-TD
Obtinem: TM = &=,
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A, T, M sunt coliniare < 3y € R, ﬁ\?:y-ﬁ@
« kB y k~y
TN TP = TN TPoa—p—
R TR gy RNt TP ea=0=1 <
TB _TC _TM
TN TP TA

= PN || BC

7 <7 Fie AT N BC = {M}.
Deoarece triunghiurile APT gi M1CT sunt asemenea, rezulta
AP TP

M, C - 7C ™)
Triunghiurile ANT si M1 BT sunt asemenea, deci
e (2
MiB TB
Deoarece triunghiurile NPT si BC'T sunt asemenea, rezulta
TN TP
TB — TC 3)

Din (1), (2) si (3) obtinem:
AN  MBi MB
AP~ M,C ™ MC
agsadar M = M;, adica dreptele AM, BN si CP sunt concurente.

10. Fie triunghiul ABC ¢i D € (BC), E € (AC) picioarele bisectoarelor din A,
respectiv B. Fie punctele A’, B', astfel incdt D este mijlocul lui (AA") i E mijlocul
lui (BB'). Sd se arate cd existd o infinitate de triunghiuri neisoscele ABC pentru
care punctele A’, B',C" sunt coliniare.

Dana Heuberger

Solutie.

Notam AB = ¢, BC = a,

CA=hb.

Alegem a < b. Avem:
a AB+cAC

D = DAl < eABed

BE = EB = «BCtaBl

a+c ’
EC = = AC, DC = ;- BC.

Obtinem:

— — _
CB’:(,*’JE’+EB’<:>CB/:E>1+C+G.@ 1)
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— - _ _
CA'—CD+ DN & CB= —22 . BA4+ <=0 48 @)
b+c b+c
A’, B, C sunt coliniare
1 e c—b c—a
QL—@_—%: 'iJ_r;@ = s P4 (a+b)ec—3ab=0

e e -2 a-+c

Fie functia f: (0,a+b) =R, f(x) =2+ (a+b)x — 3ab.
Deoarece f(a) = 2a(a—b) < 0si f(b) =2b(b—a) > 0, ecuatia f(z) = 0 are o
radacing ¢ € (a,b). Radicinile ecuatiei f(z) =0 sunt

_ ) 2 _ 2 2

o = (a+10) \/;l + 14ab+b <0, 2= (a—&—b)—i—V; + 1dab+b
Obtinem ¢ = —@tW*ty ;2+14ab+62 € (a,b). Rezulticad b+c>a si a+b>c
Pentru ca a,b,c sa poata fi laturi ale unui triunghi, trebuie ca i a+ ¢ > b.
atc>b o VOTH g P T+ 52 > 3b—a & a> 2.
—(a+b)++/a2+14ab+b2?

2

Agadar, pentru a,b € (0,00), cu %b <a<bsi c= , punctele

A’,B’,C sunt coliniare.
11. Sa se arate cd, dacd ABCD este un patrulater convezx, iar M € (BC),

N CD), P DA AB tlAAtMB—NC—PD—QA
€ (CD), € (DA), Q € ( )asfemcaM—CfmfﬁfQiB

AM = CP, BN = DQ, atunci ABCD este paralelogram.

)

Nicolae Muguroia

. MB ., AB1KAC
Solutie. Fie UC = k. Atunci AM = xr si
1
AM? = m(AB2 4 K2AC? + 2kAB - AC)
1 o o ABMAC%BC?)
= T3 (AB +KPAC? + 2hAB - ACTELEE
- ﬁ [(1+k)AB® + k(k + 1)AC? — kBC?]
Analog P N
C
BN? = (Hlk)Q [(14+k)BC*+ k(k+ 1)DB* — kDC?] »
cp? — (1+1k)2 [(14+k)CD?+ k(k+ 1)AC? —kAD?|
M
2 1 2 2 2
DQ* = gy [(HMAB* + K+ DDB*—kABY] . I

AM = CP <= (14 k)(AB? — CD?) = k(BC? — AD?)
BN = DQ < (1 + k)(BC? — AD?) = k(DC? — AB?).
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Atunci f
AB®> - CD? = P (BC? — AD?) (1)
AB? — CD? = % (AD? — BC?) @)
Din (1) si (2) rezulta: (BC?— AD?) (ki—k|:—1+ #) =0, deci BC' = AD. Inlocuind

in (1) rezultd c& AB = CD. Concluziondm cd ABCD este paralelogram.

12. Fie A1As... Az, un poligon convexr cu 2n varfuri, n > 3. Notam cu

G1,Ga,...,Gay, centrele de greutate ale poligoanelor
A1As .. An, A2As.. . Ang1,. . Ani1Ange . Aony o Ao Al A
Sa se arate ca dreptele G1Grn+1, GaGna2, ..., GnGan sunt concurente.

Nicolae Musuroia
Solutie. Fie O un punct in plan. Atunci:

— — — —
O?IZWM-I-OAzn-l-'“-i-OAn’@ a}ln+l+oAn+2+"'+OA2n

n4+1 =
n

Fie M mijlocul segmentului [G1Gn41], deci

—
— OA1 40 2+"'+ﬁ2n
OM = .
2n
Analog deducem ca M este mijlocul segmentelor
[GGr+2], [G3Grysl, - -, [GnGan].

13. Sd se arate cd, dacd a,b,c € (0,00), atunci

(b4 1 o4
Za b —;—c <a*(b+c)+b*(a+c)+c(a+b) — 3abe.

Daniel Sitaru

Solutie. Ardtdm ci daci z,y € (0, 00), atunci
2 .2
sy — iy >\ o 8
21y

Notidm { U= 5 < 2u® = a® 4y
v = 1/‘7cy<:v2 + xy
2u? + 207 =22 + 2zy + y2 = Q(u2 + UQ) =(z+ y)2
Inegalitatea (1) se scrie: z +y — v > u sau
(@+9)° 2 (y+v)° &2’ +0°) 2 (u+v)’
20 +20° —u® —0v® —2uw >0 (u—v)>>0
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. z
Inlocuim in (1) pe  cu — si pe y cu L
Yy x

Pentru x = a; y = b: a? 4+ >

Prin inmultire cu ¢

Analog

Va+cfa>a 3 + abe (3)

b+ bie>b

Prin adunarea relatiilor (2), (3) si (4):

[14 | 4
a2c+b26+b2a+cza+c26+b202Za Hte + 3abc
2
44 4
a2(b—|—c)+b2(c—|—a)—|—cz(a+b)—3achZa\/b erc .

14. Sd se rezolve in 7. ecuatia m* — 22m + 40 = 3.

ITonel Tudor

Solutie. Pentru n = 0 avem ecuatia de grad doi m? —22m+39 = 0, cu discriminantul
A = 328 = 4 - 82, care nu este patrat perfect si atunci m ¢ Z.
Daci n < 0, fie n = —I € N*. Atunci ecuatia devine (m? — 22m + 40)3' = 1, posibila
in Z doar daci m? — 22m +40 = 3' = 1, deci | = 0 si m? — 22m + 39 = 0, imposibil
in Z.
Rezulta cd trebuie sd avem n € N*| caz in care 3" este numar impar i se impune ca
i m s3 fie numir impar. Pentru n € N*, ecuatia dat, scrisi in forma m? — 22m +
40— 3" = 0 si considerata ca ecuatie in m, are discriminantul A = 484 —160+4-3" =
4(3™ 4 81), iar m este intreg doar dacd 3™ + 81 este patrat perfect.
Se constata ca pentru n € {1,2, 3,4}, 3" + 81 nu este pitrat perfect.

Dacd n = 5, atunci A = 367 si m € {—7;29}, deci am giisit perechile (m,n) de
solutii intregi (—7;5) si (29;5).
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Pentru n > 6, avem 3" +81 = 3*(3"~* + 1) si se impune ca 3" ™* + 1 si fie pitrat
perfect.

n>6par =3t 41=(4-1)""*+1= M4+ (-1)"+1 = 4k + 2 care nu este
patrat perfect, deoarece un patrat perfect este de forma 4k sau 4k + 1.

Pentru n = 2p +1 > 6, dacd 3" "% + 1 este pitrat perfect, atunci 32?73 + 1 = ¢2,
unde ¢ € Z. Rezultd 372 = ¢> — 1= (¢ —1)(¢+ 1) sideci 3* =r +1,3" =71 — 1,
a+b=2p—3. Atunci 3% — 3% = 2.

Dacda a > 1si b > 1, ar trebui ca 3 sa divida pe 2, imposibil. Singura posibilitate
este a =1 gi b =0 care conduce la 2p — 3 = 1, p = 2 gi n5, In contradictie cu n > 6.
Deci ecuatia din enunt are in Z doar solutiile

(WL1,7L1) = (—7, 5) §i (mg,’l’bz) = (29,5).

15. Fie a,b,c € Ry\{1}. Ardtati ca

at—1 -1 c*t-1
2 2\/ . .
V2 a—1 b-—1 c—1

> (a+Vb+avh—1) (b+ Vet by/e—1) (c+va+eva—1).
Mihai Vijdeluc

Solutie. Avem
2
(@ +1)b+1)=a’b+a*+b+1= (a+\/5) —2aVb+a’b+1

- (a+\/5)2+(a b—1)22%(a+\/l;+a\/l;—l)2.
La fel aratam ca

B +1)(c+1) > = (b+Vet+b/e—1)° i

(c—|—\/a—|—c\/a—1)2.
Daca le Inmultim membru cu membru, obtinem inegalitatea:
8(a® +1)(b+1)(B* +1)(c+1)( +1)(a+1)

> (a+x/5+a\/13—1)2(b+\/E+b\/E—1)2((c+\/a+c\/5—1)2@
at—1 b -1 -1
a—1 b—-1 c—1
> (a+x/5+ax/5—1)2(b+\/5+b\/5—1)2(c+\/5+c\/a—1)2:>

1_ 4 _ 4 _
éz'\/i\/(;fll'bbff ' Ccfll
> (a+\/5+a\/5—1) (b+ve+bv/e—1) (c+vVat+esa—1).

(@ +1(a+1) >

N =N~

<8
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Clasa a X-a

1. In orice triunghi ABC, cu notatiile obisnuite, avem:
a? +b? b2 + 2 c2+a2> 1
(a+b)* (b+c)* (c+a)* — 8R?
D.M. Batinetu-Giurgiv gi Gheorghe Boroica

(z+y)*

Solutie. Din inegalitatea 2% + y? > , Va,y € (0,00), obtinem

a’ + ¢ b + 2 A +a? 1( 1 1 1 >
= > — >
v (a+b)4+(b+c)4+(c+a)4_2 (a—i—b)?_'—(b—&—c)Q—i_(c—i—a)2 -
Radon (1+1+41)° _ 27 _ 2
= 2((a+b)+(b+c)+(c+a)? 8la+b+c)2 322~
@® 2 1
27722727
8 (3Rv3)" B8R

unde in (1) am folosit inegalitatea lui D.D. Mitrinovié: 2p < 3v/3 R.

2. Dacd m € Ry = [0,00), tar ABC este un triunghi, atunci:
A m—+1 B m—+1 m—+1
7 ((s5)" ()" e (esG) ) 2o

notatiile fiind cele obisnuite.
D.M. Batinetu-Giurgiu gi Nicolae Musuroia

m+1 m+1 m+1
7 ((es3)" + (sg) () ) 2

)m+1

Solutie.

Radon m(atg%—l—btgg—l—ctg%
> 3
= 3m

uler

E
— 2m+1(2R o T)m+1 Z 2m+1(3r)m+1 — 6m+1 . rm+1

= (2R~ )"

cu egalitate in triunghiul echilateral.

3. Se considera punctele A, B,C,D pe un cerc de centru O astfel incat
ABNCD = {M}. Tangentele in A gi B la cerc se intersecteazd in E, iar tangentele
tn C §i D la cerc se intersecteazd in F. Daca EONCD ={G} si FONAB ={H},

demonstrati ca HG||EF .
Florin Bojor

Solutie. Deoarece GO L HM, HO L MG = O este ortocentrul AMHG =
OM | HG (1)
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Consideram ca cercul este de raza 1 si notam cu z € C afixul punctului X pentru
orice punct din plan.

. ab(c+d) —cd(a+10) . 2ab 2cd
Atunci m = jiar e= ——, f= ——.
ab — cd a+b c+d
Vom demonstra ca
OM | EF (2)
OM 1 EF & =% cpe @0+ d) ip
f—e ab—cd
N (a+b)(c+d)  (a+b)(c+d)
ab—cd ab—cd ’

1
relatie care este adev aratd deoarece |a| =1 & a = - si analoagele. Atunci, folosind
(1) si (2) = HG||EF.

4. Fie a,b € N* cu b impar. Definim sirul (zn)n>0 prin o = 1, x1 = 2 §i

2
axn-}—l + b o v . P .
Tnt1 = ——, Vn > 0. Sa se demonstreze cd toti termenii sirului sunt numere

axny
naturale daca st numai daca a il divide pe b.
Florin Bojor

. . da+b
Solutie. Dacd z2 € N = € N = alb.
Dacad alb = 3k € N* cua = k-b, unde k este numar impar, atunci relatia de recurenta
. -T?rrl + k . 2 .
devine 42 = ——, Vn > 0. Pentru orice n € N avem Zn422n = Tpy1 + k si
T

n
Tn43Tn+1 = me_g + k. Scazand cele doua relatii, se obtine
Tn + Tn+2 o Tn+1 + Tn+3
Tn+1 Tn+2

Tn+2 (:Cn + xn+2) = mn+1(xn+1 + $n+3) <

.. Tp + Tni2 .
Atunci girul <7 este constant, deci
Lnt1 n>0

Tp + Tnt2 o To + X2 o 54k not

eN
Tn+1 X1 2

= Tp + Tnt2 = PTntl = Tnt2 = PTntl — Tn
si prin inductie se demonstreaza ca z,, € N.
5. Rezolva{i in numere naturale ecuatia
16" +3- 16" + 2. 16"} = 1284
Gheorghe Boroica
Solutie. Fie x = k+ o, unde k = [z] € Z si o = {z} € [0,1). Ecuatia devine:
1657 +3.16" + 216" = 1284 & (16" 4 2)(16* + 3) = 1290 (1)
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1290 1290 1290
< } . De aici, cum k € Z, deducem ca k = 2.

Atunci 16" +2 =
w102 = e 3 (e 0
: . < 4 . L9 :
Dm(1)ob‘g1nemca16°‘+3:5<:>2°‘:2<:>a:1,demx:2+1:1eumca

solutie a ecuatiei.
6. Sa se arate ca, dacan € N, n > 2, atunci

n*(n®* +n+1) ‘ Crs
Gheorghe Boroica

n
Solutie. Deoarece CF = —CF-! avem:
n k n—19

n® 1 2”3 —1 2 2, 2 2
n n— n— n—
Cn3 = ; n3_1 — 1 n_1 n3_og — N (’fl +n+1)Cn372,

deci are loc concluzia.
7. Sa se rezolve ecuatia
sinx B
1 2 3 4
Andrei Eckstein

sin2x  sin3x  sindr 0

Solutie. Notand sinx = s i cosx = ¢, obtinem:
5 2sc 35 — 4s° B 4sc(2¢? — 1) —0
2 3 4 o
adics s(4s® + 6¢® — 6) = 0, asadar s(c —1)(3¢* +c+1) = 0.

Solutia este: S = {kw|k € Z}.
. ) z+1
8. Flie functia g : R — [0,1), g(z) = {{z} + 3 .
a) Sd se arate cd functia g este surjectivd.
b) Sd se arate cd functia g este periodicd. Sd se determine perioada principald a

Dana Heuberger

acesteia.
Solutie. a) Fiey € [0,1). Alegem z = %
I. Daca y € [0,%), atunci = € [—%,O), si

e ) - (5

5

g( 3

II. Daca y € [%,1),atunci T € [0,%), si
2y — 1 +1 2y — 1 +1
o= (2 (552 - (225 -

3 3
b) Notim {2} = f € [0,1). Avem £l ¢ [%71)-
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I. Daca z =2k + f, cu k € Z, atunci:

ot = {re {er 2 b= {re {557

3{z}+1 T € [Qk 2k+l)
Asad = 2 ’ 3
sadar g (z) { Ml we [2k+ 1,2k +1)
II. Dacax =2k — 1+ f, cu k € Z, atunci:

sa={r+ (e )= (1) -]

el e [2k—1,2k— 1)
, w€ [2k— 3,2k)
w’ e [6k—176k+1)
Obtinem: g (z) = L%’”U’ = [M’6k+3)
)

3
3z—(6k+3) 6k+3 6K-+5
2 , ZTE [ 3 0 3

(21}

w
w

w
w

Rezulta:

:3;15—(271—1) Va € [Zn—l 2n—|—1) Vn e 7
3 7 3 ’ '

FieneZ size [%,%) Atunci,x—i—%é {%,W) si:

3(x 2—271, 1 €T — n —
v tEriten) ey,

2

g-

) o perioadd pentru g. Atunci, g (t) = g (0) = 3.

3t4+1
2

Asadar functia g are perioada
2

Presupunem ca exista t € (O, 5

Daca t € (0, %), atunci g (t)
Daca t € [%, %), atunci g (t) = 32—’1, de unde rezultd ci t = %, fals.
Asadar t = % este perioada principald a functiei g.

, de unde rezulta ca t = 0, fals.

9. Fie triunghiul ABC si D, E, F punctele de contact ale cercului inscris in
acesta cu laturile BC, CA, AB. Fie G1,G2,G3 centrele de greutate ale triunghiurilor
AFEF, BDF, respectiv CDE.

a) Sa se determine mdsura unghiului dintre dreptele AG1 si BG.
b) Sd se arate ca AG1 = BG2 = CG3 dacd st numai dacd triunghiul ABC este
echilateral.
Dana Heuberger
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Solutie. a)

Consideram ca triunghiul ABC este orientat

in sens trigonometric.
Notam AB = ¢, BC = a, AC =b.
AT 5B _ (p-b)zat(p—a)zp
1+ 2= ¢ ’
_ (IO—C)ZA-"-(10—11)207

Avem: zp =

ZE

b
2p = (p*C)ZB::(P*b)Zc.

1
26, —2A=3(2a+ 28+ 2F) —2za &

1 —b - - -
@ZGI_ZA:*<<p +2 C—Q)zA+pca23+pbazc>

3 c b
Obtinem:
p—a
ZG1—ZA:W(b(ZB—ZA)-f—C(Zc—ZA)).
Analog,
2Gy — ZB = pg: (c(zc —zB) +a(za — 2zB)) .
Rezulta
26, —za _ _a(p—a) bre 54
ZGy — 2B b(p—b) a+ec- 928
_a(p—a) b+c-2(cosA+i-sinA)
~ b(p—b) a+c-%(cos(—B)+i-sin(—B))
2, —24 _ p—a l4cosA+i-sind
sz—zB_ p—b 14 cosB—i-sinB
S " COS% (cosA+B+i sin7A+B>
- p—b cosZ 2 2
A
— — 5 A+ B A+ B
2Gy — %A _ P a-cosé(cos(w—l— + )+i-sin(7r+ + )) (1)
26, —28  p—b cosF 2 2

Asadar 1 (AGy, BG) = (m+ A448) — 7 = 448

A B
. s x AGy _ p—a 5% . BGy _ p—b  cos 5
b) Din (1) rezulta ca BG: = b e B Analog obtinem TGy T pc T

AG1 =BG, =CG3 & (pfa)-coséz(pfb)-cosg:(pfc)-cos%. (2)
7



Argument 20

Deoarece p—a = % - cos? g sip—b= % - cos? §7 obtinem:
A B A B .
(p—a)~cos§:(p—b)~cos§ <:>b-cos3§:a-cos3§t<3:l>n
A B A A B
& sin B - cos® 5= sin A - cos® 5 &= sin5 - cos? 5= sin§ - cos? 5
Rezulta:
A B 1—sin? 4 1—sin®? 2
(p—a)-cos= = (p—>b) cos— & —2 = — (3)
2 2 sin 5 sin 3
Folosind definitia, se arata ugor ca functia f:(0,1) = R, f(¢t) = 12 oste injectiva.
t
Asadar, (3) & f (sin g) =f (sin g) < A=B.
—sin? —sin2 €
Analog, (p—10) -cosg = (p—C)'COS% s 1 Sin%2 =- s‘m%z < B=C.

Agadar, (2) < AABC este echilateral.

10. Sa se rezolve sistemul:

3827 _3log,y=2—=
31°g2y—310g22:2—y
3827 _3log, 2 =2 — 2

Nicolae Musuroia

Solutie. 1) Daci
z>y>0=>2—2<2—y=3952" _3log,y < 3°82Y _3log, z =
0 < 3ls2® _3loeay < 3(Jog,y —log,2) > y>2=>2-y<2— 2=
3l°2Y _ 3log, » < 3'°82¥ — 3log, v =
0 < glos2v _ glog2 2 < 3(logy z — logy ) = z > x.
Decix >y > 22>z, adicax =y = z.
2 Dacizc <y=2—2>2—y= 382" _3log,y > 382¥ — 3log, z =
3(log,y —log, z) < 30827 _3le2¥ < 0= y< 22—y >2— 2=
3l°2Y _ 3log, » > 3'°82% — 3log, r =
3(log, © — log, z) > 3'°82% —3l°82¥ > 0 = g > 2.
Decix <y<z<z, adicax =y = z.
In ambele situatii avem x = y = z. Obtinem ecuatia
3827 _3log,x =2 —x = 352" 4z = 3log, x + 2.

Notidm log, = = t; ecuatia devine 3" + 2" = 3¢ + 2, adicd f(t) = g(t), unde f : R — R,
f(t) = 3 + 2" este o functia convexs, iar g : R — R, g(t) = 3t + 2 este o functie
de gradul intai. Prin urmare, ecuatia f(t) = g(t) are cel mult doud solutii. Cum
ty = 0 si t2 = 1 verifica ecuatia, deducem ca acestea sunt singurele solutii, deci
solutia sistemului este: (1,1,1),(2,2,2).
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11. Sa se rezolve ecuatia:
1 1 1

(sin2 1‘) sin2 z - ((;052 x) cos2z — 1—6

Daniel Sitaru

1
Solutie. Aratam ca, dacd a,b € (0,00); a + b = 1, atunci as bt < 10

1

Presupunem cd a < b= — > 3
a

1
1:a+b22\/%=>2\/¢%§1:>x/£§§

11
(a; g); (log,y, a;log,, b) sunt la fel orientate. Din inegalitatea Cebysev

1 1 1 1 1
- - > - 4=
a logaba + b 1Ogab b = Q(IOgaba + 1Ogab b) (a + b)

122

1 1 1
=-1 b(-+-)>=- =2
g OBab @ (a+b)_2 a+b
1Ogab a’% + 1Ogab b% 2 2= IOgab(a’b)2

logay(a® - bb) > log,, (ab)?

1 1 1\? 1 1 1
a.phr < b2<(7) = —_ = ga.pp <
¢ s =\3) =%~ =16
1
Egalitatea are loc pentru a = b = 5
. .92 2 . .92 1 2 —1 1 .
Fie a= sin® z; b= cos” z. Ecuatia (sin® z)sin?s (cos® ) cos?z = g revine la a= b= 3

.2 1 2
sin“z == =cos" =

2
=>zx€ {(—1)’C arcsin g +kr|ke Z} U {(—1)’C arcsin (—g) +kr|ke Z}

re {0 T bk ke ZhU LD ke |k € 2)

12. Fie f: A= R, ACR; i A €[0,1]. Sd se arate cd dacd:
a) f este functie convexd gi descrescatoare, atunci

f@yay) < Af(@)+ (1 =N f(y)
b) f este functie concava st crescatoare, atunci:

f@vay) 2 Mf(@) + (1= A) f(y)

Daniel Sitaru
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Solutie. Daciz <y=Ax+ (1 -ANy=Az—y)+y <y < z2+y? <2 /zy.
Daciz>y=Xx+(1-Ny=01-N(y—2)+z <z <224y <2/y.

Rezulta:
Az + (1 - Ny <2/zy
feonvexd = f(Az + (1 —AN)y) < Af(x) + (1 —AN)f(y)
feonvexd = f(Ax + (1 —N)y) > Af(x) + (1 —N)f(y)
f crescétoare = f(Ax + (1 — N)y) < f(2y/zy)
f descrescitoare = f(Az + (1 — N)y) > f(2/zy)

Din (1), (4):

F@RVry) < fOz+ (1= XNy) < Af(z) + (1 =N f(y)
Din (2), (3):

F@RVry) = fOz+ (1= XNy) = Af(z) + (1 =N f(y)

13. Sa se arate ca

ITonel Tudor

2 2
sin” x cos” x 1
> -, VzelR
1+4costz  1+4+4sintz ~ 2 v
. o 1—cos2z 1 — 2cos 2z + cos? 2z
Solutie. Cum sin“z = —g stz = ) ,
5 1+ cos 2z 4 1+ 2cos 2z + cos? 2z .
cos"r = ————, cos T = ) , obtinem
14+4sin*z =2—2cos2x +cos?2x si 1+4cos’z =2+ 2cos2z + cos? 2z.
Rezulta
sin? x _ 1 1 — cos2z
1+4costz 2 24 2cos2x + cos? 2z
cos? x _1 1+ cos 2z
1+4+4sin*x 2 2—cos2x+ cos2 2z’
iar inegalitatea devine
1 —cos2z 1+ cos2zx

2 + 2cos 2z + cos? 2x * 2 — 2cos2x + cos? 2z

sau, dupa eliminarea numitorilor si reducerea termenilor, obtinem:
4 2 2 2
cos” 2z — 6cos” 2z < 0; (cos” 2z)(cos” 2z — 6) < 0,
care este adevarata.

14. Fie ABC un triunghi in care A = 2B. Aratati ca a < 2b.

Mihai Vijdeluc st Vasile Ienutas
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Solutie. Avem sin A =sin2B = 2sin B cos B, iar A = 2B = B este unghi ascutjit,
rezultd cos B > 0.
Din teorema sinusurilor avem:
a b 2 _2bcosB< 2b
sinA sinB 2sinB sin A sin A
15. Fie a,b,c € (0,00) cua+b+c=1. Aratafi cd

=a<2b

log®b  logic n log®a
3a+2 3b+2 3c+2

Mihai Vijdeluc
Solutie. Folosind inegalitatea lui Holder avem:
log2b  logic  logla (log, b+ log, ¢ + log, a)?
3a+2 3b+2 3c+27 3Ba+2+3b+2+3c+2)

. (logab—i—logbc—i—logca>3
= 3 .

Din inegalitatea mediilor rezulta:

log, b+ log, c +log.a
3
si problema este rezolvata.

=
Il
\.)—‘

> (log, b - log, c - log, a)% = (log, a)

Clasa a XI-a

1. Fiea > 0, b € R. Pentru ce valori ale lui a $i b ecuatia a® = bx + 1 are
solutie unicd reala?
Dan Barbosu

Solutie. Distingem situatiile:
(1) b= 0; ecuatia a® = 1 are unica solutie z = 0, Va > 0.
(1) b> 0; in acest caz f : R = R, f(z) = bz + 1 e strict crescitoare si f(0) = 1.

(a) Dacd a € (0,1) = g : R — (0,400), g(z) = a” este strict descrescitoare si
g9(0) =1 = f(0). Ecuatia g(z) = f(z) are unica solutie z = 0.

(b) Dacd a € (1,400) = g : R — (0,+00), g(z) = a” este strict crescitoare,
convexd gi g(0) = 1 = f(0), graficul lui f intersecteazd in general graficul lui g in
doua puncte. Ecuatia f(z) = g(x) are solutie unica, dacd punctele precedente sunt
confundate, adics ¢'(0) = f'(0) © lna=b < a = €.

(447) b < 0; In acest caz f : R — R este strict descrescitoare si f(0) = 1.

(a) Dacd a > 1 = g este strict crescitoare si g(0) = 1 = f(z) = g(x) are unica
solutie x = 0.

(b) Dacd a € (0,1) = g e strict descrescitoare, convexa si g(0) = 1. Atunciz =0
e unica solutie a ecuatiei

f(x)=g(x) < f/(0)=¢(0) & b=1Ina < a ="
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(iv) Dacd a = 1 <= f(z) = g(z) are unica solutie z = 0.
Deci:

{(a,b) € (0,400) x R|3!mg €R ai a™ =bzo+1} =
= {(a,b) € (0,1) x (0,+00) } U {(e’,b)| b € (0,+00) }U
U{(a,b) € (1,400) x (—00,0)} U {(e”,b) | b € (—00,0) }U
u{(1,0)[be R} U{(a,0)]a € (0,400)}.
2. Calculati f'(0) #n fiecare din cazurile
(@) f:R—=R, f(z)= ""a2r-1 —sin®>" 'z, neN*;
(i) f R\{kw+ Tlke z} SR, f(z)= TR/ g s, neN-.
Dan Barbosu
Solutie. (7)

2n+1 . — . —
, . "/ p2n=1 —gin2nly L anga/x2rl —gin?t Tl g
£'(0) = lim = lim oSt v

z—0 xT z—0 r2n+1

2n+i/x —sinz  a27—2 4 z2n3ging + --- +sin?" 2 ¢

= lim
0 3 p2nt2
Dar 2n—2 2n—3 2n—2
. ozt 4 Csinxg + -+ - +sin”" T
lim DT =2n—1,
z—0 T
iar . .
. x—sinx . 1l—cosx . sinz 1
lim 5 = lim 5 = lim = —.
z—0 T z—0 3T z—0 61 6

A nt1/2n —1
In concluzie, f/(0) = ° +\1/ n6 .

(71) Analog cu (i) =

2n+1 / — 2n—1 - -
, . n xQn 1 tg n x . 2nt1 a:Qn 1 _ thn 1 x
£7(0) = lim = lim —
z—0 x z—0 xrenT

m 2n+</:c —tgx 22 4 p2n3tgx + ...+ tg?" 2

z—0 3 x2n—2
Dar 2n—2 2n—3 2n—2
LTttt g 4+ tg M T
lim o =2n—1,
z—0 xn—
iar .
. x—tgx . l—cos?x 1. sinz 2 1
lim 3 = lim > = —= lim = —=
z—0 X z—0 3x 3 z—0 x

In concluzie,

’ _ 2n+ 72n_1772n+ 2n —1
F1(0) = """/ 3 = i/ o
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3. Fiea >0, a# 1. Calculati limita

l(a) = lim ((a + )" —a")"
e

Dan Barbosu

Solutie. Avem succesiv:

o ((2) ) = (42) )

x>0 x>0

. zIn z z . (& L=
:ilﬂ% (e 1(1+a>_1) :i% (mln(lm

l(a)

x>0 x>0

. eem+2) _ 1\” . ln(1—|—£) 2\
— hm — x f‘l .

2o\ el (1+3) . e

1

_ z\2
B ili%(x ) a® =1

x>0

Am folosit limitele fundamentale:

RO — 1 gils = lim 2® = 1.
=50

ll = lim = 1, lg = lim
n—0 n n—0

Qn
4. Dacd (an)n>1, (bn)n>1, an,bn € R, Vn € N* g lim — = a € R},

n— oo TL'

bn 1

im % =beR;, sd i lim (" l— Yan b)) = -
nlgr;o ] b e RY, sa se arate cd nlgrgo ( (n+1)! an bn) .

D.M. Batinetu-Giurgiu gi Nicolae Musuroia
Solutie. Avem:

n ! 1!
lim 9L iy et b (A DE_
n—oo Gn M n—oo (Nn+ 1) ap nl-n

bn+1

si analog lim = 1. Din teorema Cauchy-D’Alembert, deducem

n—oo Op * M

n n

. vV an . / Gn . (n+1 n
lim +— = lim %/— = lim 7+1 - —
n—oco 1N n—o0o nm n—oo (’I’L + 1)n+ An,

. An+41 n n+l 1
lim — ( —— ==
n—oo An N \N + 1 e

si analog lim =—-, lim — = —-.
n—oco 1N € n—oo T &
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"/ (n + 1)!
2(7), n > 1. Atunci
Vanbn
VIR
\/e e=1

Fie u,, =

lim uw, = lim

n—oo n—oco n‘fl na ”b
Up — 1
si lim =1, iar
n— oo lnun
lim u, = lim (n+ D) .
. n! n! ( n )" n+1
= lim {/ — - — =e
nooo V an bp \n+1 "/ (n+1)!

Prin urmare

lim ( "R/ (n+ 1) — 2/ anb">

n—roo

= lim %/ anbn(un — 1) = lim 2 anbn - Un —1 Inun,

n— oo n—oo In Un

. onfGn bn  Un, —1 a1
= lim — Inu, = -.
n— oo n®* n"  Inu, e

5. Sa se arate ca pentru orice numar natural n, existd numerele rationale strict

pozitive agp < a1 < --- < an cu proprietatile:
ao QAn 1
D gptEt e =

b)\/%+\/a+m+\/a<m.

Gheorghe Boroica

Solutie. Din identitatea (C2)? + (CL)* + --- + (C)? = C%,, n € N, deducem c&

n n! 2 (2n)! 1 =n 1 1
P (mm - k>!> = e MR Gl & R BE )t
1
Alegéand numerele ay, = W m, k € 0,n, acestea sunt rationale si verificd a).

Cum

k=0 k=0
-1 (i I I i) <3
- /@)l \n! T (n—1)! ot 2n)!’

numerele alese verifica si b).
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6. Sd se determine functiile derivabile f : [0,00) — [0, 00) pentru care f(0) =0
si f'(2®) = f(x), pentru orice x € [0, 00).
Gheorghe Boroica

Solutie. Se observa ca functia nuld nu este solutie.
Fie in continuare functia f nenuld si care e solutie. Din ipotezd avem ca f'(z) =
f (\3/5) >0,Vx >0, deci f este crescitoare pe [0, 00).
Cum f e nenuld si f > 0, va exista x9 > 0 astfel incat f(xg) > 0. Alegem a =
sup{z | f(z) = 0}. Deoarece f e nenuld, avem ci a # +oo si atunci a € (0, 00).
Din continuitate i monotonie, deducem c& f(z) = 0 pe [0,a] si f(z) > 0 pe (a,c0).
AplicAnd teorema lui Lagrange lui f pe [a,a + 1], deducem ci existd ¢ € (a,a + 1)
astfel incat f(a+ 1) = f'(c), deci f(a+1) = f (E/E)
Din f crescitoare si /¢ < v/a+1 < a+1, rezultd ci f este constantd pe [\3/5, a—+ 1],
deci f’ este nuld pe acest interval.
Atunci f'(a+1) =0 = f'(0) si cum f’ este crescitoare (compunere de doud functii
cresaciitoare), rezultd cid f' = 0 pe [0,a + 1]. Atunci f'(¢) = 0 = f(a +1). Cum
f(a+1) > 0 (din alegerea lui a si f crescitoare), se obtine o contradictie, deci
presupunerea facuta e falsa.

In concluzie, singura solutie este functia nula.

7. Fie n un numdr natural nenul §i 1,22, ...,z, € (0,00). Sd se arate cd:

$1+$2+"'+$n)
- .

In(1+z1) -In(1+z2)-...-In(1 +z,) <In" (1 +
Gheorghe Boroica
Solutie. Functia f: (0,00) = R, f(z) = In(In(1 + x)) este de doud ori derivabila si
— (1+1In(z+1))
’ o 7" _
o) = (z+1)n(z+1)’ @) (x+1)2In?(z + 1)
Cu inegalitatea lui Jensen avem:

f(m1+~~~+xn) o f@)+-- 4 fzn)

< 0, deci f este concava.

n n
&n (ln (1 + u)) > L in(n( + 22)) + -+ In(n(1 + 20))]
n n
< nln (ln (1—|— W)) >Inln(l+z1)In(1+z2) ... In(1+ z,)]
< In" (1+$1+$2_;'”+xn) >In(1+z) In(1+z2) ... - In(l4z,),

de unde se obtine concluzia.

8. Fie n € N*. Pentru orice matrice A € M,(C), notdm cu S(A) suma
elementelor sale.
a) Ardtati cd existd o infinitate de matrice A € M2(R) astfel incat, pentru orice

ke N, S(A%) =

2k—1 .
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b) Fiea € C si A € M, (C) cudet A =0, astfel incat S(A*) = o*™', Vk =T,n.
Demonstrati cd S(AF) = o*~!, Yk € N*,

1
¢) Pentru o = —, dati un exemplu de matrice cu proprietdtile de la punctul ).
n

Dana Heuberger

Solutie. Solutie. Alegem A = ( (CI Z ) € M2 (R), cu det(A) = 0, deci cu
rang(A) = 1. Rezultd cd A = ( kaa kbb ), cu keR.
Atunci, S(A)=(k+1)(a+bd)=1k= a%rb —1.
In acest caz, tr(A) = a — b+ ai%ng't. Din relatia Cayley-Hamilton rezultd ca
A®=1t-A, deci §(A%)=t-5(A)=tZL . Obtinem:

2(@2—62):a—b. (1)

Cazul I: Dacd a =b € R*, atunci k = 5~ — 1 si solutiile sunt:

a a
A= 1 1 , a €R.
i—a i—a

Cazul II: Dacid a # b, atunci din (1) rezultd c& a+b= 3 si k=1
Solutiile sunt:

1
a ——a 1
A= % ,aeRa;ﬁZ.
a ifa

b) Fie m € N,m > n. Presupunem ci pentru orice k¥ < m avem S (Ak) = aF 1

Deoarece det (A) = 0, relatia Cayley-Hamilton devine:

A" —ap 1 - A" Y by AT — L+ (—1)"_1 a1 -A=0,. (2)
Calculand suma elementelor matricei din membrul stang, obtinem:
"t a1 a" iAo~ + (71)"71 a1 =0
Inmultind egalitatea precedentd cu o™ ™! obtinem:
™ =an_1-a™  —an_9-a™ .+ (-1)"-aq - qm (3)

Inmultind (2) cu A™ "1 rezulti:
A" =y AT — g AT L (D) - AT =0,

Calculand suma elementelor matricelor din egalitatea precedenta si folosind ipoteza
de inductie, obtinem:

S (AmH) —ap_1-a™  —an ™+ (-D)" a1 - am !
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Din (3) rezultd cd S (Am+1) =a™.

c) Alegem
1
ﬁ ﬁ ... ﬁ
1 1 1
A=| @ om o om | eMm®
1 1
E ? ... ﬁ

Fie M = {X € M3(C)|tr(X?) = tr(X) = 0}.
Aratali ca multimea M este infinitd.
Dati un exemplu de matrice A,B € M, cu AB # BA.
¢) Dacd A€ M, A®# Os, ardtati cd, pentru orice k€ N, A** ¢ M gi A*t1ec M.

Dana Heuberger

9.
a)
b)

0 0 O
Solutie. a) Pentru orice z € C, X, = z - ( 0 2 O ) este o solutie.
0 0 —i

0 0 O 0 0 2
b)MatriceleA—(O —1i 0>€M§iB—<O i 2 >€Mnucomuté.

0 0 = 0 2 —3
c) Fie A € M, cu valorile proprii A1, )2, As. Presupunem ci A? € M. Atunci,
tr(A%) =M+ A+ =0.
Deoarece tr(A) = A1+ A2+ A3 = 0 si tr (A3) =2+ X3+ A3 =0, rezultd ci
A = X2 = A3 =0, deci A® = 03, fals. Agadar A? ¢ M si A2 + 23 + 23 #0.

Avem { )\é * )\3 * /\g =0 deci { Az =— (A1 +A2) adica
M+ +A=0" M+ -+ r)’=0"
A2 ()\1 + )\2) = 0.
MZa#0
Obtinem X2 = —a sau permutarile circulare ale acestui sistem.
A3 =0
Folosind relatia Cayley-Hamilton, deducem ca A23 :1 a?- 124
t ¢
Prin inductie, rezulta ca pentru orice t € N, { ‘:2;2 i 32’5 132€¢/\//\l4
an - "
10. Fie b > 1. Sd se arate cd sirul (an)n>1 cu a1 =1 §i any1 = PR este

convergent gi s se determine limita sa.
Nicolae Musuroia

a 1 "
Solutie. Se verifica, ca a, > 0, Vn € N*| si din nt < 1, deducem ca
an an + b"

(an)n este descrescitor.
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R 1 1 1
Insumand relatiile =—+ —,k=1,2,...,n— 1, obtinem
ag+1 ax bk
1 14 1 + 1 +-+ !
an b b2 b1’
1 b 1 1 b
deci — = ——(1 — —]. Trecand la limita, obtinem cd lim — = —— deci
An, b—1 bn n—oo n b—1
I b—1
oo™ T T

11. Fie g: R — R o functie continud care are exact doud puncte fize a si b cu

a < b. Sa se arate cd funclia f: R = R, cu f(a) =0 si f(f(z)) =g(x), Vz € R, nu
este continud.

Nicolae Musuroia

Solutie. Din g(a) = a, f(a) = b si f(f(x)) = g(x), Vz € R, obtinem
1(f(@)) = gla), deci £(b) = a.

Presupunem cd f este functie continud. Fie h : R — R, h(z) = f(z) — z. Cum
h(a)-h(b) = (b—a)(a—"b) < 0si h este continui, deducem ca existd xo € (a,b) astfel
incat h(xzo) = 0, deci existd zo € (a,b) astfel incat f(zo) = xo.

Atunci zg = f(z0) = f(f(z0)) = g(x0), adica g are punctul fic zo € (a,b). Contradictie
cu faptul ca functia g are numai punctele fixe a gi b. Prin urmare functia f nu poate
fi continua.

Observatie. Pentru g(z) = 22, obtinem problema XI302 din RMT 4/2010, autor
Florin Rotaru.

12. Fien,p,q € N*, A € M, (R) cu APTI4+A*1 4 AT = O,,, jar B = AP+ AI+1T,.
Sa se arate cd matricea I, — AB este inversabild.
Nicolae Musuroia

Solutie. Se verifica, c& AB = BA. Din APTI 4 A%9 4 AT = O, rezulta ca
AY(AP + AT+ 1,,) = Op, deci A7- B =0, si A?- B =0, = (AB)".

Din (In — AB)(In + (AB) + (AB)* + - -- + (AB)" ') = I,, — (AB)? = I,,, rezulti ca
matricea I, — AB este inversabila.

13. Fiep € R} fizat gi sirul (xn)n>1, unde x1 € (0,p+1) $i xny1=vpTn+p+1,

Vn € N*. Sa se studieze dacd sirul (zn)n>1 este convergent si, in caz afirmativ, sd
se calculeze limita sa.

Adrian Pop

Solutie. Demonstram prin metoda inductiei matematice cd x,, € (0,p+1), Vn € N*.
P(n):zn € (0,p+1), n € N*.

I) P(1):z1 € (0,p+1) propozitie adevaratd conform ipotezei.

1) P(k) — P(k + 1), k € N*.
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Presupunem P(k) : zr € (0,p + 1) propozitie adevaratd si demonstram ca
P(k+1):zk1 € (0,p+ 1) este propozitie adevarata.

Tht1 = /pre+p+1, 2 € (0,p+1)=0<pzr <p(p+1)

Sp+l<pri+p+1<(@P+1)°=>0</prr+p+1<p+1
= Tk+1 6(07p+1)

Din
Py A” o ey
P(k) — P(k+1),k € N* } = P(n) propozitie adevirati
=z, € (0,p+1),Vn e N". (1)

Din ipoteza avem:

Tnt1 =A/PTn +p+1= :riﬂ - xi =(xn +1)(~2n +p+1)>0,Vn e N"
:>1:i+1 > 22 Vn e N *ng0 Tnt1 > Tn,Vn € N* (2)
= sirul (zn)n>1 este strict cresciitor. Din relatiile (1) si (2) T Welgrstrass (
convergent gi lim z, =1€ (0,p+1].

ZTn)n>1 €ste

n—o0
Trecand la limita in relatia din enunt, obtinem:
I=Vpl+pF+1=>01P—pl—p—1=0<«1=—1 (nu convine) sau l = p + 1.
Prin urmare lim z, =p+1¢€ (0,p+1].

n—oo

14. Sd se arate cd, dacd a,b € [0,2], atunci

a0
b+2 a+2

+(2—a) b <12

Daniel Sitaru
Solutie. Fie K =[0,2] x [0,2]; [ : K = R;
2 3
a b

b) =

f(a7 ) b+ 2 + a+2
Functia f este continud pe [0, 1] x [0, 1]. Din teorema Weierstrass, f isi atinge maximul
pe [0,1] x [0, 1], care este un domeniu convex

+(2—a)®

f, _ 2a - L 7b2
T b+2  (a+2)2
3
£ = a5 ey >0
fr= ~Gio 122)2 + —j’i +2b(2 — a)
o2 6 e a0

b+27° atb
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Functia f este strict convexa in x, ¥, z si este definitd pe un patrat cu laturile paralele
cu axele. Rezulta ca f igi atinge maximul intr-unul din varfurile patratului,

f(0,0) =0

f(0,2) = 0" + 2 +(2-0)-22=4+8=12
2420 042 B B

f(2,0) = 2z + o +(2-2)-0°=2
0420 242 B

f(2,2) = 2 + 2’ +(2-2)-2°=2+2=4
2420 242 B B

= ,b) = £(0,2) =12
(ar};%(f(a ) = f(0,2)

15. i) Aflati doud matrice patratice X §i'Y, cu elemente reale, stiind cd

2 2 3 4 .
Xty _<4 3)’

1i) Ardtati ca oricare ar fi matricele X $i'Y, cu elemente reale, cu proprietatea
X2 4y?= (i ;‘) atunci XY £ Y X.
Mihai Vijdeluc

Solutie. ¢) Ludm X = (g g) =X = (i i) st

(0 1 s (-1 0 s w2 (3 4
ro (8 N () e (09,
1) Presupunem contrariul, XY =Y X =
det(X? + Y?) = det[(X +iY)(X —iY)] = det(X +4Y) det(X —iY)
= det(X + Y ) det(X +:Y) = |det(X +iY)|* >0 (*)

Calculam determinantul matricei (i g) gi avem:

3 4
det <4 3) =3.3-4.4=9-16=—7,
contradictie cu (), deci presupunerea facutd este falsd, inseamnd cd XY # Y X.

Clasa a XII-a

1. Fiea,b e R, a <b. Calculali limita

b
= lim / V(m —a)*+ (b— z)"dx

n—r oo
Dan Barbosu
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b
Solutie. Notdm [,, = / ’{/(x —a)” + (b—x)"dx.

a
Vom aplica criteriul clegtelui. Pentru inceput, observam ca:

b
I, = / V(z —a)*+ (b— x)"dx

atb b
:/ "{/(x—a)"—l—(b—x)"da:—i—[wrb \/(x—a)"+(b—x)”dx

a+b

</a2 der/; V(@ — a)rda

ot b b—a
:/ (bfa:)dx+/ (xfa)dx:Q/ tdt
o atb atb
2 2
N L s (b—a)® _(b—a)? N
L e () E e LR LU *)

Comparam (z — a)” cu (b — x)™ pe intervalul [a,b]. Pentru aceasta considerdm
fila,b) = R, f(z) =(b—2)" — (z —a)™. Observim ci

fl@)=(a+b—20){b—2)" "+ (b—a)" *(z—a)+ +(z—a)""'}

Din semnul functiei f, rezulta ca

max {(b-2)",(z = )"} =

Din observatia de mai sus, obtinem

I, S/T ’(/mdm+/ 2/2(z — a)rde
= w{/Z(b—x)dwﬂ-/H(w—a)d:p} — %M (*%)
Din (*) si (**) =
3(b_4a)2§1n< Va9 lim 1, =3l

cici lim ¥V2=1.

n—oo
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4

-3 . « T
3 4} iar n € N*, ardtati ca

2. (i) Daci A = {

(4+30)" + (4= 3)"  (4—3)" — (4+ 3i)"

A — 2 2i
(44 30)" — (4—30)" (443" + (4—3)"
2 2

(i) Deduceti identitatile:
3
5" . tg = ) =
cos (n arctg 4)

5" . sin (narct §> =
g 1)~

Dan Barbosu

a —b
a

b } | a,beR a# 0}; se stie cd (G, -) e un grup, izomorf

Solutie. (i) Fie G = { {

cu grupul (C*,+), iar functia f : C* — G, f(a+b-i) = {Z ;b} este un izomorfism de

grupuri. Atunci: f((a+b-9)") = {(bl _ab} {Z" _ab"

not

} , unde a, = Re(a+ bi)",
b = Im(a + bi)".
Dar (a + bi)" = an + itbn, (@ — bi))" = an — b, =

(a+b)" +(a—bi)"  _ (a+bi)" — (a—bi)"
2 R 2 ’

= ap =

Luéand a =4, b = 3, rezulta

(A43)" + (4= 30"  (4—3)" — (44 3i)"

{4 —3} " 2 2
3 4 (443)"—(4-3)" (“A+3)"+(4-3)"
24 2
4 3 3 . 3
N 1 |cos arctg 1 —sin | arctg 1
(u) A= 1 5 5 — =
513 4 51 . < ¢ 3) ( ¢ 3)
503 sin | arctg 1 cos | arctg 1
(st 3) = ()
N An_i cosn| arc gz —sinn| arc gi

n

S |

. 3 3
sinn| arctg 1 cosn| arctg 1

Tinand seama de cele demonstrate la (7), se obtin identitatile enuntului.
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3. Fie (A, +,-) un inel cu elementul unitate 1 € A. Dacd a,b € A sunt elemente
inversabile astfel incdt ab™" +a~'b =1, atunci ardtati cd

(a—b) (@ ?+b7%) =1
D.M. Batinetu-Giurgiu
Solutie. Avem ab™ ' +a 'b=1=a’b"' +b=0a = a® + b*> = ab si atunci
(a—b)’>=(a—b)(a—b) = a®—ab—ba+ b’ = a’+ b>—ab—ba= 0—ba=—ba (1)
ab ' tab=1=b""+a Cb=a" = b +a P =a b = (ba)"" (2)
Din (1) si (2) deducem c&
(a=b)2@ > +b"?) = —(ba)(ba) " = —1

4. Fie functiile f,g: [0,1] — (0,00) cu f derivabild, f' continud si pozitivd, g
continua. Sa se arate cd
1

lim P dr =In Lf(l)

nooo Jo 14 f(x) +am - g(x) L+ f(0)

D.M. Batinetu-Giurgiu si Nicolae Musuroia
Solutie. Avem:

0< 1@ f'(x) _ f'(z) - a"g()

T1+f(@) 14 f@) +arg@)  (+ f@)(1+ fz) +amg(x))
< xnf,(l‘)g(l'), Vz e [07 1]

Integrand si trecand la limita obtinem:

0<In(1+ f(z))

1
b f'(x)
0 nh_)rr;o/o 1+ f(z) + zng(x) dx
1
< lim / 2" f'(z)g(z)dz = 0.
0

Obtinem
e 0 1)
2 T @ e g@ T T )

5. Pentru o multime finitd M de numere naturale nenule, scrise in ordine
crescdtoare, notam cu ay numarul format prin aldturarea tuturor numerelor din
multime. De exemplu, pentru M = {2,30,41} avem ca an = 23041. Consideram
mulfimea A = {1,2,3,...,100}. Sa se determine cdte numere de forma anr sunt
divizibile cu 3, unde M parcurge toate submultimile nevide ale lui A.

Florin Bojor
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Solutie. Pentru o multime M ={b1, b2, ..., by} numirul ap 3e bi+ba+... +b, 3,
deoarece 10F = 1( mod 3), Yk € N. Prin urmare, trebuie s& gisim cite submultimi
nevide ale lui A au suma elementelor divizibild cu 3. Pentru aceasta, consideram
polinomul f = (X +1)(X%41)... (X' +1) € R[X], care are proprietatea cd, pentru
fiecare submultime a lui A, existd exact un termen de forma X°, unde s este suma
elementelor din submultime. Daca f = a0+ a1 X +---+ a5050X5050, atunci numarul
submultimilor care au suma divizibila cu trei este

asz +ae + -+ aspa9 =

(f() + f(e) + f(e?)) — a0, a0 = 1,

Wl =

unde € este radacina nereala de ordinul trei a unitatii.
Dar deoarece €2 = 1, ¢ # 1, avem f(1) = 2!

fe)=1+e) 20 +e)(1+e7)]” =21 +¢)

si
FE) =1+ [0+ +e)]™ = (1 +%)2%,
. < L 100 33
deci numérul cerut este 3 2" +2°°) — 1.
. . : - . o f(=)
6. Fiek € N* g1 f : [0,00) — R o functie continud cu proprietatea cd hH(l) E =

x>0

1
L eR. Sa se calculeze lim nk"H/ f(x)dzx.
0

n— oo

Florin Bojor

f(x)

Solutie. Deoarece lin[(lJ —~ = {, atunci pentru £ > 0 existd 6 > 0, astfel incat
>0 T
f(z)
o -l <e, Vzel,d).

1 1
Atunci, pentru orice n € N cu — < § si pentru orice z € [0, f], avem ca
n n

1

Snk‘f’l/z |f(x)7xk£{
0

1

nkﬂ/n (f(a:)fwk -E)dx

1
"
k41 k
:n+/z
0

~

(z)

xk

~
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Prin urmare,

1

lim n”l/W (f(ac) — " -()d:c:O(:)
0

n—oo

1 1
< lim nkH/ ’ f(z)dz = £ lim nk'“/ aPd = ¢
0 0

7. Se considerd functia f : R — R continud, periodicd si neconstantda.
Sd se arate cd, pentru orice primitivd F a functiei f, functia G : R — R, G(x) =
F(z? + sinx) nu este o functie periodicd.
Gheorghe Boroica

Solutie. Presupunem contrariul. Atunci G e periodica si fie T > 0 perioada sa.
Rezultd ci functia g = G’ e periodicd de perioads T

gz +T)=(Gx+T)) = (G=)) =g(z), Yz € R.
Avem ca G e derivabila si
g(z) = f(z® +sinz) - 2z + cosz), Vo € R,

Atunci g e continua i fiind perioada avem ca g este marginita.

Dacd h: R — R, h(z) = 2 4 sinz = h'(x) = 2z + cosz, h’(x) = 2 —sinz > 0, deci
h’ e strict crescatoare pe R.

Deducem c& exista un unic a € R (a < 0) astfel incat h'(a) = 0 si avem urméatorul
tabel de variatie:

x — 00 « [0.9]
W) [———= 0 ++++
h(z) [ oo N hla) o0

Rezulta c& Im(h) = [h(a), 00).
Din f continud si periodicd (fie 71 > 0 perioada lui f), rezultd cd f e marginita.
Cum f e neconstantd, existd a € R astfel incat f(a) # 0. Atunci f(a + nT1) # 0,
Vn € N. Pentru n suficient de mare (n > ng) avem cd a + nT1 € [h(a),0), deci
existd ¢, € [a,00) cu h(cn) = a + nTh.

Din g(cn) = f(h(cn))(2¢n + coscn) = f(a)(2¢n + coscy), ficdnd pe n — oo,
deducem cd lim g(c,) € {—o00,00} = ¢ nu e marginitd, contradictie.

n— oo

8. S Jerd sirul _ o ct c? cr
. Se considerd sirul (an)n>1, an = n+7+7+...+3n7+1,
Sa se arate ca:
2n+1 2n+171
5n_’_2<an<7n+1 .

Gheorghe Boroica
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Solutie. Deoarece (1 4 z%)" = > C% . 2% integrand aceastd identitate pe [0, 1],
) k=0
obtinem c& a, = / 1+ z*)"da.
0 1 1
Pentru x € (0,1) avem ci z° < z, deci / (14 2*)"dx < / (1+ z)"dx, deci
0 0

(1+x)n+l 1

n+1

ontl _q
- n-+1

(1)

Gn

0

Dacd x € [0,1), atunci 14+2* = (14+2)(z® —2+1) > (1 + )z = 2%+ > 223, deci
1

1 1 n on | 41 gn+1
an = / (1 +2*)"dx > / 2"V dr = = = (2)
0 0 5t 1 0 3n+2
Din (1) si (2) se obtine concluzia problemei.
9. Fie (A, +,) un inel astfel incat
(ab)® = a®b*, Va,be A (1)
(a+b)°=a>+b° Va,be A 2)

Sa se arate ca inelul este comutativ.
Dana Heuberger

Solutie. Daca 1 € A este elementul unitate al inelului, notam, ca de obicei,
1+1+...+1=keA.
—_——
de k ort 1
Pentru ¢ =2 gi b= 1, din (1) obtinem 8 =4, deci4=0.
Pentru a =3 ¢i b =1, din (1) obtinem 27 =19, deci 18 = 0.
Deoarece 4 = 0, rezulta ca 2 =0, adica inelul are caracteristica 2.
Pentru b = 1, din (2) obtinem, folosind c& 2 = 0:

a+ad’+a+1=d’+1 & ad®>=a

Inlocuind @ cu @ + 1 in egalitatea precedenta, rezulta:

d+dltat+l=a+1 & a®=d°

Deducem ci Va € A, a® = a.
Pentru orice z,y € A, obtinem:
(x+y)’=z4+y o +ay+yr+y’ =z +y ooy =y

10. Fie n un numar natural impar, f : R — R o functie pentru care

f*(z)=z + arcctg f(x), Vo € R. Sd se arate cd functia f admite primitive.
Ludovic Longaver

Solutie. Consideram functia continud g : R — R, g(z) = 2™ — arcctg x, care este si
bijectiva. Astfel g este inversabild, cu inversa g~ * continu#. Relatia din enunt devine

go f)(z) =z, Vo € R, de unde se obtine f = g~ ! continu#, deci primitivabila.

96



Argument 20

11. Sa se calculeze lim a, pentru

n—oo
1 1 1 1
anzf—f— =+ + -+ 7n21
vVn2+3  V/n2+38 2n? —1

Ludovic Longaver

1
Solutie. Functia f : [0,1] — R, f(x) = ———— este continua, deci integrabila.
1 2 n—1
Consideram girul de diviziuni A, = (0, —, —,..., ,1] al intervalului [0, 1] si
n’'n n

my  Vk*—1 k—1 k
T T € - , k =1, n sirul punctelor intermediare.

Sirul sumelor Riemann corespunzatoare este

oan (e =3 e (£ 521 < 15
k

K21
=1 1

1
:Z /n2+k2_1:a"
k=1

si are limita

1 1 1
/ 7dx:1n(a:+ m2+1) =
0o Va?+1

0

n(\/§+1).

Obtinem

1 1 1 1
lim (—+ + +~~-+7):1n V2+1).
n— oo n \/Tl2+3 \/n2+8 27’[,2—1 ( )

12. Fie 0 <a<bsif,g:ab — (0,00) doud functii continue si de aceeasi
monotonie pe [a,b]. Sd se arate cd existd ¢ € [a,b] astfel incdt

/ [ — () / " o)t + (o) / F(t)dt

Nicolae Musuroia

Solutie. Functia F : ] — R,

/ F@)g(e)dz — £() / gz — gt / " fa)da

este continua pe [a, b].

= [ somtais—s /f o= [ 1ot st
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b
si F(b) = / g(z)(f(x)—f(b))dz. Deducem ci F(a) > 0 daci g este crescitoare si

F(a) <0 daca ; este descrescétoare, iar F(b) < 0 daca f este crescétoare si F'(b) > 0
daca f este descrescatoare.

Cum f si g au aceeasi monotonie, rezultd cd F(a) - F(b) < 0. Functia F avand
proprietatea lui Darboux, existd ¢ € [a,b] astfel incat F(c) = 0, adicd concluzia
problemei.

13. Determinati functiile derivabile cu derivatele continue f : R — R, cu pro-

prietatea { /0 f(t)dt} ={f(2)}, Yz € R.

Nicolae Musuroia

Solutie. Din relatia data obtinem

/Oz ft)dt — f(z) = {/01 f(t)dt} ~[f(2)], Vz € R.

Cum {/ f(t)dt} — [f(z)] € Z, iar functia g : R - R, g / f(@®)dt — f(x) este
0
continud, deducem ca 3k € Z astfel incat g(z) =k, Vz € R.

Derivand relatia / f@®)dt — f(z) =k, Vx € R, deducem f'(z) = f(z), Vz € Rside

!
aici (M) =0, Vz € R. Deci existd ¢ € R astfel incat f(z) = c¢-e”. Din relatia

14. Sa se demonstreze ca, daca x € (1,3), atunci

2 x 3 9 3
arctgxr dr < arctgrder < —— arctgx dx
1/, 1 3—z J,

z—
Daniel Sitaru

f arctg z dx
Solutie. Fie g(z) = T

roN (flz arctgmda;)’ (x—1)— flz arctg x dx
g (z) = CEL

arctgz(z — 1) — (z — 1) arctg c1
— . 1
(z —1)2  aclo)
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arctg x — arctgc

g'(z) = >0, deoarece ¢1 < z,

r—1

flz arctg x dx < f13 arctg x dz
r—1 - 2

g'(z) > 0 = g crescitoare = g(z) < g(3) =

=

T 3
2
arctg z dr < arctg x dz.
z—1J, 1

fj arctg x dx

Fie h(z) g
) (fj arctg o dm)/ B-z)—-B-2) f; arctg x dx
h(x) = EEE
/ —(3 —x)arctgz + (3 — x) arctg c2
hz) = (3—1x)?
h'(a:) _ arctgcgg:::rctga: oo € (2,3)

= h'(x) > 0 = h crescitoare = h(z) > h(1)

3 3
arctg z dx arctg x dx 3 9 3

fw > fl = | arctgzdr < arctg x dx
3—x 2 1 3—z J,

15. Sa se calculeze

tg(3z) (57r 117r)
I — —
_/ - dx, unde x € 12 21
tg 3 +zx

Daniel Sitaru

Solutie.

p— 2 f—
tg3x:tgm3 tg”x —¢ V3 —tgx ) V3+tgx

T
1-3tg’x & 14+V3tgez 1—+3tgzx

=tgztg (g fx) tg (g er)

tg 3x i

TF,_,E) _ tgm—i—tg(%—x)
T

3

Cum tg (x +
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\/?:<1 tgxtg<§—ac))—tgm+tg(§ x)
V3 — \[tgzztg<§—m)—tgm+tg(f 71')
tgxtg(g—x)zl %tg % (E a:)

Atunci

Iz/(lf%tgmf—tg ,,x dx
0
COS<§7$>’+C,

I:x+iln|cosx\filn

V3 V3
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Probleme propuse

Clasa a IX-a

1. Daca a,b, ¢ sunt lungimile laturilor unui triunghi ABC, iar R raza cercului
circumscris, atunci:

a " b " c > é
b+¢)?  (c+a)?  (a+b)? ~ 4R
D.M. Batinetu-Giurgiu gi Nicolae Musuroia

2. a) Sa se demonstreze cd, dacd o progresie geometricd cu toti termenii numere
naturale contine trei termeni in progresie aritmetica, atunci progresia geometrica este
constanta.

b) S& se demonstreze cd orice progresie aritmeticd infinitd de numere naturale
nenule contine o progresie geometrica infinita.
Florin Bojor

3. Fie (an)n>1 0 progresie aritmetica formatd din numere intregi. Daci progre-
sia are doi termeni divizibili cu numere prime distincte p respectiv ¢, demonstrati ca
progresia are o infinitate de termeni divizibili cu p - q.

Meda Bojor
4. Si se determine numerele intregi a, b si ¢ stiind ca ecuatiile
22 —azx+b=0
22 —bzx+c=0
2> —cx+a=0
au cel putin o radacina rationald comuna.
Meda Bojor

5. Determinati a € R stiind ci 2 + ez 4+2 > 0, Vz € [0, 00).
Gheorghe Boroica

1
6. Si se rezolve ecuatia [z] = { T J .
x

Dana Heuberger

ant+3 < an+3, VneN
Gn+s > Gn +5, VneN -’
Nicolae Musuroia

7. Determinati sirul (an)nen daca {
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8. Fied>2un numé.r natural care nu este patrat perfect.
Aratati ca {nf} < VneN, n>1.

2n f
Maria Pop

9. Se considerd numerele reale strict pozitive x,y, z cu 2 + y* 4+ 2% = 2z. Si se
arate ca

3(x+y+z)2§54(§+g+g)+xy2+y22+zx2.

Radu Pop

10. Determinati perechile (z,y) de numere naturale care verifica relatia
28 +1= 3 + ys.

Vasile Pop

11. Fie a,b, c numere reale strict pozitive.
atl 2v2
a?2—a+1~ VaZ+1

a) Aratati ca
b) Ardtati ca

(1’3 + y3 + ZS)

1 N 1 N 1 >(:E+y+z)2
VE Y P2 VR V2

Gheorghe Rambu

12. S& se arate cd dacd a,b,c € (0,00), atunci

(1 —=bc)
b 2 b
a+b+c< Za +Zbc+b+c+1

Daniel Sitaru

13. Daci AABC ~ AA'B'C’, aritati ci
4(mamqr +mpmy + meme) + aa’ + bb 4 cc’ >
>4 (\/aa’bb’ +Vbb'ec! + \/cc’aa’) .

Daniel Sitaru
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14. Se considera multimile
A={Bn"+2n-16)V2/neN} s
B={(2n" 4+ 3n—14)V3/n e N}.

a) Determinati A N B;
b) Gasiti cel mai mic element nenul al multimii

M = {(3n® +2n — 16)V2 — (2n° 4+ 3n — 14)V3 /n € N} .
Tonel Tudor

201922

= 9 163 unde z > 0.

15. Aflati valoarea maxima a expresiei F(z)

Mihai Vijdeluc si Vasile Ienutas

Clasa a X-a

1. Dacd z,y,z € R} iar a,b,c sunt lungimile laturilor unui triunghi ABC' de
arie [ABC], atunci
a®-x b2y &2

L2
+ + 52 >4V3ABC).
yz zx Ty

D.M. Batinetu-Giurgiu gi Nicolae Musuroia
2. Fiez,y € R} iar a, b, c lungimile laturilor triunghiului ABC' de semiperimetru
s, atunci
a? b2 c? 9
3 T z + 5 2 25"
c(bx + cy) a(cz + ay) b(az + by) 2(z +y)3s
D.M. Batinetu-Giurgiu si Gheorghe Boroica

3. Fie sirul cu termeni naturali (an)n>0 cu proprietatea ci
ant2 = 4(n+ Dany1 —4n(n + 1)an, Vn € N.
Sa se demonstreze ca pentru orice numar prim p exista un termen al girului divizibil
cu toate numerele prime mai mici decat p.
Meda Bojor

4. S& se arate ca in orice triunghi ABC avem:

(a® + be)? n (b2 4 ca)? n (c? 4 ab)?

mp - Me Me - Mg Mg - Mp

< 48R%.

Gheorghe Boroica
103



Argument 20

5. Fie a > 1 un numar real. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia
1-Va
VTl pa Ve +1:%.
z++x+1
Vasile Giurgi

6. Numerele a,b, ¢ > 1 verifici relatia lg? a + 1g? b+ 1g% ¢ < 3. Aritati ci

1 N 1 1 <1
log,.(ab) log,, (be) log, (ca)

lga-lgb 08y @ Igb-lgc ¢ lgc-lga

log, c +
Vasile Giurgi

7. Fie functia f : Z — Z injectiva, astfel incat Vz € Z, f(x) # x si astfel incat
pentru orice multime A C Z cu doud elemente, f(f(A)) = A.
a) Ardtati ca Vo € Z, f(f(z)) = =.
b) Dati un exemplu de functie monotond cu proprietatea din enunt,.
Dana Heuberger

a

+
o

b+c

2% +27% <8
8. Fie a,b,c > 0 astfel incat 2%0 +26J5a <8 .
20«;& +2a1»b S8

Arataticaa =b =c.
Nicolae Musuroia si Gheorghe Maiorescu

9. Fie n € N* un numar fixat si functiile f, g : R — R, astfel incat
gx)= Yo+ Yo+ Vo + -+ W,
iar functia f are proprietatea
f(Vot+ e+ Vot + W) <z <
</ f@) + /@) + /f@) ++ " w, YV eR.

Demonstrati ca f si g sunt functii bijective.

Adrian Pop

1 1

a) Sd se arate ca A+ B=A-B # C,unde A+ B = {a+b|la € Ab € B};

A-B={a-blac Abe B}.
b) S4 se arate c& nu existd nicio multime nevidd Y C C astfel ca X+Y = X Y # C.
Vasile Pop

11. Fie f : R — R o functie cu proprietatea; f(z +sinz) < z < f(x) +sin f(z),
pentru orice z € R. S& se rezolve inecuatia f(z) > x.
Vasile Pop
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12. In triunghiul ascutitunghic ABC' are loc urmatoarea relatie:

logg, 4sin B logg, gsinC = log,, ~sin A
sin + sin 4 sin > 3\/§
A B c -

tg = te = tg —
&3 &35 &3

Daniel Sitaru

log, x +log, y + logy, z = 3

13. Determinati z,y, z > 0 astfel incat { 3% 43V 4 37 — 97

Daniel Sitaru

0 ™
14. a) Sa se determine n € Z*, pentru care numarul 108 sin —— 144 sin® —, este
n n
intreg;
s o T
b) S& se rezolve in Z* ecuatia 108sin — — 144sin® — = n.
n n
Ionel Tudor
15. Se considerad un triunghi ABC cu laturile de lungimi a, b, ¢ si raza cercului
circumscris R. Aratati ca
A ca B ab C  3V3
.2 .2 .2
= = — < —R.
b+ec s 2 +c+a s 2 +a+b s 2~ 8
Mihai Vijdeluc st Vasile Ienutas

Clasa a XI-a

1. Pentru ce valori ale lui a € (—1, 00), sirul (z»)nen definit prin relatiile zo = a,
Tni1 =25 + 322 + 3xn, Vn € N este:
a) descrescator;
b) convergent?
Dan Barbosu

2. Fie A € M2(Z) o matrice cu proprietitile det(A) # 2 si
det(A + Iz) = det(A? + Ir) = det(A® + I,).
Sa se demonstreze cd det(A™ + Iz) = det(A™ + I2) pentru orice m,n € N*.
Florin Bojor

3. Fie a > —1 un numdir real si sirul (zn)n>0 definit prin zo € (1,00), iar
Tptl1 = xi + (a4 1)xn, Vn € N. Si se calculeze
lim (l‘o+1)(l‘1+1g'...'(1}n+1).
n— 0o Tn

Meda Bojor

4. Se considerd functia f : R — R continud, cu proprietatea ca 2018 f(f(z)) =
f(z) +z, Vo € R. S& se arate cd functia admite un unic punct fix.
Gabriela Boroica
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5. Fie A, B € M4(R) astfel incat
A-B=B-A, det(A> = B?) =0 si det(4%+ B?) =0.
Aratati ca exista o alegere a semnelor +, — astfel incat
det(det(B) - A+ det(A) - B) =0.
Gheorghe Boroica

6. Fie z,y,2 > 0si a,b >0, cu a <b. Sa se demonstreze ca
(2" +y") (@ + 2" +2°) _ (@' +") (" + )" +2")
Tagaza — wbybzb :

Marian Cucoanes

7. Daca « si 8 sunt numere naturale nenule prime intre ele, demonstrati ca
existd doud siruri de numere naturale (zn)n>1, (Yn)n>1 cu (Tn,yn) =1, Vn € N7,

T o
astfel incat (zn)n>1 nu este convergent la o si (—n) este convergent la —.
Yn/ o1 B

Exista astfel de siruri cu (zn)n>1 marginit?
Cristian Heuberger

8. Fie girul (an)nen, an = Yn+1— [%] S4 se arate ca:
a) Sirul e marginit dar nu e monoton;

b) Sirul nu e convergent;
)

inf a, = 0.
neN

c
Dana Heuberger gi Costel Chites
9. Fie A € M2(R) cu det(A) > 0 si det(2016A + B) = det(2018A + B).

Sa se arate ca det(2017A + B) < det(2019A + B).
Nicolae Musuroia

10. Si se determine toate functiile continue f : [0,1] — [0, 1], pentru care exista
n > 1 astfel ca f"(z) =z,Vax €[0,1] (f*=fofo...of).
Vasile Pop

11. S& se arate cd pentru orice matrice A, B € M, (C) cu det(A — B) # 0, este
verificat# egalitatea A(A — B)"'B = B(A— B) 'A.

Vasile Pop
12. Fien > 2, A € M, (R) o matrice simetricd (A’ = A), astfel ca
(TT(A2010)2011 — (TT(AQOII))QOIO
Sa se arate ci A™ = Tr(A)- A"
Vasile Pop
13. Fie A, B € M3(R) cu proprietatile:
det(A) =1, det(A — B) =0, det(A + B) # 0 si A + AB = 2A.
S se arate ca  Tr(A) = Tr(A™1).
Radu Pop
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14. Fie A, B € M3(C). S& se arate ca daca det(A — B) = det(A + B), atunci
(AB*)*" = (B*A)*>", Vn € N*.
Gheorghe Rambu
: : n k—1 x 2( T 7T
15. Fie Q(z) = nhﬁn;o > het (2 tg <2k71) tg (?))’ unde x € (0, 5)

S8 se demonstreze cd Q(A) +Q(B)+Q(C) > ABC — , oricare ar fi A, B, C' misurile
in radiani ale unghiurilor triunghiului ascutitunghic ABC.

Daniel Sitaru

Clasa a XII-a

1. Demonstrati egalitatea
1 1
/ 2019 /17 22018 g — / 2018 /4 22019 o
0 0

2. Dacd a,b € (0,00) si m € [1,00), sd se calculeze:

2m—+1 m
x +a-x «
/W dz, unde z €R,.

Dan Barbosu

D.M. Batinetu-Giurgiu

. . . T T tgx
3. a) S& se calculeze derivata functiei f : ( — 5 5) — R, f(z) = et

T
b) Sa se determine primitivele functiei g : ( 3 5) — R,

€ (2 — sin(2x))
€2 . cos2x +sin’z

g(x) =

Florin Bojor

2

9 wpl Inz)2
(= —=1)e" "z | — | dx.

4. Sa se calculeze / .

1
’ Meda Bojor
5. Fie f : R — R o functie care admite primitive gi verifica relatia

f(f(z) =3z +1) =3f(z), Vz € R.

Sa se arate ca f este continua.
Gheorghe Boroica
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6. Se considera multimea
F Z{f | f:[0,1] = [0,1] e functie continud, bijectiva si verificd
f(f(x) > X2, Vo e 0,1]}.
a) Aratati c& F # 0;

1
b) Ardtati ci, dacd f € F si f(0) =0, atunci / f(x)dx > %
0
Gheorghe Boroica

7. Fie (A, +, ) un inel astfel incat existd n € N* pentru care, oricare ar fi z € A,

"l — g, Aridtati ci pentru orice 2,y € A, (zy)™ = (yx)".

x
Marian Cucoanes

8. Fie grupul (G, ") cu exact 4 subgrupuri. S se arate cd ordinul lui G este un
numar natural care are cel mult doi factori primi.
Dana Heuberger

9. Si se determine a, b, ¢ € N astfel incat a® + b® + ¢ = 2009, iar a +b+c¢ — 3
este un cub perfect.
Dana Heuberger

a xn+a

10. Fie a > 1. Sa se calculeze lim dz.

n— oo 0 " +a

Nicolae Musuroia
11. Fiea,b e R, a < bsi f,g: [a,b] — [a,b] doud functii continue. S& se arate
[ f@wat+ [0 g(tydt

cd existd ¢ € [a, b] astfel incat A =c
—a

Nicolae Musuroia

12. Fie z1,x2,...,x, numere reale nenule cu proprietatea ca
Ll v3=n
z? 2 3
Sd se arate cid (z7+1)- (x5 +1)-...- (22 +1) > 2"
Nicolae Musuroia si Radu Pop

13. Fie n > 2 un numadr natural liber de patrate, D, multimea divizorilor
naturali ai numarului n si D C D,, o multime cu proprietatile:
a) 1 € D;

n
b) Dacd x € D, atunci — € D;

¢) Dacd z,y € D, atuncaic (z,y) € D, unde (z,y) este cel mai mare divizor comun
al numerelor z si y.
S# se arate cii numsirul de elemente al multimii D este de forma 2%, cu k € N.
Vasile Pop
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14. Fie f : [a,b] — R o functie integrabila.
S8 se arate ci existd functiile u, v, w : [a, b] — R astfel ca:
1) f=u-v+w;

2) /ab u(z)dz = /ab v(@)de = /abw(m)d:c —0.

1 1
15. Fie f: [0,1] — R o functie continui astfel incat / zf(x)dx = f(x)dx
0

loan Rasa si Vasile Pop

0
Sa se arate ca oricare ar fi n € N, exista ¢, € ) astfel incat:

/OC" e = "L /f

Gheorghe Rambu
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