Revista de matematica editatd de Catedra de matematicd
a Colegiului National ”Gheorghe Sincai”, Baia Mare

Redactor sef: Redactor sef adjunct:
Nicolae Musuroia Dana Heuberger

Secretar de redactie:
Gheorghe Boroica

Comitetul de redactie:

Dumitru M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti

Florin Bojor, C.N. ”Gheorghe Sincai” Baia Mare

Meda Bojor, C.N. "Gheorghe Sincai” Baia Mare

Costel Chiteg, C.N. ”T. Vianu” Bucuresti

Mihai Ciucu, Indiana University, Bloomington, In, U.S.A.
Meinolf Geck, Universitat Stuttgart, Deutschland
Cristian Heuberger, C.N. ”Gheorghe Sincai” Baia Mare
Lacrimioara Iancu, Universitiat Stuttgart, Deutschland
Crina Petrutiu, C.N. ”Gheorghe Sincai” Baia Mare
Adrian Pop, C.N. ”Gheorghe Sincai” Baia Mare

Vasile Pop, Universitatea Tehnica Cluj-Napoca

Ion Savu, C.N. "Mihai Viteazul” Bucuresti

Tehnoredactor
Marta Gae

Materialele spre publicare se vor trimite pe adresa:
Colegiul National ” Gheorghe Sincai”, str. Gh. Sincai 25, Baia Mare
sau pe adresa de mail: musuroianicolae@yahoo.com;
dana.heuberger@yahoo.com
cu mentiunea pentru revista Argument
Revista va putea fi cititd pe adresa http://www.sincaibm.ro/

(©Editura CECONII Baia Mare — (0262)434.391, 0788.466.414
ISSN 1582— 3660






Argument 19
O extindere si generalizare a sirului Lalescu
D.M. Batinetu-Giurgiu si Nicolae Musuroia

Abstract. In this article, we are presenting a few extensions for Lalescu, Romeo
T. Tanculescu and Batinetu-Giurgiu series.

Vom spune cé o multime A C Ry = [0,00) are proprietatea (m) sau este o
m-multime daca 1 € Asiz+1€ A, Va € A.
Exemple de astfel de multimi sunt: Ry, R% = (0,00), [1,00), N, N*.
Sa observam ca oricare ar fi m-multimea A, atunci N* C A si ca 400 este punct
de acumulare pentru orice m-multime A.

Definitia 1. Daca A este o m-multime, atunci o functie f : A — R* are
proprietatea (L) sau este o L-functie, daca exista r € R, astfel incat

i 1@+ = f@)
Iwzi:o xr

_ *
=a€eR}.
”

Definitia 2. Daca A este o m-multime, atunci o functie g : A — R are
proprietatea (B) sau este o B-functie, dacd exista s € Ry astfel incét

1

fla+ 1) (f@)*

lim ——— =be R’ siexistda lim
xz—ézo (I) . xs+1 + § avz—é;o strl

Definitia 3. Daca A este o m-multime, atunci functia h : A — R% are
proprietatea (G) sau este o G-functie, daca exista t € R astfel incat

f(z) . (f(:v+1))z
— R 1 —_ =d 1 .
fim T ceR d I (Te € (1,00)

Sa dam cateva exemple de astfel de functii.
Daca I' : R* — R* este functia lui Euler de speta a doua, atunci functia

[:RY = RY, f(z) =Tz + 1))% are proprietatea (L) deci este o L-functie.
Intr-adevir,

f@) _ . Ce+1) L (D)

lim = lir
T—00 I T—00 x o n

. vn! . A/ !

= lim — = lim —

n—oo N n—oo nm
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unde aplicdm teorema (criteriul) Cauchy-D’Alembert (C-D’A) si obtinem

| n n
(n+1)! M m < n > _ 1
n+1

n! n— o0

n .

nh_>rrgo nn nl—>né<> (n+ 1)7+1
si
Jim (a4 1) = fa)) = Jimf) (F55 1)
— Jlim f(o)(ue) 1) = fim f) 0 (o)
Lm@ . % In(u(x))* = ¢ lim Wln(u(w))x, (1)
unde u(z) = f(;(;r)l) = filel)-fzc)-erl si deci mlin;ou(x) = 6_16%1: 1
si atunci $hﬁn;o ulfzi(x)l =1, iar
, o A @@+2)7T\ . D+2) 1
lim (u(z))* = lim ( —————— ] = lim . T
I%OO( (x)) IHOO< (D(a + 1))~ ) z—oo ['(x + 1) (T(z +2))77
= lim c+1 =e

700 (g 4 2)) 7
gi atunci din relatia (1) deducem c& li_>m (f(x+1)— f(x)) =e L lne=e1,
x o)
1

ceea ce arata ca functia f este o L-functie in care r =0sia =€~
Functia g : R} — R%, g(x) = I'(z + 1) este o B-functie. Intr-adevar

1 T 2 nr 1 1

fig @D oy et @D+l el
z—>oo(p-1—‘(x—‘,—1) T—r00 x-I‘(:p—}—l) 00 I

x+1

a0 g(x) - @
deci g este o B—functie in care s =0, b = 1.
De asemenea functiile b,k : R — R%, h(z) = (I'(z + 1))

sunt doua exemple de G-functii. Intr-adevir,
1
(Ce+n)*

iJﬂ(x):ac @

lim @ = lim
r—o00 I T—00 €T
si
. h(z+1)\* ..  T(z+2) 1 . r+1
lim = lim . — = lim — =€
z—oo \ h(x) z—oo ['(z 4 1) T (z+2))7 = ([(z+2))77

Decit=0,c=elgid=e.
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Totodata avem:

1+1
lim—gczlimaj = lim 27 =1
r—oo I T—00 x T—r00
si
T z-2t2 x+1
. k(x+1) . (x4 1D)T e ) x+1 1
lim = lim e} = lim T
1
=e-— =e,
1

ceea ce arata ca si functia k este o G-functiecut=0,c=1,d =e.

Sa evidentiem acum si alte proprietati ale conceptelor introduse mai sus.
Propozitia 1. Orice L-functie f: A — R% , unde A este o m-mulfime, este o
G-functie.

Demonstratie. Daca f este o L-functie, atunci exista r € R4 astfel incat

et - f@)

T —>00 T
rEA €z

=a € R} si atunci

@) _ ) S 1) = )

T — 0o l.r+1 - n—s 60 nr+1 - n— 060 (n + 1)7‘+1 _ nrJrl

z€A
g (LD g Y
n— 00 nr (n + 1)7"+1 — prt+l
_ 1 a
- r+1 r+1

De asemenea avem:

. fle+1) fl+1) 2™ z+1\ a r+1
{lz%mzlggo((x—i—l)”‘lf(m) T )77—1—1' a 1=l

ferD)—f() o

x)

i (22E0Y_ iy ((wanfu))

=2\ f(x) oa f(z)
lim f(w+1)r—f<x>.mfr(+)1
@—00 e @ L+l 1
— e ©€A :eaa :€T<‘r7

a
ceea ce arata ca f este o G-functie cu ¢ = P d=etlgit=r.

r

Propozitia 2. Orice G-functie, f : A — R% unde A este o m-mulfime, este o
L-functie.
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(z)

. Y
s i c € RY si exista

Demonstratie. Daca [ este o G-functie, atunci lim
rz€EA

1 x
lim (f(x—i—)) =d € (1,00). Prin urmare,

Cfle+l) o fle+l) e e\ttt 1
S m e 7 () e b

si, de asemenea, avem:

fetD) (@)

F(x)

d = lim (f(Hl))x:}iggo <(1+ M)mﬁ)%)

iy (2) s f(@)
Jim LRSI Jim LD oot L i fEHDoi@)
— g €A = g @€A — e =€A o=
1 . z+1) — f(x . z+1)— f(x
& — lim M =Ind & lim M =c-Ind e RY.
c T l’t T — 00 .’,Ut

TEA €A

Cele de mai sus ne arata ca f este o L-functie unde r =¢ gi a = c¢-Ind.

Propozitia 3. Daca f: A — R, unde A este o m-mulfime, este o B-functie,
atunci functia g : A — R, g(x) = (f(sc))% este o L-functie.

Demonstratie. Conform definitiei B-functiei, exista s € Ry si
L et
im

s fla)rett

= b € R? si deci va trebui demonstrat ca exista r € Ry si

lim " = a € R}. Intr-adevar, avem
&= 6o x
€A

coogl) o ogl) L R f(n) . f(n) c-pa
lim = lim = lim ~——~* = lim =
zTZ:c $S+1 ZZNO*Q ns—i—l n— 00 ’I’LS+1 n— 00 nn(s+1)
I fn+1) n(stn
= lim

n—oo (n + 1)t D(+) 7 f(n)

(n+1)(s+1)
~ i LD < n ) e (s+D)
n—oo f(n)nstl \n+1
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si deci
1)— 1
lim gle+l)=g@) )= 9() = lim 9() (g(x—i— ) — 1) =1 79(1:) (v(z)—1)
fea s ex N g(x) ea T

unde

_ g(I—l—l) _ g(gg_|_1) .zs+1 ' 4+ 1 s+1
U(x) - g(m) o (m + 1>s+1 g(x) < )

x
et T o) — 2 ettt |
sideci lim v(z) = —- -1=1giatunci lim ———— =1, precum si
iy estl e nv(z)
x 1 z
lim (v(z))* = lim (Lx—i—l)) = lim <(f(x+1))1”+1>
ek tex N g(@) gy (f(z))=
= lim fle+1) . !

tea J@ (fa+ )T
f(x—|—1) . (x—|—1)5+1 ( T )s+1

= lim
ok fl@)-at (pr41)7 N+l
6erl
=b- 2 .1 =5t

Péna acum am demonstrat ca functia g este o G-functie si, pentru a demonstra
rz+1)—gx
et —gle) oo

ca g este o L-functie, va trebui sd demonstram ca lim .
sty -

z€A
Intr-adevir, trecand la limitd cu ¢ — oo, € A in relatia (2), obtinem:

glx+1)—g(x) b ~1-lnes+1—(8+1)b
- €S+l ’

lim =
= s s+1
ea z €

ceea ce Incheie demonstratia.

Teorema. Daca functia f : A — RY, unde A este o m-multime, este o

G-functie atunci:

lim W —c¢-Ind. (3)
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Demonstratia 1. Conform definitiei avem:

fl+t)—f(=)
z f(=) T(x) z
a=tim (D) iy (14 LD Ty
tex N f(@) fea f(z)
lim f(w+f1()—>f<w)m lim LEtD-f@) 2t 1 gy fEtD-f@)
_hex 9T sk REUEE~ S N
1 1) — 1) —
oL JEEDZT@) g gy TEFDZTE@) e
¢ R z ea z

Demonstratia 2. Avem:

D)= f@) L f@) (fat) @),
A P ( f(@) 1) di, T (wle)=1)

f@) o) =1 ) = im L8 2O =L ey @

tex 7t Inw() 2ttt Inw(x)

unde

wiey = L&D _ S+l 2" et (Hl)m
o fl) (@) f(e) fle) \ @
1 w(z) —1

gideci lim w(x) =c-—-1=1girezultd cd lim —————
2 25 ()

ti (wf))* = i (FE D) 0

z€A €A
Tr—r00

z€A

=1si

Deci relatia (4) prin trecere la limita cu rezultd ca

lim M =c-Ind, q.e.d.

T—00 xt

Aplicatii

1. Daca f: R} — RY, f(z) = (I'(z + 1))% atunci, conform teoremei demon-
strate, avem:

1

lim (T + 1)) — (D(z +1))%)

1 (5 E0) ) e

. ~ _ * . . n41 _ ) — o1
de unde, considerand x = n € N*, obtinem IILH;O ( v (n+1)! \/7”7) e ",

adica limita sirului Lalescu.
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- x
- , atunci lim f—) = lim 27 =1 si

2. Daca f . R+ — R+a f('r) =T r—oo0 I T—>00

R G I S

[

lim
T—00 f(z) z—00 5
1
=e-—-=c¢€
1
si atunci, conform teoremei, avem
x42 x+1
T+l — @ )

lim (f(z+1) ~ f(2)) = lim ((z+1)
b (Lr50) ) = rome

Daca aici consideram z = n € N*, atunci obtinem

lim ((n +1)"Vn—-1- n%) =1,
r—00

adica limita sirului lui Romeo T. Ianculescu.
2

= lim
r—o00 I

3. Daca f:R% — R%, f(x) = ———, atunci
(C(z +1))*
lim @ = lim #1 =e
si
. f(z+1)>z ) (x+1>237 L(z+1) 1
1 <7 = 1 F 2 T+1
ehoo \ f(x) s 00 @ [(z+2) (F(+2)
1
Z+1
— 2 LEFDTT a1
z—00 r+1 e

atunci conform teoremei rezulta lim (f(z+1) — f(z)) =e-lne=ce.
TrT—00
Daca aici cnsideram x = n € N*| atunci obtinem
. , (n+1)? n?
lim n+1)— f(n)) = lim — =e,
Jim (F(n+1) = f(n) = lim. ( ey ey Al

adica limita sirului Batinetu-Giurgiu.
Cititorul poate gasi si alte exemple de aplicare a celor demonstrate anterior.
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Generarea unor congruente
Tudor Caba si Radu-Ioan Mihai

Abstract. In the following, we will see several proofs of a congruence relation
related to Fibbonacci’s and Luca’s sequences.

In aceastd not# vom aborda demonstratii diferite ale unei relatii de congruen-
ta legate de cunoscutele siruri ale lui Fibonacci gi Lucas. Abordari diferite ale
acesteia conduc la generalizari, deschid, pentru cititor, noi cai de studiu ale
altor relatii.

Se considera sirurile recurente (F),)n>0, (Ln)n>0 definite astfel:
Fo=0,Fr =1, Fyo=F,1 + F,, Vn > 0, sirul lui Fibonacci.
Ly=2,Ly=1,Lyyo=Lps41+ Ly, Vn > 0, sirul lui Lucas.

Sa se demonstreze congruenta: Fpq-2" + F, - ontl =1 (mod 5).

(J.A. Maxwell, Stanford University)
Demonstratia 1. Vom rationa prin inductie matematica, varianta 1.
Verificare, pentru n = 0. Fy - 20 + -2 =1 =1 (mod 5).
Presupunem F,, -2"~1 + F,, ;- 2" =1 (mod 5), atunci
Fpp1-2"+ F, - 2" = (F, + F,_1)2" + F, - 2"!
=2".F, 1 +F,2"+2"™HY=2""F, ; +2"'.6-F,
=2"F, 4+ F,- 2" ' 4+5.F,-2""' =1 (mod 5).
Demonstratia 2. Vom rationa prin inductie matematica, varianta 2.
Verificare, pentru n = 0. Fy -2° + Fy - 2! =1 =1 (mod 5), apoi pentru n = 1,
Fp-21+F-22=2+4=6=1 (mod 5).
Presupunem relatiile adevarate Fj1-2F+ Fy-2¥*! =1 (mod 5),0 < k < n—1.
Foy1- 2"+ F, - 2" = (Fy + Fym1)2" + (Fey + F_2)2" !
=" F,+2"" F,_ )+ (2" F,_1+2" . F, 5)=2+2?=1 (mod 5).

-5 1+V5
\/g ;41 = 2 -

= conjugatul patratic.

Demonstratia 3. Vom folosi formula lui Binet. F,, =

1-+v5
2

@ = numarul de aur si g2 =

11
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Analog cu determinarea formulei lui Binet, se determina L,, = ¢ +¢%, Vn > 0.

1 +1
oy 20+ Byt = BB g (B

V5 V5
1

= F R d@+) -2 e+ )= 2"y g5 =2 Ly,
deoarece 1 +2=V5-q1, @2 +2 = —V5 - .
Analizam subcazurile: n = 4k, 2% - Ly..1 = 1 (mod 5).

n=4k+1, 2%+t . Ly 0o =2-3=1 (mod 5)n = 4k + 2,

24k+2 . L4k+3 =4.4=1 (HlOd 5),

n=4k+3, 23 . [;;.4=8-2=1 (mod 5).

In demonstratie am utilizat congruenta modulo 5 a termenilor girului Lucas:

L,:2,1,3,4,2,1,3,4,2,... care este periodic de perioads T = 4.
Demonstratia 2 ne permite o generalizare.

Fie p € N, p > 2 fixat. Ne propunem sa determinam o valoare x € N*,
pentru care Fy, 1 -p" + F, -p"*!1 =1 (mod x). Verificim relatia pentru n = 0,
apoi pentru n = 1 gi rationim apoi prin inductie (varianta 2).

Obtinem p + p? = 1 (mod z), deci putem alege = p? +p — 1.

Astfel, pentru p = 2, se obtine relatia data.

Pentru p = 3, obtinem F,, ;- 3" + F, - 3n+!

Pentru p = 5, obtinem Fj, ;- 5" + F}, - 571

1 (mod 11).
1 (mod 29).

v

Elev, Colegiul National de Informatica ”Tudor Vianu”, Bucuresti
Elev, Colegiul National de Informatica ” Tudor Vianu”, Bucuresti
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Cateva contraexemple in algebra

Daniela Chiteg si Costel Chitesg

Abstract. In this paper we will present some interesting counterexamples that
are useful in the study of Algebra.

Rolul contraexemplelor este de a-i pune in gardd pe elevi (studenti) in
legatura cu aplicarea abuziva a unor teoreme, de a sublinia necesitatea verificarii
tuturor ipotezelor acestora. In general, prin slabirea ipotezelor se obtin afirmatii
false, care trebuie infirmate printr-un contraexemplu. Construirea de contrae-
xemple se realizeaza de catre aceia ce detin si stapanesc atat un bogat material
de exemple gi exercitii, cat si teoria.

Prin analiza structurii subiectelor de examen date studentilor la masterat
sau la unele examene curente, se remarca utilizarea unor contraexemple. Rolul
acestora este de a verifica atat cunosgtintele teoretice asimilate, cat si spontanei-
tatea studentilor.

Elevii nostri sunt relativ antrenati cu evidentierea de contraexemple la
Analiza matematica, motiv pentru care autorii s-au decis sa redacteze aceasta
nota care sa le furnizeze modele in alte directii.

1. Logica si teoria multimilor

Exemplul 1. Propozitia Vz 3y P(z,y) este adeviratd si 3y Va P(x,y) este
falsa.

Un contraexemplu: pe multimea numerelor naturale N, consideram P(x,y) :
z <uy.
Exemplul 2. Propozitia Vz(P(x) V Q(x)) este adevarata si propozitia

YV (P(x)) VY (Q(x)) este falsa.

Un contraexemplu: pe multimea numerelor naturale N consideram P(z) : z
este par, Q(x) : x este impar.
Exemplul 3. Propozitia 3z(P(x)) A Jz(Q(x)) este adevirata si

Ja(P(x) A Q(x)) este falsa.

Un contraexemplu: pe multimea numerelor naturale N consideram: P(x) :
x este par, Q(z) : x este impar.
Exemplul 4. Creatorul teoriei multimilor, Georg Cantor (1845-1918), a debu-
tat in memoriul sdu publicat in martie 1995, din Mathematische Annalen astfel:
”Vom numi "multime” reuniunea tuturor obiectelor conceptiei noastre m, bine
determinate gi distincte, pe care le vom numi ”elementele” lui M”.

13
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Matematicianul si filozoful englez Bertrand Russell (1872-1970), a enuntat
in anul 1905 urméatorul paradox:

Consideram multimea A = {X|X ¢ X}. Se verifica imediat ci asertiunile:
” A apartine lui A” si ” A nu apartine lui A” sunt simultan adevarate.

Pentru remedierea acestui paradox, a fost necesara crearea unei teorii axi-
omatice a teoriei multimilor. Matematicienii Ernst Zermelo (1908) si Abraham
Fraenkel (1922) au realizat o teorie axiomatizatd, notatd ZF, pe care apoi
matematica s-a construit riguros. Apoi, in 1931, Kurt Godel a demonstrat ca
absenta paradoxurilor nu poate fi dovedita, adica consistenta sistemului axi-
omatic nu poate fi dovedita.

Exemplul 5. Exemplul de functie f : E — F pentru care exista A C F,

B C F, pentru care A # f~1(f(A)) si B # f(f~4(B)).
Considerdm functia Z — Z, f(z) =|z|,Vz € Zsi A=N, B=—-N.

Exemplul 6. Multimea tuturor functiilor (N, N) este numarabila?

Réaspunsul este negativ. Presupunem cd F(N,N) = {fo, f1,..., fn,.-. }-
definim functia ¢ : N = N, g(n) = f,(n) + 1, Vn € N. Cum g € F(N,N),
deducem c& exista p € N ail g = f,. Atunci g(p) = fo(lp) = 1+ fp(p),
contradictie.

Exemplul 7. Exista multimi ordonate care au mai multe elemente minimale?
Da, existi. Inzestram multimea M = {n € N|n > 2} cu relatia | de divizi-
bilitate. Aceasta relatie este reflexiva, antisimetrica si tranzitiva, deci cuplul
(M, ]) este o multime ordonatd. Toate numerele prime sunt elemente minimale.
Ce se remarca? Relatia de ordine nu este totala, motiv pentru care se
pierde unicitatea elementului minimal.

Exemplul 8. Exista aplicatii bijective si strict crescitoare f, pentru care f~!
nu este strict crescatoare?

Da, existd. Consideram multimile ordonate (N*,|), (N*, <), dintre care
prima nu este total ordonatd. Functia identicd f : N* — N* f(n) = n,
Vn € N* este strict crescatoare. f~! nu este strict cresciitoare. De exemplu
3 <4, dar f~1(3) = 3 nu divide pe f~1(4) = 4.

Exemplul 9. Inspirat de Teorema lui Fermat, L. Euler a propus urmatoarea
conjectura:
Nu exista solutii naturale nenule ale ecuatiei z* + y* + 2* = w*.

Matematicianul american Noam Elkies a pus capat conjecturii lui Euler in
anul 1966, printr-un contraexemplu:
2682440* + 15365639 + 18796760 = 20615673

14
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2. Structuri algebrice

Exemplul 10. Pe o multime nevida G se introduce o lege de compozitie
internd x care verificid conditiile: a) este asociativi; b) Je € G ad. exx =z,
Ve G;c)Vex e G, 32’ € Gal zxx’ =e.
Atunci (G, ) este un grup?

Nu este adevirat. Un contraexemplu: G = R*, zxy = |z| -y, Va,y € R*.

Exemplul 11. Sa se dea un exemplu de grup finit pentru care centrul siu este
un subgrup propriu.

Fie G = {1,-1,4,—i,j, —J, k, —k} grupul cuaternionilor.
Centrul sdu Z(G) = {1, —1} < G este un subgrup propriu al sau.

Exemplul 12. Exista grupuri care nu sunt ciclice, pentru care toate sub-
grupurile proprii sunt ciclice?

Da, existd. Grupul (Zs X Zs,+) nu este ciclic. Subgrupurile sale proprii
sunt: {(0,0)}, Z2 x {0}, {0} x Zs, care sunt ciclice.

Exemplul 13. Fie (G,-) un grup de ordin n. Atunci, pentru oricare d € N,
cu d|n, existd un subgrup H < G cu |H| =d.

Este fals. Un contraexemplu: fie G = Ay grupul permutarilor pare de
grad patru, ce are ordinul 12. Aridtam ca el nu are un subgrup de ordin 6.
Presupunem ca existda H < Ay, |H| = 6. Fie V = {e,r1,73,73}, unde

_(1234) _(1234) _(1234)
M=\ 14 3)°™7\3 412/ 4 3 21

ce sunt produse de cate doud transpozitii, deci V' C Ay. Se verifica V' < Ay;

r;jor; = 1} pentru 4, j, k distincte doud cate doua. Atunci HNV < Ay si notdm

H =HNV. Cum H < H, H <V, ordinul lui H' divide 4 si 6, deci H' va

avea ordinul 1 sau 2. Grupul A4 contine si cele opt permutari pare, care sunt

3—cicluri. Intr-adevir, un 3—ciclu este (a, b, c) si, conform formulei lui Cauchy,
!

numarul lor este 43 = 8. Deci in H nu putem avea doua permutari r;,r;,1 # j

deoarece, in caz contrar, V C H, contradictie. Deci H va contine patru sau

cinci cicluri de lungime 3. Dacd t; = (1,2,3) € H, to = (1,2,4) € H, atunci

tioty =19 € H, ty0t; =13 € H, contradictie.

Oricare alta alegere conduce la contradictie.

Ca o concluzie, reciproca Teoremei lui Lagrange este falsa.

Exemplul 14. Sa se dea un exemplu de grup, ce contine doud elemente de
ordin finit al carui produs este de ordin infinit.

15
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Grupul G = GL3(Z) al matricelor patrate de ordinul doi, ce au elemente
numere intregi si au determinantul £1, impreuna cu operatia de Inmultire a
matricelor.

Consideram elementele: A = (? _01), B = ((1) :}) Avem A* = I,

-n . -1 1
1 ), Vn > 1. Matricea AB = <0 _1>

1

B = I 5 (4B) = (- (§
este de ordin infinit.
Exemplul 15. Exista inele necomutative pentru care grupul multiplicativ al
unitatilor este comutativ?

Da. Consideram inelul finit R = {(3 ZZJ) |z, y,z € Zg}. El este necomu-

: 0 1) (0 1 0 1) (0 1 s
tativ, deoarece (— 6)-(6 T) =+ (6 6).(6 6)' Inelul are grupul unitatilor
1
UR) = (B A} A= (§ 1
Exemplul 16. Dati un exemplu de polinom ireductibil f € Zs[X], grad(f) =3.

Un exemplu este: f = X®+4X?+ X +1. Cum f nu are radicini in Zs,
deducem ca f este ireductibil.

) care este comutativ.
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Generalizarea unei inegalitati algebrice

Marian Cucoanes si Marius Dragan

Abstract. The purpose of this article is to give a new proof and a generalization
of the inequality of Phan Hun Duc.

Pentru inceput vom reaminti inegalitatea Pham Huu Duc.

Teorema 1. Fie x,y,z numere pozitive. Atunci

22 2,2 6(22 + 42 + 22
f+yf+f+x+y+22w- (1)
Y z T rT+y+z

Demonstratie. Inegalitatea (1) se scrie echivalent

2 2 2 2 _ 2
Z (%—2x+y)22<3z +3y+ 32— (z+y+2) )

eyclic r+y+z ~
A et
(:); y Ty+z @Cgc(:ﬂ—y) ( y —1)20 (2)
Avem
= Z {(x—y)Qg—i-(z—m)Qy} - Z(x_y)Q
cyclic : cyclic
N Cyzcl;c {(x - y)\/§+ (== I)\/a 2_ 2@%;6(“7 —y)(z—x) —Cyzd:ic(;p —y)?
ZCEC{(w—y)\/sz—x)\/ﬂzzo,

de unde rezulta (2).

In continuare vom demonstra urmatoarea teorema
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Teorema 2. Fie x1,29,...,T, € R astfel incat x1 + xo+ -+ x, = 0 i
a1,a2,...,a, > 0. Atunci
2 2 2 2 2 2
T T T 2y 4+ x5+ -+
Ay 4> (3 2 n) (3)
a G2 an, ay+az+---+ap
n n
Demonstratie. Deoarece Y z; =0, rezultd > 27 = -2 Y x5,
i=1 i=1 1<i<j<n

Inegalitatea (3) este echivalentd cu

n

a1+a2+...+an) 9 n )
xs > 2 T &
> (e 1223

i=1
n

@ZH ) (fx3+ )22y 0 e
1<i<j<n i=1

& Z <—x+ ?)—FQ Z rix; >0 &

1<i<j<n 1<i<j<n
o 3 (afZafT) 20
1<i<j<n j

ceea ce este adevarat.

Corolarul 1. Fie x1,x2,...,2, € R si ay,a9,...,a, > 0. Atunci
n
413 xf - > x1T0
ZL’ T1T2 =1 cyclic
YDECEED PRI i St
cyclic cyclic cyclzc Z a;
Demonstratie. Daca inlocuim in (1)
X1 — 1 —To, Tog —> To — T3, ..., Ty — Lp — 1 Obtinem inegalitatea (4).

Corolarul 2. (Generalizarea inegalitatii Pham Huu Duc).
Fie xq,22,...,2, > 0. Atunci

n
2
n A\ Xai— Y mia
=1 cyclic

To n
cyclic i=1 E 1‘2
=1

Demonstratie. Considerdm in (4) a1 = z3,a2 = 23,...,a, = 1.

18
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Corolarul 3. Fie x1,x2,...,2, > 0. Atunci
4 1T
Z z3 cyzcl:ic e Z T
x x
cyclic 2 Z .T? cyclic 2
i=1

Demonstratie. Dacd in (3) inlocuim z7y — 21 — 22, T3 — Ta — X3, ...,

Tp — Tp, — X1 81 a1 =23, ag = 23, ..., a, = 27, obtinem
2
2 ) (w1 — 1)

Z (331 — 33‘2)2 > cyclic
e T altad+ 42’
2 1 2 n

cyclic

inegalitate echivalenta cu (5).

Teorema 3. Fie a1, Qs,...,0,, T1,T2,...,Ty > 0 astfel incat
T T
oo
%) s
cyclic cyclic
Atunci
n
2
2 . 4 (lel — Zl: xlxg)
1= cyclic
Y L= =4 z :
Qa2 aq

n
cyclic cyclic Z a,;X;
=1

Demonstratie. Daca in (4) inlocuim a1 = asz2,a2 = aszs,...

obtinem inegalitatea (6).
Corolarul 4. Fie x1,x2,...,x, > 0. Atunci
, (n+4) 2 —4 Y mae

T =1 cyclic
E %Z Y

T n
cyclic 2 Z 1'12
=1

n

Demonstratie. Se inlocuieste in (6) «; = x;, ¢ = 1, n.

(6)

yAn = 1T,

x
Observatie. Deoarece 2 > aa +4 —mn > n+ 4, in consecintd Corolarul 3

cyclic T2
este o rafinare a Corolarului 4.
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Applications of the cubic function
(part 2)

Leonard Giugiuc, Diana Trailescu si Maria Popescu

Abstract. This note is a continuation of the paper ” Applications of the cubic
function”, published in 2014 in the mathematical magazine RMT.

Aceasta lucrare este o continuare a lucrarii ” Aplicatii ale functiei cubice”
sustinute in 2014 la Busteni si publicata in acelasi an in revista de cultura
matematica RMT.

Vom reaminti cateva rezultate esentiale, rezultate descoperite independent de
catre autor si de catre profesorul Vo Quec Ba Can din Vietnam.

Teorema 1. Fie t un numdr real fixat, cut > 0. Consideram numerele reale
a,b si c astfel incit a + b+ c = 3s gi ab+ bc + ca = 3(s* — t2), unde s este
un numdr real fizat. Atunci valoarea minima o produsului abc este egald cu
(s +t)%(s —21).

Teorema 2. Fie t un numdr real fixat, cut > 0. Consideram numerele reale
a,b,c astfel incat a + b+ c = 3s si ab+ be + ca = 3(s*> — t?), unde s este
un numdr real fizat. Atunci valoarea mazximd a produsului abc este egald cu
(s —t)%(s +2t).

Teorema 3. Fie t un numar real fizat, cu 0 < t < s. Consideram numerele
reale nenegative a,b si ¢ astfel incat a+b+c = 3s si ab+be+ ca = 3(s? —t2),
s> 0 si s firat. Atunci valoarea minima a produsului abc este egald cu

S

(s+1t)%(s—2t), daca 0<t<g
S

0, daca igtgs

Teorema 4. Fie t un numar real fizat, cu 0 < t < s. Consideram numerele
reale nenegative a, b si c astfel incdt a+b+c = 3s si ab+betca = 3(s2—t2), s > 0
si s fizat. Atunci valoarea mazimd a produsului abe este egald cu (s—t)?(s+2t).

Aceste rezultate nu vor fi demonstrate aici, ele fiind deja demonstrate in lu-
crarea mentionata. Teoremele de mai sus sunt rezultate puternice, permitandu-
ne s estimam valoarea produsului dintre trei numere reale (sau nenegative) cu
o acuratete mult mai mare decat inegalitatile clasice de medie, care inegalitati
ne dau o aproximare sumara doar pentru produsul dintre trei numere reale
pozitive (sau nenegative).
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Ca element de noutate, vor fi prezentate aplicatii mult mai dificile si in care
se va face uz de Teoremele 1 si 2, deci se va opera cu numere reale arbitrare,
nu doar cu numere pozitive.

Aplicatia 1 (IMO 2006, problema 3)
Sa se determine cel mai mic numar real M astfel incat pentru orice numere
reale a,b si ¢, are loc inegalitatea

ab(a® — b*) 4 be(b? — ) + ca(c? — a?) < M(a® +b* + ¢*)%

Solutie (Leonard Giugiuc).
Cum pentru a = b = ¢ = 1 obtinem 0 < 9M, deducem ca M > 0. De asemenea,

ab(a® — b%) 4 be(b? — ) + ca(c? — a?)

1 1 1
=—la b c¢|=(a+b+c)a—>b)(a—c)b—rc).
PRI

Fie f(a,b,c) = ab(a?—b?)+be(b?>—c?)+ca(c®*—a?) si g(a, b, c) = M (a®+b*+c?)2.
Cum f(a,b,c) = —f(b,a,c) si g(a,b,c) = g(b,a,c) Ya,b,c € R, este suficient si
gasim M astfel ca

|(ab(a® —b?) + be(b? —c?) + ca(c? —a?)| < M(a*+ b*+ *)*,Va,b,c e R. (%)
Daca a+b+c¢ = 0, atunci este evident c& (x) are loc V.M > 0. Deci consideram

a+b+c#0. Cum f si g definite mai sus sunt polinoame omogene de gradul
4, putem presupune WLOG ci a 4+ b + ¢ = 3. Deci (x) devine

9(a—b)(a—c)(b—0)]? < M*(a*+ b*+ *)*, Va,b,c € Rcua+b+c=3 (*¥)
Dar

1 1 1 1 1 1 1 1 1
[(a—b)(a—c)(b—c)*=|a b c|=det a b ¢ a b
a? v a? v 2 a? b 2
3 3 5
=[3 Sy S3|, unde Sy =a" +b* +cF, ke {234}
Sy S35y

De aici,
[(a—b)(a—c)(b—c)]* = 35254 + 65253 — (S5 + 353 +95,).
Presupunem ci ab + bc + ca = 3(1 — t?), cu t > 0. Avem:
Sy = 3(1 +2t?), S5 = 3(9t2 + p) si Sy = 3(6t* + 24t2 — 3 + 4p), unde p = abe.
In urma calculelor, obtinem
[(a—b)(a—c)(b—c)]* = 27[4t° — 9t* + 6t* — 1 + 2p(1 — 3t?) — p?].
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De aici
3[4t° — 9t + 612 — 1 + 2p(1 — 3t?) — p?] < M2(1 +2tH)*, Vt >0

siVa,b,ce Rcua+b+c=3siab+bc+ca=3(1—1t%).

In continuare vom maximiza expresia 2p(1 — 3t?) — p?. Din Teorema 1,

(1+1)2(1—2t) <p < (1—1)2(1+21),
iar
(14+t)2(1—2t) <1-3t2 < (1 —t)*(1 +2t), Vt >0,

deci valoarea maxima a expresiei 2p(1 — 3t%) — p? este egala cu (1 — 3t2)? si se
realizeaza pentru p = 1 — 3t2.

Fie polinomul P(z) = #3 — 322 + 3(1 — t?)2 — (1 — 3t?). Observam usor
ca 1 este radacina a lui P gi de aici deducem imediat ca celelalte doua radacini

ale lui P sunt 1+ /3. In concluzie,
3[4t5 — 9t +6t2 —1+2p(1—3t?) —p?] < 3[4t0 — (1-3¢2)2+(1—-3t2)?] = 12t°.

12¢5
Ultimul pas in aflarea lui M este maximizarea functiei h(t) = A2y pe
intervalul [0, c0). B
a h/(t)_24t5(3—2t2) ded 5 h_h< 3)_34
um = TroEy educem c& maxh = 5) = 59
34 9v/2
Evident, M? > 75 = M > :;2[
3 3
Din considerentele de mai sus, deducem ca pentrua = 1+—,b=1,c=1——
P V2 V2
. 9v2 2 _ 32 2 _ 2 2_ 2 272 2\2
si M = R avem ab(a® — b?) + be(b* — ¢®) + ca(c? — a®) = M(a® + b* + ¢*)=.
9v2
Deci M = —.
eci 32

In aplicatia care urmeaza, vom folosi Teorema 1 in demonstrarea unei ine-
galitati in 4 variabile.
Aplicatia 2 (Leonard Giugiuc, Crux Mathematicorum).

Fie a, b, ¢ si d numere reale astfel incat a? 4 b? 4 ¢ 4+ d? = 4. Si se arate ci
bed + acd + abd +abec+4 > a+b+c+d.

Solutie (Leonard Giugiuc).
Functia h : R — R, h(z) = 2? este convexi, deci din inegalitatea lui Jensen
2 232 2 2
a+b+c+d a*+b°+c"+d
avem [ ——— <
4 4
22

Va,b,c,d € R. Deci in cazul
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nostru, -4 <a+b+c+d<4.
Pe de alta parte,
3(a+b+c+d)* > 8(ab+ be+ cd + da + ac + bd) =

3(a+b+c+d)?

= ab+bc+ cd+ da + ac+ bd < 3

Deci daca notam a + b+ c+d = 4s, atunci —1 < s < 1si
ab+bc+cd+da—|—ac+bd§6$2:>E|t2(),

astfel incat ab + bc + cd + da + ac + bd = 6(s? — t2).
Vom nota bed 4 acd 4 abd + abc = 4q si abed = p. In virtutea noilor notatii,
avem de aratat cd ¢ + 1 > s. Deci in continuare vom minimiza ¢ in functie de
s si t fixate.

Consideram polinomul f : R — R, f(z) = (z — a)(x — b)(z — ¢)(x — d).
Cum f are toate radacinile reale, in virtutea teoremei lui Rolle f’ are radacinile
reale. De asemenea,

f(z) = a* —4s2® +6(s* — t*)2? — dgz +p =
f'(x) =4[z — 352 + 3(s* — t*)z — q].

In virtutea Teoremei 1, ¢ > (s 4 t)%(s — 2t) = —2t3 — 3st2 + 5°.
De asemenea, si observam ci q = (s + t)?(s — 2t) daci si numai daci a, b, ¢ si
d sunt permutari ale lui (s +¢,s+t,s+t,s — 3t).

1—s2

Dara? + b2+ +d?> =4 =165 - 12(s> —1?) =4 =t = 3

. Deci este

suficient si arat ca

2

1—s2 s
72< 35) —3~T5+s3+1—320@

M

1—s2\?2
_2< 3 ) —25+2s°+1>0, Vs € [-1,1].

In sfarsit, consideram functia
3
1— 2\ 2

p:[-1,1] = R, p(s) = -2 — 254253+ 1.

Vom cauta punctele critice ale acestei functii.

1—s2 1 — g2
w’(s)=<s-\/ 35 —1+352);<PI(8)=0(:)3-\/ 38 =1-3s2.
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1 1
S& observam ci s? < 3 dacad 1>s>05sis%> 3 daca —1 < s <0.
13
Ridicam la patrat si avem 28s* — 1952 +3 =0= s2 ¢ {4 7} Dar

1 1 3 1o sm
4<3<7< s =

3
7

Din ¢/'(-1) =4>0, ¢'(0) = -2 < 0 si ¢'(1) =4 > 0 deducem ca
» P

)

1
Dar p(—1)=14i¢p (2) = 0 = min ¢ = 0. Demonstratia este incheiata.

§is=— sunt punctele critice ale functiei.

I N

1 1
Observatie. Daca s = 3 atunci t = 3 Deci egalitatea are loc in permutarile
lui (1,1,1,-1).

In incheiere, vom propune cititorului spre rezolvare doua aplicatii.
Aplicatia 3 (Leonard Giugiuc).
Fie a,b, c,d gi e numere reale astfel incat
S22 2 2, 225
a+b+c+d+e=5g1a°+b"+c*+d*+e°=—.
S& se determine valorile extreme ale expresiei a® + b3 4 ¢ + d® + €3.

Aplicatia 4 (Michael Rozenberg (Israel) si Leonard Giugiuc).
Fie n un numaér natural cu n > 3 si fie numerele reale a;, i = 1,2,...,n.
Demonstrati ca
2

3(n—1 -
Z a;a; > 2571_2; (; ai> Z a;a;ag

1<i<j<n 1<i<j<n

Profesor, C.N. ”Traian”, Drobeta Turnu Severin
Profesoara, Liceul Tehnologic Halinga
Profesoara, Scoala Centrala, Bucuresti
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O concurenta remarcabila in plan

Dana Heuberger

Abstract. In this paper we will see some interesting configurations that lead
to concurrent lines.

Keywords: regular polygon, perpendicular bisector.

In Gazeta Matematics [2] se afli urmitorul rezultat:

Problema 1. Se considera un triunghi oarecare ABC. In exteriorul acestuia
se construiesc hexagoanele requlate ABSC1CoM, BCQA1AsR, CANB1 By P.
Atunci, mediatoarele segmentelor MN, PQ si SR sunt concurente.

Tata o generalizare puternica a acestei probleme:

Propozitia 1. Fien € N;n > 3. In exteriorul triunghiului oarecare ABC' se
construiesc poligoanele requlate AA1As ... A, 2B, BB1Bs...B, 2C si

CC1Cy...Ch_2A. Atunci, pentru orice k = 1,n — 2, mediatoarele segmentelor
[AxCr—k—1], [BxAn—k—1] $i [CxBn—k—1] sunt concurente.

Solutie. Consideram ca triunghiul ABC este orientat in sens trigonometric.
Fie a,b,c afixele punctelor A, B,C. Pentru orice k& = 1,n — 2, notdm cu
ag, b, ¢ afixele punctelor Ay, By, Cy.
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Ca sa fie mai ugor de urmarit desenul, am reprezentat situatia unor heptagoane

regulate, Insd demonstratia o vom face pe cazul general.
. n=2)r . . (n—=-2)mw )
Fiee=cos —————+i-sin——— Avem " =1.
n n
ay—a=¢(b—a)
as — aq :E(afal) = 7?2(67(1)
az —as =% (a; —ag) =2 (b—a)

ap — ap—1 = (=) .2 (b —a)

Adunand egalitatile precedente, obtinem:

ar—a=0b-a)g(1-c+2— ...+ (-)" 2" ) =(b-a)ar (1)
de A\ e EkJr(il)kH Apoi
ot = - = . 1
= 1 ek (e+1) oL,
1+ -

Cn—a—a=c(c—a)
Chog—Cho=c(a—cyo)=—c2(c—a)

Cnea — Cn—g =€ (Cp—2 — Cug) = 3 (¢ — a)
Cnkot — Cnk = (1) F (c—a)
Adunand egalitatile precedente, obtinem:
Cn_g_1— Q= (c—a)a(l —e4e— .+ (-1 e k’l) =(c—a)Br (2)
k+1
e+ (—e)
d =
unde [y 1tz

La fel se deduc relatiile analoage egalitatilor (1) si (2).
Punctul X (z) se afid pe mediatoarea lui [A;C,, k1] daca i numai dacd
lz—arl =z —cnp-1| & (z—ar) T—ar) =(z—cn--1) Z—Cn_i-1) &

& (Gpr—ar) 2+ (cnop1—ap) - Z+ |ap)* = lcn k1) =0 &
((c=a) Br— (b—a) ax) - 2+ ((c—a) Bx —(b—a) o) - Z = [en——1*—|ax|*. (3)
Punctul X (z) se afld pe mediatoarea lui [Br A, —k—1] dacd si numai daca
(@it = br) - 2+ (-1 — bi) - Z+ [bp]* = |an—p—1[* =0 &
((@=0) Br—(c—b) ax) - 2+ ((a—b) Bx — (c=b) ay) - Z = |an—r—1|*—|b|*. (4)
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Punctul X (z) se afd pe mediatoarea lui [CyB;,—r—1] daca i numai dacd
(bp—t—1—7%) - 24 (bp—r—1 — c) " Z+ |ex]* — by =0 &
((b—2) Br— @) @) - 2+ ((b—) B — (a—c) ax) - Z = [bu_s_12—[cx®. (5)

Adunéind egalitatile (3) si (4) deducem cd X (z) se afla la intersectia me-
diatoarelor segmentelor [AC),—k—1] si [BrAn—r—1] daca si numai dacd

(E=0)Br—(c—a)ag) -2+ ((c=b) Br — (c—a)ay) - Z
= lan—k-11? +[en—r—1]* = |ar|* — |ox|*. (6)

Din (5) si (6) deducem ca mediatoarele celor trei segmente sunt concurente
daca si numai daca:

lar]? + [bel® + lcxl® = an—k—1]* + [bn-r—1]* + lcn—r-1/>- (7)

Avem:
Z|ak|2:Z(a+(b—a)ak)(ﬁ+(576)07k)
=> laP+ax Y (b—a)-a+agy_ (b—a)-a+AB*Y |l
> an—k-1> =D (b+ (a—1b)Br) (b+ (@—b) Br)
=D P48 (a=b)-b+B > (@—0b)-b+AB>> |8l

Tinind cont de faptul cd B = @, obtinem ci (7) este adevarata, asadar cele
trei mediatoare sunt concurente.

Bibliografie
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Matematica de excelentd pentru concursuri, olimpiade si centre de excelentd,
Clasa a X-a, Ed. Paralela 45, Pitesti, 2013, 146-178

[2] Braica, P. si Mainea, M., Problema 27299, Gazeta Matematica seria B, 11, 2016,
544

Profesoara, Colegiul National ”Gheorghe Sincai”, Baia Mare
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Comentarii asupra unei probleme de algebra liniara
data la O.N.M.
(Problema 2, clasa XI-a, O.N.M.— 2017)

Vasile Pop

Abstract. This article provides a few commentaries and expands on two of the
math national olympiad problems.

1. Enuntul problemei

Fie Ay, As, ..., Ay € My, (R) matrice simetrice. Sd se arate ca urmdtoarele
afirmatii sunt echivalente:
a) det (AT + A3+ -+ A2) =0.
b) det (A - By + As - Ba+ -+ Ay, - By) = 0 pentru orice matrice
Bi,Bs,...,B,, € M, (R).}
2. Istoric
e La O.N.M. 1995, problema 2 clasa a XI-a, propusa de Marina Cavachi,

are urmatorul enunt;:
Fie Ay, Ag, ..., Ay € M, (R). Sd se arate ca:

det (Z Al Ak) > 0.

k=1
e La O.N.M. 1998, problema 1 clasa a XI-a, propusa de Vasile Pop, are
urmatorul enunt;:

Fie Al,AQ,...,Am € M2 (R), astfel ca AO 7& OZIQ, [ RS R §1 AO . Ak = Ak . 1407
k=1,2,..., 1 se arate cad:

m. Sa
a) det f) Ai) > 0.
k=1
A3
=1

b) Dacddet( > =0 i Ay # aA1, a € R atunci Y A? =0.
k k=1

7 N

3. Enunt generalizat
Fie Ay, As, ..., Ay € M, (R) astfel ca det <Z Ay A};) = 0. Sd se arate
k=1
ca det (E Ay - Bk> = 0 pentru orice matrice By, Ba, ..., By € M, (R).
k=1

Wasile Pop, Dan Moldovan
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4. Solutii

m
Solutia 1. Notand P = Y A - A% din conditia det (P) = 0 0 rezultd ca
k=1

sistemul omogen de ecuatii liniare P- X = 0 are solutia nebanald X € M, (R).
Avem:

P-X=0=X"P X=0&> X' A A X=0&

k=1
YV Mi=0e> > yh=0eY,=0k=12...m
k=1 k=1 1=1

unde Y, = Al - X. Rezultd c& pentru orice By, Ba,..., B, € M, (R) avem
B AL -X=0,k=1,2,...,mdeci Y Bl -Al - X =0, cu X # 0 astfel ca
k=1

det ( S Bl A;) = 05 cum det (M) = det (M?) rezulta det ( S Ay Bk> —0.
k=1 k=1

Observatia 1. Din implicatia P-X = 0= AL-X = 0.k =1,2,...,m obtinem
urmatoarea interpretarea:

Daca V este un spatiu euclidian (real sau complex) de dimensiune finitd
st T1,To,...., T : V. =V sunt aplicatii liniare cu adjunctele Ty, T3, ..., T}
atunct avem:

ker <2Tk oT,j) = ﬂ ker (T}) (: ﬂ ker (T, oT,j))
k=1 k=1 k=1

Solutia 2. (dupi solutia elevului Ciocan Antonie, L.I.I. Bucuregti). Conside-
ram matricea cu blocuri

M = [A1|As] ... |Ap] € My (R)

gi avem P = f: Ay - Al = M - M*. Din formula Cauchy-Binet avem:
=1

0 = det (P) = > DiyigeinDiyig. in = > (Diyiyin)’

1<iy ig<--<ip<nm 1<iy ip<--<ip<nm
deci toti minorii A; ;. ;, sunt egali cu zero (in particular din conditia
det (i Ay - AZ) = 0 rezulta det (Ag) = 0,k = 1,2,...,m). Astfel rangul
matrikczi1 M este mai mic decat n. Pentru orice matrice B € My (R) cu
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blocurile
B,
By

avem M - B = " Ay - By, si din
k=1

rang (M - B) <rang(M) <n-—1
rezulta
det (M - B) =0 < det <ZA;€A§C> =0.
k=1
Ca la solutia 2, considerfm matricea M = [A1]|Az|...|An] € My nm (R)

si notdm cu Ly, Lo, ..., L, liniile sale. Elementele matricei P = M - Mt =
m
kgl Ay - Al sunt P = [pij]; j—17 unde pi; = (Li, L;) (produsul scalar canonic

in R™ al liniilor L;, L;. Astfel cd matricea P este matrice Gram a vecto-
vilor Ly, Loy, ..., Ly, adicA P = G (L1, Ls,...,L,). Un criteriu pentru liniar
dependenta vectorilor Lq, Lo, ..., L, este G (L1,La,...,L,) = 0. (in general
orice determinant Gram este nenegativ). Astfel ca liniile matricei M sunt liniar
dependente (putem continua ca la solutia 2 cu conditia rang (M) < n—1). Din
liniar dependenta liniilor Ly, Lo, ..., L, rezulta ca exista a1, as,...,a, € R nu

toti nuli astfel ca > ajLy = 0. Pentru orice matrice blocuri
k=1
B
By
B = .
B,
cu coloanele B = [C1|Cy|-- - |Cr] avem: 37 Ap - B =M - B =Q = [¢;5]; ;_1
k=1 ’ ’

st gij = (L, Q) 4,5 = 1,n. Avem:

<L1’Cl> <L2701> <Ln701>

(L1,C2) (L2,C2) -+ (Lp,Co)
Q' = : : :

(Li,C) (Lo, C) -+ (L, Co)
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si
x1 (L1 + agls + -+ an Ly, Cr) 0
Qt . a2 _ <a1L1 +042L2 +"'anLnaC2> —_ 0
Ol‘n (1Ly + gLy + - anLy, Cp) 0
(65} 0
(65 0
gsicum | . | # | . |, rezultd det (Q') = det (Q) = 0.
Qo 0

Solutia 3. Ca la solutia 2, consideram matricea
M = [A1]42]. .. |An] € Mpmn(R) si notdm cu Ly, Lo, ..., L, liniile sale.

Elementele matricei P = M - Mt = kil Ay - Al sunt P = [p;;] unde p;; =

=T,
(Li, Lj) (produsul scalar canonic in R™ al liniilor L; si L;). Astfel cd matricea
P este matrice Gram a vectorilor Ly, Lo, ..., Ly, adicd P = G(L1, Lo, ..., Ly,).
Un criteriu pentru liniar dependenta vectorilor Ly, Lo, ..., L, este

G(L1, La,...,Ly) =0 (in general orice determinant Gram este nenegativ).
Astfel ca liniile matricei M sunt liniar dependente (putem continua ca la solutia
2 cu conditia rang (M) < n — 1). Din liniar dependenta liniilor Lq, Lo, ..., L,

rezulta ca exista ai,ao,...,a, € R™ nu toti nuli, astfel ca zn: apL; = 0.
Bl k=1

Pentru orice matrice de blocuri B = B, € Mpmn(R) cu coloanele B =
B,

[C1|Ca. .. |Cp], avem kz Ap-By=M-B=Q = [g;jli; = Linsiq; = (Li,Q;),
=1

i,7 =1,n. Avem

(L1,C1) (L2, C1) ... (Ln,Ch)
. (L1,C2) (L2, Co) (L, Co) )
Q= : - : st
(L1,Ch) (L1,Crny ... (L1,Chp)
(&3] <061L1 + OéQLQ + -+ OénLn, C1> 0 (&3] 0
o9 (a1 Ly + gLy + -+ -+ ap Ly, C9) 0 Qg 0
Qt N . = §1 cum 7é N
Qg (onLy + asLo+ -+ -+ an Ly, Cy) 0 (a%% 0
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rezulta

det(Q") =0 sau det(Q) = 0.

Bibliografie

[1] R.M.C., 1995, pag. 13
[2] R.M.C., 1998, pag. 6
[3] Supliment G.M. 2017, pag. 11
]

[4] Pop, V., Algebra liniard si geometrie analiticd, Ed. Mega, 2012 (pag. 102, Deter-
minanti Gram)

Conf. univ. dr., Universitatea Tehnica Cluj-Napoca
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Some algebraic inequalities proved by using a
Fermat-Torricelli’s geometric configuration

Daniel Sitaru

Abstract. In this paper it’s developed a method to construct algebraic inequali-
ties by constructing a triangle configuration. Famous inequalities are redesigned using
the properties of Fermat-Torricelli point of this triangle.

1. Main results
If z,y, 2 > 0 then:

L /T2 +ay+y?) > ay+yz+ 2
E\/x2+xy+y2< 3
[MvVa?+zy+y?* 2y tyz+zx

3. 1222 + x(y + 2) — y2) < [[(a? + 2y + )

2 2

Y+ Yz +z

4. 3 > (2 2

DI et COBEA D L)Y

2.

22 + 2y + 12

5. (zy+yz+22) V22 +ay +y2 < 3/T[(@% + 2y + 42)
6. (z+y+2)? <3 V(@ +ay+y?) @2 +yz +27)
. 3 (3 wy)” _ Ve ey 97 _ T1E@ + oy +y7)
(V@ tay+) TV tayry T 3(Kaw)”
A
an
B
C
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Let T be a point in a plane and A, B,C such that TA = z; TB = y;
TC =z and <ATB = <BTC = <CTA = 120°.
T is the Fermat-Torricelli’s point of AABC. By cosine’s rule in ABTC;
ACTA; NATB:

a=BC=+y?+yz+22
b=CA= 22+ 20 +a2
c=AB=\/2®>+zy+y?

Area of triangle ABC"

1 1 1
S =[ABC] = S TB-TCsin120° + S TC - TAsin120° + 5 TA - TC'sin 120°
3
= %xwyzmx)
Proof 1. By Carlitz’s inequality (AMM-1961) in AABC:
Va2b2c2 > i S

V3
4 /3

3 2 2y > .1~

\/H(x +ay +y?) > 7 (zy + yz + 22)

i/H(fE2+xy+y2) > ay+yz+ 2w

Observation. Inequality (1) it is known as Wu’s inequality.
Proof 2. By Mitrinovié’s inequality in AABC:

3vV3
SS\Q—[R

abe

2sg?n/§R<:>oL+b+cg3\/§E

4S(a+b+c) < 3v/3abe

1+ (Y)Y Ve o+ < [ V@ e
Vi(X o) S VATt < [ VE T

Z\/x2+xy+y2< 3
[TVa2+ay+y? — 2y+yz+z
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Proof 3.
A V+c?—a? Phzz+ai+a?+ay+yt -yt —yz— 22
COs A = = =
2bc 2¢/(22 + zz + 22)(22 + 2y + 4?)
222 -
cos A — et +aly+z) —yz

2¢/(2%2 4 2z + 22) (22 + 2y + y?)
It is known that
cos Acos BeosC <
H 222 + x(y + 2) —yz
2¢/(22 + za + 22)(22 + 2y + y2)

[1(22% + z(y + 2) — y=2)
[1(22 + zy +?)

1_[(2332 +z(y+2)—yz) < H(x2 + 2y +9?)
Proof 4. It’s known Walker’s inequality in any AABC:

a v s o o1 1 1

2 2
Yy t+yz+z 2 2 1
3 >
$2+x2+22—z(x +$y+y)zx2+xy+y2

tyz+2° 1
DIl CO DD DL ) D B

Proof 5. It’s known Curry’s inequality (AMM-1967).
In any triangle ABC"

IN
| — ool

IN
—_

b
45\/§§£
a+b+c
/22 2
4-§(xy+yz+zx)\/§§ Ve toyty
4 YVt wy + g

(xy +yz +22) Y Va? + xy + 12 S3§’/H($2+xy+y2)

Proof 6. It’s known Hadwiger-Finsler’s inequality.
In any triangle ABC:

a? + b2+ 2 >45V3+ (a—b)2+ (b—¢)? + (c—a)?
2(ab + be + ca) > 45V3 + a® + b% + ¢
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23" /(@ +ay + y2) (12 +yz + 22) 24\/§'§Zwy+2(x2+xy+y2)
22\/(m2+xy+y2)(y2+yz+z2) 23ny+22x2+zgcy
ST 42 ay < ST /(@ + 2y +y2) (Y2 + yz + 22)

(@ +y+2)" <D V@ +ay+ )2 +yz +22)
Proof 7. It’s known Klamkin’s inequality.

In any AABC:
42 abc < p?
“a+b+c ™
S2 < abe a?bc?

<
$2 " a+b4+c— 1652
3

P T L L | RV ik T i | LR RS
N e e 1

3(3 xy) < VIIE? +zy + y?) < [1(z* 4+ zy + y?)
(Z\/mf TN Vel tay+y? T 3(Nay)’

Observation. All inequalities (1-7) become equalities for x = y = z.

Bibliografie

[1] Daniel Sitaru, Math Phenomenon, Ed. Paralela 45 Publishing House, Pitesti,
Romania, 2016

[2] Romanian Mathematical Magazine, www.ssmrmh.ro

Profesor, C.N. Economic ”Theodor Costescu” Drobeta Turnu Severin
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Tabara Judeteana de Excelenta in Matematica
Targu Lapus, Maramures
1 — 7 septembrie 2017

In perioada 1-7 septembrie 2017 s-a desfagurat la Targu Lapus, Tabara
Judeteana de Excelenta in Matematica.
Au participat elevi de gimnaziu i liceu, care s-au clasat pe primele locuri la
Olimpiada judeteana de matematica.

Profesorii care au insotit grupul si au tinut lectii in tabara au fost: Gheor-
ghe Boroica - directorul taberei, Florin Bojor, Nicolae Muguroia, Dana Heuber-
ger, Cristian Heuberger (C.N. ”Gheorghe Sincai”), Vasile Ienutag (Sc. gim.
”Nicolae Torga”), Gheorghe Gherasin (Liceul "Regele Ferdinand”), Pop Radu
(Sem. Teologic ”Sfantul Tosif Marturisitorul”), Indre Iulian, Gavrilag Emilia
(Lic. Teoretic ”Petru Rareg”) si conf. univ. dr. de la Universitatea Tehnica
Cluj-Napoca.

Clasa a VI-a

Premiul de excelenta: Zainea Jessica, C.N. ”Gheorghe Sincai”, prof. Pop
Adrian

Premiul I: Tamdaian Lidia Alezandra, Sc.Gim. ”Nicolae Iorga”, prof. Ienutasg
Vasile

Premiul al II-lea: Span Teodora, C.N. ” Gheorghe Sincai”, prof. Heuberger
Dana

Premiul al ITI-lea: Herbil Anastasia, C.N.” Dragos Voda” Sighetu Marmatiei,
prof. Mihu Amalia

Clasa a VII-a

Premiul de excelenta: Muntean Tudor, C.N.” Gheorghe Sincai”, prof. Bo-
jor Florin, Costin Oana, C.N. ”Gheorghe Sincai”, prof. Boroica Gheorghe

Premiul I: Tus Traian, C.N. ” Gheorghe Sincai”, prof. Boroica Gheorghe

Premiul al II-lea: Span Mihai, C.N. ”Gheorghe Sincai”, prof. Boroica
Gheorghe

Premiul al III-lea: Dumitriu Marian, C.N. ” Gheorghe Sincai”, prof. Bojor
Florin, Onea Iulian, C.N. ”Vasile Lucaciu”, prof. Bretan Andrei

Mentiuni: Giurgi Bogdan, C.N. ”"Dragos Voda” Sighetu Marmatiei, Oana
Cristiana, L.T. "Bogdan Voda” Tg. Lapus
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Clasa a VIII-a

Premiul de excelenta: Lazea Darius, C.N. ” Gheorghe Sincai”, prof. Bojor
Meda, Zlamparet George, C.N. ”Gheorghe Sincai”, prof. Musuroia Nicolae

Premiul I: Robu Raluca, C.N. ”Vasile Lucaciu”, prof. Covaciu Traian

Premiul al II-lea: Dragos Andreea, C.N. ”Vasile Lucaciu”, prof. Covaciu
Traian

Premiul al I11-lea: Bozga Bianca, 3c.Gim. ”Ben Corlaciu”, Grosii Tiblesului,
Iliuta Filip, C.N. ”Gheorghe Sincai”, prof. Muguroia Nicolae

Mentiuni: Petrenciuc Amelia, C.N. ”Vasile Lucaciu”, Giurgiu Catalin, L.
Tehnologic ” Grigore C. Moisil” Tg. Lapus

Clasa a IX-a

Premiul de excelenta: Zaharie Oana, C.N. ” Vasile Lucaciu”, prof. Gabriela
Boroica, Ciceu Denis, C.N. ”Gheorghe Sincai”, prof. Gheorghe Boroica

Premiul I: Talpos Carina, C.N. ” Gheorghe Sincai”, prof. Dana Heuberger

Premiul al II-lea: Giuroiu Tudor, C.N. ”Gheorghe Sincai”, prof. Boroica
Gheorghe

Clasa a X-a

Premiul de excelenta: Becsi Paul, C.N. ”Gheorghe Sincai”, prof. Bojor
Florin, Boroica Adrian, C.N.” Gheorghe Sincai”, prof. Bojor Florin, Andreicut
Teofil, C.N. ” Gheorghe Sincai”, prof. Bojor Florin

Premiul I: Cornestean Iasmina, C.N. ”Dragos Voda” Sighetu Marmatiei,
prof. Giurgi Vasile

Premiul al II-lea: [Ilies Iulia, C.N. ” Gheorghe Sincai”, prof. Bojor Florin

Clasa a XI-a

Premiul de excelenta: Matei Bledea Alexandru, C.N. ”Gheorghe Sincai”,
prof. Musuroia Nicolae, Stepan Dacian, C.N.”Dragos Voda” Sighetu Marmatiei

Premiul I: Cotarlan Codrin, C.N. ”Dragos Voda” Sighetu Marmatiei, prof.
Bedeoan Loredana

Premiul al II-lea: Muresan Alexandru, C.N.” Gheorghe Sincai”, prof. Musu-
roia Nicolae

Clasa a XII-a

Premiul de excelenta: Bojor Barbu, C.N.” Gheorghe Sincai”, prof. Heuber-
ger Cristian

Premiul I: Sas Diana Alexandra, L.T. ”Petru Rarey” Tg. Lapus

Premiul al II-lea: Pop Viad, C.N. ”Gheorghe Sincai”, prof. Heuberger
Cristian
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Clasa a VI-a

1. Determinati numerele naturale a, b, c pentru care

2016 2017 2018
a+b a+c b+c

si
(b—a)® +4(c—b)*+9(c —a)?® = 656.

S.G.M. 5/2017

a x

2. Fie a,b, x,y numere naturale nenule astfel incat — = = = —. Sa se

x

arate ca:

a) r3 = a?

b) x este d1v1zor al numarului a - b.

¢) Daca a, b sunt numere prime, atunci a =b=2x = y.
3.

Se considera unghiurile adiacente <tA10Ay, <A20A4s3, ..., <A, 0A,11
astfel Incat

m(<IA10A2):1,m(<{A20A3):2,m(<IA30A4):4 (<IA OAn_;'_l) (2n 1).

a) Gasiti cea mai mare valoare a lui n, astfel incat suma masurilor celor n
unghiuri sa fie mai mica decat 360°.

b) Fie [OB semidreapta opusa bisectoarei unghiului <4;0A,,, cu n deter-
minat la a). Aflati £ € N* astfel incat B si apartind interiorului unghiului
ALOAg41.

Problemele au fost selectate si propuse de:
Prof. Vasile Ienutas, Sc.gim ”Nicolae lorga”
Prof. Radu Pop, C.N. ”Vasile Lucaciu”
Clasa a VII-a
1. Numerele reale a, b, c,d, e au proprietatea ca:
la — bl =2|b—¢c| =3Jlc—d| =4|d —e| =5|e — al.

Demonstraticaa=b=c=d =ce.

2. Determinati numarul abed cu proprietatea Vabed = 8Vab + Ved.

G.M. 10/2016
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3. Fie AABC gi N mijlocul lui (AC). Prelungim latura AB cu segmentul

1
[BM] astfel incat BM = 3 AB. Daca MN N BC = {P}, aratati ci 4- CP =
3-CB.

Problemele au fost selectate si propuse de:
Prof. Vasile Ienutas, Sc.gim ”Nicolae lorga”
Prof. Radu Pop, C.N. ”Vasile Lucaciu”

Clasa a VIII-a

1. Pe fiecare din fetele unui cub se scrie cate un numar natural nenul.
Fiecarui varf al cubului i se asociaza produsul numerelor scrise pe cele trei fete
care contin varful respectiv. Suma numerelor asociate celor opt varfuri ale
cubului este 2013. Care sunt valorile posibile ale sumei numerelor scrise pe cele
sase fete ale cubului?

2. Si se rezolve in numere naturale ecuatia 2% — y! = 392.

3. Fie punctele necoplanare V, A, B,C. Semidreptele [AM si [AN sunt
bisectoarele unghiurilor <V AB respectiv <V AC, unde M € VB gi N € VC.
Dacid AB = AC, sa se demonstreze ca M N este paralela cu una dintre liniile
mijlocii ale AABC.

Problemele au fost selectate si propuse de:
Prof. Florin Bojor, C.N. ”Gheorghe Sincai”
Prof. Gheorghe Gherasin, Liceul ”Regele Ferdinand”

Clasa a IX-a

1. Fie a,b,c € Z astfel incat 30|(a + b + c).
a) Sa se demonstreze ci Vx € Z avem ci 30|(z° — z).
b) Dati un exemplu de trei numere a, b, ¢ ca in enunt, astfel incat a2 +b%+c?

nu este divizibil cu 30.
¢) Demonstrati cd 30[(a*" ! + b+ 4 ¢4 1) ¥ e N.

2. Fie n € N* si ¢(n) numérul numerelor naturale mai mici sau egale cu
n gi relativ prime cu n.

a) Calculati ©(10) si ¢(140).

b) Calculati ¢(p'), unde p este numar prim iar [ € N*.

¢) Aratati ci exista o infinitate de numere naturale n pentru care p(n) =

w| 3
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3. Sa se demonstreze ca:
T Y3

—+5>2z+ty Vo,y>0.
T

a+b)3 b+c) c+a)d

(@t Gro? (et
c a b2

>8(a+b+c¢),Va,b,c>0.

Problemele au fost selectate si propuse de:
Prof. Gheorghe Boroica, C.N. ”Gheorghe Sincai”

Clasa a X-a
1. Se considera progresia aritmeticd (a,)n>1 cu a; > 0 si ratia r > 0.

Fie numerele complexe z; = (1 + agagy1) +7-i, k=1,ngi 2 =2129... 2.
S& se demonstreze ca Re(z) > 0 gi Im(z) > 0.

2. Sa se determine termenul general al sirului (ap)n>1 cu a1 =6 si

1
Opt1 = 8 (Zan — 14+ V8ay, + 1) , Vn > 1.
3. Determinati functiile f,g : R — R pentru care
9(f(x +v) = f(2) + (22 +y)g(y), Yo,y € R.

Problemele au fost selectate si propuse de:
Prof. Nicolae Musguroia, C.N. ”Gheorghe Sincai”
Conf.univ.dr. Vasile Pop, Universitatea Tehnica Cluj-Napoca

Clasa a XI-a

1. Fie A € M3(R) o matrice cu proprietitile:
det(A — 315) = 4 si det(A + 2I5) = 9. Sa se calculeze (A — I5)2017.

2. Pentru X € M3(C) notam cu S(X) suma matricei X.

1 1 0
FieA=1[1 0 1
0 1 1

a) S& se demonstreze cd S(X - A) = 25(X), VX € M;3(C).
b) Sa lcul li S(A") + 5(AmT)
) Sa se calculeze Jim 15 54D

3. Fie (zp)n>1 un sir de numere reale astfel incat =1 > 0 §i zpy1 =

Tn

———,Vn > 1. Si se demonstreze ci sirul (nz,),>1 este marginit.
4z, +1 =

Problemele au fost selectate si propuse de:
Prof. Florin Bojor, C.N. ”Gheorghe Sincai”
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Clasa a XII-a

1. Fie f : R — R o functie care verifica relatia f3(x) +e/(*) = x +sin? 2,
Vax € R. Sa se arate ca f admite primitive.

2. Determinati functiile f : R — R care admit primitive F' : R — R i
pentru care f(x) + F(z) = |z|, Vo € R.

3. Fie M = Z~, multimea claselor de resturi modulo 7.
a) Cate legi de compozitie * : M x M — M exista?
b) Determinati numérul functiilor bijective f : M — M, stiind ca

flz+y)=f(x)+ fly), Yo,y € M.

c) Sa se verifice dacad numarul a= 1+ 3*"~!, unde n € N*, este divizibil cu

Problemele au fost selectate si propuse de:
Prof. Gheorghe Boroica, C.N. ”Gheorghe Sincai”
Prof. Nicolae Musuroia, C.N. ”Gheorghe Sincai”
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Concursul interjudetean de matematica

”ARGUMENT”
Baia Mare, 11-12 noiembrie 2016

Organizatori: Catedra de matematica a Colegiului National ”Gheorghe Sin-
cai”, in parteneriat cu Inspectoratul Scolar Judetean Maramures si Asociatia
” Argument”.

Locul de defiagurare: Colegiul National ”Gheorghe Sincai”.

Perioada: 11-12 noiembrie 2016.

Presedintele concursului: conf. univ. Vasile Pop de la Universitatea Tehnica
din Cluj-Napoca.

Participanti: loturile colegiilor nationale: ”Andrei Muregsanu” Dej, ”Mihai
Eminescu” Satu Mare, ” Alexandru Papiu Ilarian” Tg. Mures, ”Unirea” Tg.
Mures, ”Silvania” Zalau, ”Dragos Voda” Sighetu Marmatiei, ” Vasile Lucaciu”
Baia Mare, ” Gheorghe Sincai” Baia Mare, Liceul Teologic Baptist ” Emanuel”
Oradea, precum si elevi de gimnaziu de la gcolile reprezentative din oras.

Partenerii concursului: Consiliul Judetean Maramures, Inspectoratul Scolar
Judetean Maramures, Asociatia ” Argument” C.N. ”Gheorghe Sincai”.

Clasa a V-a

1. Numarul de numere naturale de doua cifre, care au suma cifrelor egala
cu 9, este:

a) 7 b) 8 c)9 d) 10
2. Numarul (4-8)15: 829 :1024 + (4 - 3)% : 4 este egal cu
a) 56 b) 68 ¢) 46 d) 41

3. Diferenta dintre cel mai mare numéar par de patru cifre si cel mai mare
numar impar de trei cifre este egala cu:
a) 8999 b) 9000 c) 8889 d) 9889

4. Suma cifrelor numarului 102°° +9 - 1019 — 1 este egali cu:
a) 1800 b) 1791 ¢) 10 d) 1782

5. Suma numerelor naturale pare, care impartite la 17 dau restul egal cu
dublul catului, este egala cu:
a) 684 b) 304 ¢) 360 d) 380
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6. Numarul de numere pare de trei cifre, avand exact doua cifre identice,
este egal cu:
a) 118 b) 116 c) 135 d) 120

7. Cea mai mare valoare posibila a sumei a doua numere naturale cu
produsul egal cu 24 este:

a) 11 b) 14 c) 25 d) 16
8. Numarul de zerouri in care se termina produsul 1-2-3-...-29-30 este
egal cu:
a) 6 b) 7 c) 8 d)9

9. a) Si se scrie numarul natural A = 8(3% + 3% 4 37 4 3%) + 27 ca putere
cu baza 3.
b) S& se afle ultimele patru cifre ale numarului B

10. Pe o tabla au fost scrise numerele 1,3,4,6,7,10,11,12 si 16. Doi copii
au sters fiecare cate patru numere, astfel incat suma numerelor sterse de unul
dintre copii este de trei ori mai mare decat suma numerelor sterse de celalalt.
Ce numair a ramas scris pe tabla?

— 41011 _ 92015 _ 41008

Subiectele au fost selectate si propuse de:
Prof. Meda Bojor, C.N. ”Gheorghe Sincai” Baia Mare
Prof. Gheorghe Boroica, C.N. ”Gheorghe Sincai” Baia Mare

Clasa a VI-a

1. Dacd a-b = 720 iar [a,b] = 60, atunci a + b este:
a) 64 b) 42 c) 120 d) 72
2. Cel mai mic numar natural, care impartit pe rand la 6,7 si 8, da
resturile 5,6 respectiv 7 este:

a) 187 b) 167 c) 567 d) 100
3. Solutia ecuatiei 5+ 5-6 +5-62 4 --- +5- 62916 = 22017 _ 1 este:
a) 6 b) 4 c) b d) 7
4. Daca a si b sunt cifre nenule si ga...a-5 = bb...b-4, atunci 4a + 5b
SN—— N——
2016 2016
este:
a) 54 b) 37 c) 41 d) 40

5. Daca a, b, c sunt cele mai mici numere naturale consecutive, doua cate
doua prime intre ele, cu suma divizibila cu 15, atunci a - b - ¢ este:
a) 4450 b) 990 c) 150 d) 30
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6. Dacd AB = 100 cm, [CD] C [AB] astfel incat segmentele [AB] si [CD]
au acelagi mijloc, iar AC' = 80 cm, atunci lungimea segmentului [C' D] este:
a) 20 cm b) 80 cm ¢) 60 cm d) 40 cm

7. Dacd a,b,c € {1,2,3,...59} si a®b'¢” + b°a’c” este un numér natural
in grade, atunci a + b + ¢ este:
a) 80 b) 89 ¢) 98 d) 59

8. In jurul punctului O se considera, in aceasta ordine, semidreptele

[OAl, [OAQ, ey [OAn, o, nE N* cu m(K(AlOAg)) = 20, m(i(AQOAg)) =
2-m(£L(A1043)), m(£(A20A4)) =2 - m(£L(A20A3)), ... si aga mai departe.
Multimea valorilor lui n € N, n > 2 pentru care [OA,, = [OA; este:

a) 0 b) {6, 7} c) {7} d) {6}

9 2-4-6...(2n)+1
2-4-6...(2n) - (2n+2)+ 1

a) Ardtati cid Az este reductibila.

b) Ardtati cd Ajgp7 este ireductibila.

,n e N

. Se considera fractia A, =

1
Aratati ca —— < A < —.
¢) Ardtati e o575 < Awor < 557
10. Un triunghi echilateral de latura 1 poate fi acoperit cu 5 triunghiuri
echilaterale de latura a.
1
a) Ardtati cd a > 7
b) Aratati ca acelasi triunghi poate fi acoperit cu 4 triunghiuri echilaterale

de latura a.
Prof. Vasile Pop

Subiectele au fost selectate si propuse de:
Prof. Crina Petrutiu, C.N. ”Gheorghe Sincai” Baia Mare
Prof. Nicolae Muguroia, C.N. ”Gheorghe Sincai” Baia Mare

Clasa a VII-a

1. Daca media aritmetica a trei numere naturale este egala cu 2, atunci

cea mai mica valoare posibila a produsului lor este:
a) 1 b) 8 c)4 d)0
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z 1
= Y = si —+ —+ — = 36, atunci numarul
z+1 y+2 z+3 R TR
x4+ y + z este egal cu:

2. Daca

2 1
— b) 1 — d) 22
» 2 ) 0 3 )
3. Suma numerelor z € {1,2,...,8}, pentru care
31 1 1 A
- — + — e intreg, are valoarea
z 0,(x) 0,0(x) 0,00(x)
a) 15 b) 24 C) 18 d) 7

5
4. Daca x € Z* este o solutie a ecuatiei |z| — — = 7 atunci valoarea lui
x

x? — x este:

a) 2 b) 0 ¢) nu existd x d) 6
5. Daca pentru cifrele a, b, ¢, cu a > 2 gi pentru n € N* avem

abc  abe abe

S hr __ on+l
ab0+?+7+"'+3n_1—3 —3,
atunci perechea (abc,n) este:
a) (162,4) b) (729, 5) c) (486,6) d) (486,5)

6. Fie triunghiul ABC, M mijlocul lui (BC), N mijlocul lui (AM) si
P € BC cu NP||AB. Daca m(MAC) = m(ACM) = 30° si BC = 10 cm,
atunci perimetrul patrulaterului AN PB este:
a) 125 mm b) 25 cm ¢) 15 cm d) 12 cm

7. Fie trapezul isoscel ABC'D cu AD = BC =CD =10cm si AB =20
cm. Fie M mijlocul lui (AB). Perimetrul triunghiului CDM are valoarea:
a) 24 cm b) 3 dm c) 26 cm d) 28 cm

8. Daca ABCD i CEF B sunt doua paralelograme congruente distincte,
atunci:
a) AE = DF b) AE > DF ¢) AE < DF d) AE < AF

9. a) Demonstrati ca, dacd numerele p, ¢,z € Q4 sunt astfel incat p- ¢ =
22, atunci p + ¢ > 2z.
b) Daci a, b, ¢, d sunt numere naturale, astfel ca 1 < a < b < ¢ < d < 100,

a a ¢
determinati valorile minime ale expresiilor ¥ = —+ - ¢i FF = —+ —.
c

d b d
Prof. Vasile Pop
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10. Fie paralelogramul ABCD. Fie S punctul de intersectie al bisec-
toarelor unghiurilor A si lA), T punctul de intersectie al bisectoarelor unghiurilor
BsiC,{M}=DSNAB, {N} = ASNCD si {P} = CSNBN.

a) Demonstrati cd ST||AB.
b) Dacd AB = 25T, demonstrati cd AT = 2MP.

Subiectele au fost selectate si propuse de:
Prof. Dana Heuberger, C.N. ”Gheorghe Sincai” Baia Mare
Prof. Cristian Heuberger, C.N. ”Gheorghe Sincai” Baia Mare

Clasa a VIII-a

1. Numadrul n € N* care verifica egalitatea

I S 1 _ 100
1-9  9-17 (8n—7)-(8n+1) 801

este:
a) 10 b) 800 c) 100 d) 99

2. Daca z,y € R verifica ecuatia

V1622 + 64x 4+ 64 — |4+ 22| + /y?> —2y+1 =0,

atunci x + y este:
a) 1 b) 2 sau —2 c) —1 d) 3

3. Dacaa,b,c € Rsia?+b%2+c? < 14 iar a+2b-+3c = 14, atunci a+b+c
este:
a) 6 b) 2 c) 14 d) nu se poate determina

2 3 4
tr—t et =

4. Numerele reale a, b, ¢, d verifica egalitatea crivretersTara

a b c d
4. Valoarea expresiei ] + b2 + 13 + ir1a este:
a) 1 b) 4 c) 2 d) 0

5. Daca x € [-2,3] §i by =  + 2, atunci
E=\22+y?+dz+4+ /22 +y2 -6 —2y+ 10

este:

a) V26 b) 5 c) V24 d) 1
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6. In tetraedrul ABCD triunghiul BCD este echilateral si BC' = 8 cm.
Fie [BM si [BN bisectoarele unghiurilor <ABC respectiv <ABD, M € (AC)
si N € (AD). Dacd AB = 16 cm atunci triplul lungimii segmentului (M N)
este:
a) 12 cm b) 64 cm ¢) 16 cm d) 8 cm

7. Fie prisma dreaptd ABCA'B'C’' cu AB=3cm, BOC =5cmsi AA' =6
cm. Minimul expresieit AM + MC’, unde M € [BB’] este:
a) (Sﬂ + \/34) b) 6v/2 cm ¢) 10 cm d) 14 cm

8. O prisma hexagonala regulata are muchiile egale. Daca raza cercului
inscris in hexagonul bazei este v/3 cm, atunci aria totald a prismei este:

a)24em  b)12(2+4V3) ) 12(1+2V3) em®  d) 48 cm?
9. Si se determine perechile de numere intregi (z,y) care verifica relatiile
23 =58z + 21y, y° =21z + 58y.
Prof. Vasile Pop

10. In interiorul unui cub de muchie 12 ¢m se gasesc 7 puncte distincte.
a) S& se demonstreze ca distanta intre doud puncte este cel mult 14 cm;
b) Sa se arate ca, daca distantele intre oricare doud puncte sunt numere
naturale, atunci cel putin doua distante sunt egale.
Prof. Vasile Pop

Subiectele au fost selectate si propuse de:
Prof. Florin Bojor, C.N. ”Gheorghe Sincai” Baia Mare
Prof. Adrian Pop, C.N. ”Gheorghe Sincai” Baia Mare

Clasa a IX-a

1. Fie a,b,c,d numere intregi. Si se arate ci ecuatia 22 + 2ax + b =
y? + 2cy + d are o infinitate de solutii (z,y) € Z x Z, daci si numai daci
2 _ 2
a®—c*=b—d.

2. Fie a,b numere naturale astfel ca (a — 1) < b < a? si consideram sirul
(@n)n>0 definit prin relatia de recurenti:

Tn4+1 = ATp + [xn\/g} , n S N, ZTo S N*
Sa se arate ca exista p,q € N astfel ca
T+l = PTn + qTn—1, Vn>1
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3. a) S& se determine unghiul A al triunghiului ABC in care este verificati
relatia:
a? =b%+ 2 + be.
b) Fie x,y, 2 numere pozitive care verifica relatiile:
P ray+yi=1, 2 +yz+22=4, 22+ zx+ 2% =5.

S& se determine suma S = 2% + y? + 22.

4. Fie A o multime de n > 2 puncte in plan si fie M un punct fixat.
Pentru orice submultime nevidd B C A, se construiegte o dreaptd (notata cu
dp) in felul urmator: notam cu G'p centrul de greutate al multimii B, cu Gx
centrul de greutate al multimii B = A\ B, iar cu Mp simetricul lui M fata de
Gp; dreapta dp este MpGy.

a) Sa se arate ca, pentru orice k = 1,2,...,n — 1, existd un punct I} in
plan prin care trec toate dreptele dg, cu B C A, |B| = k.
b) Sa se arate cd punctele I(k =1,2,...,n — 1) sunt coliniare.
Clasa a X-a

1. Fie ABC un triunghi dreptunghic cu ipotenuza BC' de lungime n € N.

Pe ipotenuza se considera punctele B = Ay, As, ..., A,y1 = C, care o impart in
n parti egale de lungime 1, iar pe cercurile de diametre A; As, AsAs, ..., Ay Ania
se considera punctele My, Mo, ..., M,. Sa se arate ca, daca

AMy 4+ Ao Mo+ -+ -+ A, M, > AB,

atunci
MyAg + MyAs + -+ + M A1 < AC.

2. Fien € N* si 21, 29, ..., 2z, numere complexe cu proprietatea

1
5 —1< 5, Vi=Tn.

S& se arate ca
n

I

i=1

3
in2.

Y

1
3. Fie f : R — R o functie neinjectiva, pentru care existda o functie
injectiva g : R — R si o functie h : R x R — R, astfel ca
fl9(x) +y) = h(f(z),y), Yo,y €R.

Sa se arate ca functia f este periodica.
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4. Fie A C R o multime cu cel putin trei elemente i f : A — R o functie
cu proprietatea:
[f(@) = f(y)l =z —yl, Va,y € A.
S& se arate cd existd o functie g : R — R astfel incat g(x) = f(z), Vo € A si
lg(z) —9(y)| =[x —yl, Va,y € R.

Clasa a XI-a

1. Fie f: Q" — Q* o functie cu proprietatea:
T *
1(555) = 1@ v vawe Q. (1)

a) S& se arate ca f este bijectiva si ca
b) Sa se dea exemplu de functie f : Q* — Q* cu proprietatea (1).

2. Fie A,B € M3(C) sia,be C astfel caa?#b*sia-AB+b-BA = L.
S se arate ci (AB — BA)? = O,.

3. S& se determine numérul permutérilor o € S, (n > 3) cu proprietatea

0% = e, care au un numir minim de puncte fixe (e este permutarea identica:

e(k) = k pentru orice k € {1,2,...,n}; k € {1,2,...,n} se numeste punct fix
pentru o permutare o € S,, daca o(k) = k).

4. Fie a € R\Q fixat. Definim sirul (a,),>1 prin a, = {na}+{(n+1)a},

Vn > 1, unde {z} reprezinti partea fractionard a numarului real z. S& se

determine multimea punctelor limita pentru sirul (a,),>1 (z € R se numeste
punct limita pentru sirul (a,),>1 daca sirul are un subsir convergent la x).

Clasa a XII-a

1. Sa se determine functiile f : R — R care verifica inegalitatea:
[f(x+y) = fle—y) =2y < y* Yo,y e R

2. Spunem ci o functie f : R — R are proprietatea (P) daca este continua
si verifica relatia:
flx)-f(f(z) =1, Vo eR.
a) S& se arate cd existd o infinitate de functii cu proprietatea (P).
b) Dacd f este o functie cu proprietatea (P) gi f(2017) = 2016, se pot
deduce valorile f(2015) si f(2018)7
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3. Pe multimea (0, 00) se considerd o lege de compozitie internd ” *” cu
proprietatea:

(xxy) - (yxz2)-(zxx)=1, Ya,y,z € (0,00).

Sa se studieze proprietatile acestei legi: comutativitate, asociativitate, element
neutru.

4. Pornind de la functia
Fy:(0,00) - R, Fi(z) =z(lnx — 1), Vo >0,
se defineste sirul de functii (Fy,)n>1, Fn @ (0,00) — R, In care F,41 este o

primitiva a functiei F;, cu proprietatea lir% Foi1(x)=0,Vn>1.
z—

5 ) . nlE,(1)
Sa se determine lim .
n—oo Inn

Premiantii concursului ” Argument”, editia a VIII-a

Clasa a V-a

Premiul I. Robu Dacian, Stirbu Andrei (C.N. ”Vasile Lucaciu” Baia Mare).
Premiul al IT-lea. Teleptean Amalia (C.N. ”Vasile Lucaciu” Baia Mare).
Premiul al ITI-lea. Haiduc Mihaela (C.N.” Gheorghe Sincai” Baia Mare)

Mentiuni. Breban Camelia, Ionita Sebastian, Span Teodora, Mare Teodora,
Zainea Jessica, Botizan Tudor (C.N. ”Gheorghe Sincai” Baia Mare); Kobli-
cica Iulia, Geiger Matyas, Nadisan Luca (C.N. ”Vasile Lucaciu” Baia Mare);
Shahzad Ahmed Rayad, Alezandrescu Maria Iulia (Sc.Gim. ”Lucian Blaga”
Baia Mare); Tdmdian Lidia, Acasandrei Anna (Sc.Gim. ”Nicolae Torga” Baia
Mare); Sugar Andrei (Sc.Gim. ”Dimitrie Cantemir” Baia Mare).

Clasa a VI-a

Premiul I. Dumitriu Marian (C.N.”Gheorghe Sincai” Baia Mare).
Premiul al IT-lea. Costin Oana (C.N.”Gheorghe Sincai” Baia Mare).
Premiul al Ill-lea. Span Mihai, Tus Traian (C.N.”Gheorghe Sincai” Baia
Mare).

Mentiuni. Rus Tudor, Muntean Tudor, Ghete Ruxandra, Marcus Alezandru,
Tiut Cristian, Fechete Serban, Prund Stefana, Pascu Dacian, Tataru Andrei,
Nascu Matei (C.N.” Gheorghe Sincai” Baia Mare); Diaconescu Razvan, Coman
David, Nagy Alin, Onea Iulian, Pop Daria, Tibil Oana (C.N. ”Vasile Lucaciu”
Baia Mare); Rogozsan Robert (Sc.Gim. ”1.L. Caragiale” Baia Mare); Hantig
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Lorena Maria (Sc.Gim. nr. 7); Ariciu Andrada, Marchis Marcus (Sc.Gim.
"Dimitrie Cantemir” Baia Mare); Giurgi Bogdan Vasil (C.N. ?Dragog Vodad”
Sighetu Marmatiei); Lucdacean Maria (Sc.Gim. nr. 18).

Clasa a VII-a

Premiul 1. Zlampare George (C.N. ” Gheorghe Sincai” Baia Mare).
Premiul al II-lea. Iliuta Filip (C.N. ”Gheorghe Sincai” Baia Mare).
Premiul al ITI-lea. Hosu [ulia (C.N. ”Dragog Voda” Sighetu Marmatiei).
Mentiuni. Lazea Darius, Pop Strempel Alexandru, Gulin Tudor, Pop Radu,
Borcuti Oana (C.N. ”Gheorghe Sincai” Baia Mare); Robu Raluca, Stirbu Silvia,
Dragos Andreea, Pop Andreea (C.N. ”Vasile Lucaciu” Baia Mare); Mujdar Mi-
lan (C.N. ”Dragog Voda” Sighetu Marmatjiei); Ilies Andrei (Sc.Gim. ” George
Cosbuc” Sighetu Marmatiei); Mecea Corina (Sc.Gim. ”George Cogbuc” Baia
Mare); Bragaru Maria Daria (Colegiul de Arte Baia Mare); Lupse Isabela, Pop
Leona (Sc.Gim. ”Dr. Victor Babes” Baia Mare).

Clasa a VIII-a

Premiul I. Zaharie Oana (C.N. ”Vasile Lucaciu” Baia Mare).
Premiul al II-lea. Afrasinei Catalin (C.N.”Gheorghe Sincai” Baia Mare).
Premiul al ITI-lea. Cliceu Denis (C.N. ”Vasile Lucaciu” Baia Mare).

Mentiuni. Giuroiu Tudor, Nechita Florina, Biris Erik, Turda Raul, Riglea
Teodora, Mazim Sonia (C.N. ”Gheorghe Sincai” Baia Mare); Talpos Carina,
Sasdran Tania, Stan Teodora, Vanciu Daria (C.N.” Vasile Lucaciu” Baia Mare);
Lazar Laurentiu, Triesta Ioana (C.N.”Dragos Vodd” Sighetu Marmatiei); Szkely
Bianca (Sc.Gim. ”George Cogbuc” Sighetu Marmatiei); Suba Giulia (Sc.Gim.
"I.L. Caragiale” Baia Mare).

Clasa a IX-a

Premiul I. Boroica Adrian (C.N.”Gheorghe Sincai” Baia Mare).
Premiul al IT-lea. Becsi Paul (C.N.”Gheorghe Sincai” Baia Mare).
Premiul al ITI-lea. Pop Calin (C.N.”Gheorghe Sincai” Baia Mare).

Mentiuni. Moldovan Nicolae, Andreicut Teofil, Francioli Daria, Ilies Iulia,
Dunca Alina, Mociran Eduard, Nicolaescu Tudor (C.N. ”?Gheorghe Sincai”
Baia Mare); Bud Antoniu (C.N. ”Vasile Lucaciu” Baia Mare); Tiplea Stefan
(C.N. ”Dragos Voda” Sighetu Marmatiei).
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Clasa a X-a

Premiul I. Tirlisan Ioan Paul Petru (C.N.”George Cogbuc” N&siud).
Premiul al IT-lea. Deac Alex Claudiu (C.N. ”Liviu Rebreanu” Bistrita).

Premiul al ITI-lea. Matei Bledea Alexandru (C.N. ”Gheorghe Sincai” Baia
Mare).

Mentiuni. Mercea Ioana, Muresan Ioan Alexandru (C.N.”Gheorghe Sincai”
Baia Mare); Zelina Paul (C.N. ”Vasile Lucaciu” Baia Mare); Cotdarlan Codrin,
Stepan Dacian (C.N.”Dragog Vodd” Sighetu Marmatiei).

Clasa a XI-a

Premiul I. Blaga Bogdan (C.N.”Al. Papiu llarian” Tg. Mures).

Premiul al IT-lea. Tenie Anda Sorana (C.N.”Al. Papiu Ilarian” Tg. Mures).
Premiul al ITI-lea. Roatis Iris (C.N. ?Mihai Eminescu” Satu Mare).
Mentiuni. Lucaciu Sergiu, Pop Vlad (C.N.”Gheorghe Sincai” Baia Mare).

Clasa a XII-a

Premiul I. Rus Raul Octavian (L.T.” Andrei Barseanu” Térnaveni).
Premiul al Il-lea. Totos Gyorgy (C.N. ”Silvania” Zaldu).

Premiul al ITI-lea. Tiutin Cristina (Liceul Teologic Baptist ”Emanuel”
Oradea).

Mentiuni. Chisca Andrei (C.N. ”Gheorghe Sincai” Baia Mare); Zelina Mihai
(C.N. ”Vasile Lucaciu” Baia Mare).

Marele premiu ”Dumitru Anghelutd”, pentru cel mai mare punctaj obtinut
in concurs dintre elevii de liceu, instituit in memoria marelui profesor de mate-
matica al Colegiului National ” Gheorghe Sincai” Baia Mare, a fost castigat de
elevul Rus Raul Octavian de la Liceul ” Andrei Barseanu” Téarnéaveni.

Pentru clasele de liceu, subiectele au fost selectate si propuse de dl. conf.
univ. dr. Vasile Pop de la Universitatea Tehnica Cluj-Napoca.
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Concursul ”Gheorghe Sincai” pentru micii
matematicieni

Editia a VII-a, 13 aprilie 2017

Organizatori. Catedra de matematica a Colegiului National ”Gheorghe Sin-
cai” gi Asociatia ” Argument”.

Locul de desfagurare. Colegiul National ” Gheorghe Sincai”.

Participanti. 114 elevi de clasa a [V-a de la scolile gimnaziale din oras.

1. Consideram numerele a, b si ¢, astfel incat:
a=5x%x(20-3)—51x (10 -2 x 3) : 3,

numaérul b verificad relatia 96 —3 x b =9 x 4 —2 x (64 —4 x 4 x 4)] : 6, iar
c=25x8—5x(2xn—>5):3, unde n este jumétate din suma primelor cinci
numere pare.

a) Aflati numerele a, b, c.

b) Demonstrati cd 8 x a =4 x b+ 16.

¢) Demonstrati cd 3 xa+4=c—4x0b.

2. Numarul elevilor de clasa a IV-a inscrisi la concursul ” Lumea cuvantului”
adunat cu numarul elevilor inscrigi la concursul ”Micii matematicieni” de la
Colegiul National ”Gheorghe Sincai” este 248. Au fost acordate 88 de pre-
mii. Stiind ca un sfert dintre cei inscrigi la concursul ”Lumea cuvantului” si
jumatate dintre cei inscrisi la concursul ” Micii matematicieni” au fost premiati,
iar 20 de elevi au fost premiati la ambele concursuri, aflati:

a) cati elevi au participat la fiecare dintre cele doud concursuri;

b) cati elevi au luat premii numai la concursul ”Micii matematicieni”;

¢) cati elevi nu au obtinut niciun premiu.

3. Un numair natural format cu cifre distincte se numeste ”sincaist” daca
suma cifrelor sale este dublul numaérului de cifre. (De exemplu numéarul 312
este "gincaist” deoarece 34+ 241 =2 x 3).

a) Aflati suma tuturor numerelor ”gincaiste” de doua cifre.
b) enumerati toate numerele ”gincaiste” cuprinse intre 1300 si 1600.
c¢) Care este cel mai mare numar ”gincaist”?

Subiectul a fost propus de: Prof. Cristian Heuberger si Prof. Nicolae Musuroia
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Premiantii:

Premiul 1. Sdsdran Serban, Pustai Paul (Sc.Gim. ”Nichita Stdnescu”).

Premiul al IT-lea. Trenisan Voica (Sc.Gim. ”Nicolae lorga”); Mercea Alexzan-
dru (Sc.Gim. ”George Cogbuc”).

Premiul al IIl-lea. Chende Mihaela, Iordache Sebastian, Ignat Lorena
(Sc.Gim. ”George Cosbuc”); Silinc Alex (Sc.Gim. ” Avram Iancu”).

Mentiuni. Petrut Mihai (Sc.Gim. ”Avram lancu”); Pop Tudor (Sc.Gim.
”Nicolae Torga”); Sacdlean Ada (Sc.Gim. ”George Cogbuc”); Sovrea Anemona
(Sc.Gim. "Lucian Blaga”).
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Olimpiada de matematica
etapa locala Maramures - 04 martie 2017

Clasa a IX-a M1

1. Fien € N*, a,b;,¢; € R, i =1,n, a # 0. Aratati cd, daca diecare dintre
ecuatiile ax? 4 bjx + ¢; = 0, i = 1,n are radicini reale, strict pozitive, atunci
ecuatia

4a%2? + 4a’x + biey + boca + -+ bpep, =0

are radacini reale, de semne contrare.

2. Fie a,b, c numere reale strict pozitive, cu a + b + ¢ = 3. Aratati ca:
a) dab < (3 —¢)%;
(a+b)” (b+)" (c+a)
b) a2b? b2c? c2a?
3. Fie I si O centrul cercului inscris, respectiv centrul cercului circum-
scris triunghiului ABC. Dreptele AI, BI, CI intersecteaza a doua oara cercul
circumscris in punctele A’, B’, respectiv C".
a) Aratati ca AA" L B'C";
e e e
b) Aratati cd, daca OA’+ OB’ +0OC" = 0, atunci AABC este echilateral.

> 384. (Gazeta Matematicd nr.10/2016)

Subiectele au fost propuse gi selectate de:

Prof. Farcas Natalia, Colegiul National ”Vasile Lucaciu”, Baia Mare

Prof. Musuroia Nicolae, Colegiul National ”Gheorghe Sincai”, Baia Mare
Prof. Pop Radu, Seminarul Teologic ”Sfantul losif Marturisitorul”, Baia Mare

Clasa a X-a

1. Se considerd multimea F' = {f : (0,00) — R| f(zy) = f(x) + f(y),

Va,y € Rsi f(z) #0, Vo € (0,00)\{1}}.
a) Demonstrati cad multimea F' este nevida,;
b) Daca f € F, demonstrati cd functia f este injectiva.

2. Sa se determine numerele reale «, § pentru care
|22 +az+B] <1, Vze€C,
cu proprietatea |z| = 1.
Prof. Giurgi Vasile
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3. Fie a, b, c numere reale pozitive cu abc = a + b+ ¢+ 2. Sa se arate ca

W+€/b7+€/c7> 1 1 1

+t .
2 Ve b Ve

GM 9/2016

Subiectele au fost propuse si selectate de:

Prof. Gherasin Gheorghe, Liceul ”Regele Ferdinand”, Sighetu Marmatiei
Prof. Giurgi Vasile, Colegiul National ”Dragos Voda”, Sighetu Marmatiei
Prof. Bojor Florin, Colegiul National ”Gheorghe Sincai”, Baia Mare

Clasa a XI-a
1. Fie A, B € M5(Q) doud matrice care comuta, cu
det(A) = —2, det (A+v2-B) =0.
Calculati det(A? + B?) si det(A4% — B?).
S:L16.266, GM 10/2016

a b

2. FleM:<c d

)GMQ(R),CUOSdSCSbSG. Pentru n € N,

n > 2, notam M" = (a" Z") Aratati ca Vn > 2, b, + ¢, < ap, + dy,.

Cn n
S:L16.268, GM 10/2016
3. Fie sirul (z,,)n>1 definit prin 21 € (0,1) §i Zp41 = V1 — zp, Y0 > 1.
Calculati nll)ngo 7 si nll)n;o (n — /).
4. Fie functia f: (—1,00) = (=1, 00) astfel incét

PR & S
x>-1, f -‘rm—-ﬁ-m.

a) Dacd exista lim_f(z), determinati valoarea acestei limite.
z—/3

b) Dacd i;nﬁ f(x) =1, ardtati ca lim f(z) = —1.
x>—1
Dana Heuberger si Gheorghe Boroica
Subiectele au fost propuse si selectate de:
Prof. Gabriela Boroica, Colegiul National ”Vasile Lucaciu”, Baia Mare
Prof. Gheorghe Boroica, Colegiul National ”Gheorghe Sincai”, Baia Mare
Prof. Dana Heuberger, Colegiul National ”Gheorghe Sincai”, Baia Mare
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Clasa a XII-a

1. Care sunt elementele simetrizabile in My (R) fatd de operatia A* B =
AB + BA?

Supliment G.M. 12/2016, Aurel Dobosan, Lugoj

1
szEz{ﬂnezwm32mﬁ§i
n

11—z 0 T
M={A@z)=( 0 0 o0 heE
T 0 1—=x

a) Demonstrati cd A(x) - A(y) = A(y) - A(z), Vz,y € E;

b) Este M grup in raport cu operatia de inmultire a matricelor?

¢) Se gterg la intdmplare doud matrice din M i se inlocuiesc cu produsul
lor. Se repeta procedeul pana ramane o singura matrice. Care este acea ma-
trice?

Prof. Longaver Ludovic

3. Determinati functiile derivabile f : R — R, care indeplinesc simultan
conditiile:
1
/ _ f(l‘) €T . . _m
f(q:)—T—i— 1+x2,Vm€R st /0 f(a:)dx—z.
Prof. Cristian Heuberger

4. Admitem cunoscut c&, pentru o functie continua f : [a,b] — R, are loc
egalitatea

b b
/f(:r)dac:/f(a—i—b—x)dx.
w/4

a) Calculati / In(1 + tgx)dx;

0
2

! e 4
S =4 *
b) S& se arate cd Va € N*, /1 \/x2+—n2+n+xdx > e
Prof. Horia Zlamparet
Subiectele au fost propuse si selectate de:
Prof. Longaver Ludovic, Liceul Teoretic ”Nemeth Laszlo”, Baia Mare
Prof. Cristian Heuberger, Colegiul National ”Gheorghe Sincai”, Baia Mare
Prof. Horia Zlamparet, Colegiul National ”Vasile Lucaciu”, Baia Mare
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Test pentru admiterea in clasa a V-a, 17 mai 2017
Matematica

1. Numerele a, b, ¢ satisfac urmatoarele egalitati:
a=515:5—(15+20-3):(25-30—745) —9-7
514+27-(b—3)=21+3-[(113—-40:5): (14:74+70:5—11) + 7]

4.-¢=[162:9-3-(4-n—20)]-(5-n—2-3-3)+ 32, unde n este suma
cifrelor celui mai mic numar impar mai mare ca 2017, care are cifrele distincte
si care are cifra sutelor 2.
a) Calculati numerele a,b si ¢;
b) Calculati suma tuturor numerelor naturale incepand cu succesorul lui b
si terminand cu predecesorul lui a;
¢) Pentru ¢ = 26, aratatici a +b-b=(c:2)-5—15.

2. Elevii Colegiului National ”Gheorghe Sincai”, care au obtinut locurile
I, IT sau III la Olimpiadele Nationale, sunt premiati cu 300 lei, 200 lei, respectiv
100 lei. Numarul elevilor care au obtinut locul al I1-lea este cu 2 mai mare decat
dublul celor care au obtinut locul I, iar numarul celor care au obtinut locul al
III-lea este jumatate din numarul total de premii. Stiind ca pentru premiile II
s-au alocat 2000 lei, aflati:

a) cati elevi au obtinut locul I;

b) ce suma a fost alocata in total pentru premii.

3. Consideram urmatorul tabel de numere:

regula fiind ca pe fiecare rand, incepand cu al doilea, cel mai mic dintre numerele
scrise pe randul anterior se mareste cu 5.

a) S& se determine suma numerelor scrise pe randul 5 si apoi suma nu-
merelor scrise pe randul 6;

b) Sa se determine suma numerelor scrise pe randul 2017;

¢) Sa se arate cd numarul 2018 nu apare in tabel;

d) Pe ce rand al tabelului va apérea prima datd numarul 20177

Subiectul a fost propus de: Prof. Cristian Heuberger si Prof. Nicolae Musuroia
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Rezolvarea problemelor din numarul anterior

Clasa a IX-a

1. Fiem € [1,00) §i [ABCD] un tetraedru de arie totald 2s. Dacd Sa
este aria fetei opuse varfului A, iar S, Sc,Sp sunt analoagele, sd se arate ca

SH+SE+SHE  SP+SE+SE  SEHSH+ST  SH+SE+SE > 12,
(s =Sp)™ (s = Sa)" (s —SB)™ (s = Sc)™
D.M. Batinetu-Giurgiu

Solutie. Deoarece functia f : R7 — R%, f(z) = 2™ este convexa pe R,
conform inegalitatii Jensen avem
r+yt+=z "
f@)+ @)+ f() 23 f (") Vay s e RY
cu egalitate pentru x = y = 2z, deci
(+y+2)" (z+y+2)"

PRyt 2 e = e Ve s E R,
deci
ST 4 SE 4 Su 1 Sa+Sp+Sc\™
W= A C - _ (—
Z (s —Sp)™ B e Z s—Sp
cychc cyclic
o 3m71 / s—Sp
cyclic
1+ ! "
S
Z (1+ 1 )m> 1 cyclic SfSD
S
3m am—1 ol s — SD - 3m71 gm—1
m m
1 1 Bergstrom 1 42
P yzl: s—5Sp - 12m-t e > (s—Sp)
cyche cyclic
o [ s 4 (1+45)m
- 12m-t 4s— 3 Sp - gm-l 2s
cyclic
4 . 3m
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Avem egalitate daca si numai daca tetraedrul este echicefal.

2. Sa se determine functiile f : R — R care verifica relatia
FUf@) +y* f2(y) =2+ fy), Yo,y e R

Florin Bojor

Solutie. Pentru y = 0 avem ca f(f(x)) = x + f*(0). Deoarece functia
x — x4+ f4(0) este bijectiva, va rezulta ci f este bijectiva.
Deci exista ¢ € R astfel incat f(¢) = 0. Pentru y = ¢ = f(f(z)) = = de unde
rezultd ca f4(0) =0 = f(0) = 0.
Pentru x =0, y = = f(2?f2(x)) = f4(x), de unde pentru

zi= f(x) = f(fP(x) 2?) =2t = f(2) =2 = f(z) = +2.

Presupunem ci existd m,n € R* astfel incat f(m) = m, f(n) = —n, atunci
pentru x :=n,

y=m= f(-n+m)=n+m*=L(-n+m*)=n+m*=n=0
sau m = 0, deci f(z) =z, Vo € R sau f(z) = —x, Va € R sunt singurele

functii care verifica relatia.

1

3. Se considerd sirul (z,,)n>1 definit prin x, = 3 $i Tpi1 = T2 + 21,
Vn > 1. Sa se calculeze partea intreagd a numdrului

1 2 22 on—1 N
a= + + + -+ , unden € N*.
T1+2  x9+2 T3+ 2 Ty + 2

Florin Bojor

Solutie. Folosind relatia de recurenta avem ca Vn > 1,

1w,z Tpp =2z, 1 2
Tn+2 22 +2x, Tpp1Za Tpi1Tp Ty Tng1
Atunci
n n
2k—1 w1 [ 1 2
=3 =22 ()
et 2 Tk Tkl
ARG 1 2" 2"
= — =— - =2- .
,; T ,;1 Tr+1 T Tn+1 Tn+1
Dar relatia de recurentd se scrie r,.1 +1 = (z, + 1)%, ¥n > 1, de unde

ro+1= (21 +1)% 23+ 1= (22 +1)2 = (21 + 1)* si se demonstreazi prin
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. 3\
inductie cad x, 11 + 1= (21 +1)2",Vn > 1, deci 7,11 = (§> — 1.

n

Prin urmare fractia este subunitara, deci [a] = 1.

Tp+1
N 4. Se considera hexagonul inscriptibil ABCDEF. Daca @+ﬁ+ﬁ =
0, sa se arate ca perpendicularele din A, B,C,D,E, F pe CE, DF, AE, BF,
AC, respectiv BD, sunt concurente.
Meda Bojor

Solutie. Evident, inaltimile triunghiului AC'E sunt concurente in H; si inaltimi-
le triunghiului BDF' sunt concurente in Hs.

Fie O centrul cercului circumscris hexagonului, atunci din relatia lui Sylvester
avemcéO—Hl}:O‘zzl%-O?—&—O?@i OH, =0 —&-513—&-0?.

Prin urmare
H\Hy = OHy—OH, = OB+0D+0F —(OA+OC+OE) = AB+CD+EF = 0,

de unde rezulta concluzia.

5. Se considera multimea
A={a®>+b*+c®—ab—bc—cala,b,c e Nya #b+# c+# a}.
Sa se arate ca mulfimea confine o infinitate de cuburi perfecte.

Gheorghe Boroica
Solutie. inmult;ind egalitatea 124+ 22 +32 —(1-24+1-3+2-3) = 3 cu n?,
obtinem ca
n?+ (2n)% + (3n)2 — (n-2n+n - 3n + 2n - 3n) = 3n.

Atunci numerele de forma 3n?, n € N*, se afli in A. Alegand acum n = 3m?,
m € N*| gasim ci numerele de forma 3(3m?)? = (3m?)% € A, Vm € N*.
Asadar, are loc concluzia.

6. Sa se demonstreze cd pentru orice numere strict pozitive x,y,z,t are
loc inegalitatea

Ya222262(03 + y3) (B + 23) (23 + 13) (23 + 43) (23 + £3) ( + 29)

> /(a3 + yzt) (y° + w2t) (23 + ayt) (83 + 2y2).

Petru Braica
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Solutie. Folosim lema: Pentru orice x € R’ st orice a,b,c € RY are loc

3
(z4+a)(x+b)(x+c)> (ac + v abc) .
Demonstratie lema. Dupa desfacerea parantezelor avem:
2% 4 322 Vabe + 32V a2b2¢? 4 abe < 23 4 (a + b+ ¢)x? + (ab + ac + be)x + abe,

inegalitate adevirats din inegalitatea mediilor, @ + b + ¢ > 3v/abc respectiv
ab+ac+be > 3V a2b2c2. Egalitatea are loc pentru a = b = ¢. Aplicim repetat
lema si obtinem

3

(d+\3/%
(a—l-m ’
(

(

(d+ a)(d+b)(d + ¢ )
)
b+\3/%)3
)

) >
(a+b)(a+c)(a+d) >
b+c)(b+d)(b+a) >
) >

(
(c+d)(c+a)lc+d c—l—m?)

(a+d)?(b+d)?*(d+c)*(a+b)?(a+c) b+ c)(c+d)?
> (d+ %)S(cw m)3(b+ \3/%)3(c+ W)3/€m
& Y a+d)(a+b)ate)b+e)(b+d)(c+d)
> \/( d+m) (a+ Voed) (b+ Veda) (c+m)

Cu notatiile vabc " s Vbed "2 y; vVeda = et . V/dab ™= t obtinem imediat

l‘Zt xyt TYz yzt

ca abed = xyzt sia = —; b= —; ¢c = —; d = =—. Dupa inlocuiri in
2 22 22 22

inegalitatea (*) obtinem concluzia problemei.
Egalitatea are loc pentru a = b = ¢ = d sau

xzt  xyt  xyz  yzt o xyzt  wyzt  wyzt  ayzi
Y

sau 3 = y3 = 23 = 1% ¢i cum functia f : RY — R, f(z) = 2® este injectivi,
obtinem x =y =2 =1.

2 22 t2 T2 y3 23 t3 3

7. Sd se arate cd in sirul (an)n>1, definit prin a, =n® + (n+1)%, exista
o infinitate de numere compuse.

Costel Chiteg
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Solutie. Deoarece 28 = 256, vom considera congruenta modulo p = 257. Daci
n = 1(mod 257), atunci obtinem n® = 1(mod 257), (n + 1)® = 256( mod 257),
relatii care, prin adunare, conduc la n® + (n+1)® = 0(mod 257), adica 257|a,,
pentru oricare n = 257k + 1, k € N*.

8. Sa se rezolve in R* ecuatia
1 1 1
/a1008 | 2016 + /1008 |~ 2016 T \/(ab)wos +1
ﬁ(l 1 1>

9\ ¢o04 W+(ab)504

Paul Cotan

Solutie. Folosim inegalitatea dintre media aritmetica si cea patratica:

21 42 1 D)
\/x ty 2$+y<:> < V2 , Va,y € (0,00)
2 2 Vai+y? T Tty

Notam cu EF membrul stang al ecuatiei. Obtinem:

f 1 1 1 medii
E < 2 ab04 + p1oos + po04 + 1008 + (ab)504 +1 =

2 1 1 1
= FE< £ + +
2 /504 . pl008  /p504 . ;1008 \/(ab)504

2 1 1 1
@E<\f< + + )

- 92 a252 . p504 b252 . 504 (ab)252

Inlocuind E cu membrul drept al ecuatiei din enunt, rezulta:

ﬁ(l 1 1)§ﬁ( 1 1 1)

9\ gb04 T pp0o4 (ab)504 9 +

+
a252 . po04 b252 . 504 (ab)252

inmul‘gind inegalitatea precedenta cu v/2(ab)*** deducem ci ea este echivalenta
cu
a504 + b504 +1< a252 + b252 + (ab)252 (1)
Notand a?%? = «, %52 = 33, (1) devine:
4+ pB+12<a-1+8-1+a-p (2)

Dar 22 +y2 + 22 > oy + yz + 22, Vz,y,2 € R, deci (2) are loc daci si numai
dacaa=p=1.
Asadar (a,b) € {(-1,-1),(-1,1),(1,-1),(1,1)}.
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9. Fie ABC si punctele D, E, F astfel incit A este mijlocul lui (CF), B
este mijlocul lui (AD) si C' este mijlocul lui (BE). Fie G centrul de greutate
al AABC §i M,N,P,X,Y,Z cu {M} = DGNEF, {N} = EGNDF, {P} =
FGNDE, {X} = ABNMC, {Y} = BCNNA, {Z} = AC N PB.

Sa se arate ca:

o) NA+PB+MC=T.
b) Triunghiurile ABC si XY Z au acelagi centru de greutate.

Dana Heuberger

Solutie. a)
GD = GA+ AD = GA +24B
GE =GB+ BE = GB +2BC
GF = GC +CF = GC + 2CA
Adunand relatiile precedente, obtinem: N
GD+GE+GE = GA+GB+GC =0 v

Asadar G este centrul de greutate al tri-
unghiului DEF. In consecinta, M, N
gi P sunt mijloacele segmentelor [EF],
[DF] si [DE].

m+ﬁ+ﬁ:%ﬁ+%ﬁ+%ﬁ:

Atunci

((ﬁ+f1_(5+ﬂ):6>

N =

NA+PB+MC=NB+BA+PC+CB+ MA+ AC

—MA+NB+PC+BA+AC+CB=1

-— 1
b) AM = 53?, deci AMCB este un trapez cu baza mica AM. Asadar

dreptele AB gi CM sunt concurente, iar [AM] este linie mijlocie in triunghiul

XBC. Rezulta ca )7?1 = E Analog obtinem ﬁ = B? si Z? = CT>4
Deducem

XC+YC+2C=XA+ACG+YB+BCG+ 20 +CC
—ACG+BC+CC+AB+BC+CA=T
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10. Fie z,y,z € (0,400), cu xyz = 1. Sd se arate ca Vn € N, n > 3 are
loc
T Y z 2n

< .
14 gntl +1+y"+1 + 1427t —n41

Dana Heuberger si Ioan Serdean
Generalizare a problemei 27244, G.M. 6-7-8/2016

1 1 1
Solutie. Efectuam substitutiile: u = —, v = —, t = —. Evident, uvt = 1.
x Y z
Inegalitatea de demonstrat devine:
no u" o™ t" 2n
E, " < 1
u"+1—|—1+1}"+1—|—1+t"+1—|—1*n—|—1 )
Avem
medii
nu" D) =" " " T (1) >
de n ori
>(n+1) "%/ (urt)r - 14+n—-1
Agadar
n

1) > 1) - u™ -le <
nw"™ +1)>Mn+1)-u" +n e s S G |

si relatiile analoage. Obtinem:

u" o™ t" not
puza ), o
=N (n+1)ur+n—1 + (n+1)v"+n—1 + (n+Dt"+n—1 2)
. o 1 1
In F,, facem substitutiile: a = —, b= —, c= g pentru care avem abc = 1
un ,Un n

si obtinem

1 1 1
= )
" (n—l)a+n+1+(n—1)b+n+1+(n—l)c+n+1

Atunci,

2n 1 1 1 2
F, < & <
~ n+l (n—l)a+n+1+ (n—l)b—|—n—|—1+ (n—1)c+n+1 = n+l
Amplificand fractiile si aducand la acelasi numitor in inegalitatea precedenta,
obtinem
2n _1\2 3 _ _1\3
F, < +1(:>(n D*(n+1)(ab+bc+ca) > (n+1)°=2(n—-1)". (3)
n
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dii |
Dar ab+ bc+ ca mez 3va2b2c? = 3, de unde deducem:
(n —1)2(n + 1)(ab+ bc+ca) > 3(n — 1)*(n + 1)

Deoarece 3(n —1)%2(n+1) > (n+1)3 = 2(n — 1) & n > 3, deducem ci (3)

2n
este adevaratd. Folosind (2), deducem ci E,, < R deci (1) este adevarata.
n

Egalitatea are loc daca si numai daca n=3giz=y=2=1.

11. Fie x1 si xo solutiile ecuatiei (2m~+1)z? —(m?—1)z—m?—2m—2 = 0,
m € R. Daca x1 $i xo sunt reale, sa se demonstreze ca ele au modulul mai
mare sau egal cu 1.

Ludovic Longaver

w| ot

Solutie. Pentru m = —5 ecuatia devine Za: —1= 0, cu radacina x =

1
Dacd m # ——, atunci ecuatia poate fi adusa la forma

> 1.

(x+1)m? -2z —1)m—2%> -z +2=0.
Conditia ca pentru x real si valorile lui m sa fie reale este ca
A==z +z+1)>0.
Obtinem x? — 1 > 0, adica |zgx| > 1, k =1, 2.

12. Pe laturile triunghiului ABC' consideram, in aceastd ordine, punctele
M,N € (AB); P,Q € (BC); R, S € (AC) astfel incit MN? + RS? = PQ?.
Daca M Ze + PQ+ RS = ﬁ, sa se arate ca triunghiul ABC' este dreptunghic.

Nicolae Musuroia

MN RS
PO §1cosa—PQ.

Dln— zﬁ-i— B?’—«— @— 0 rezulta
MNE@RSﬁﬁ.B@ aZ -

PO AB ' BC T PQ AC —sma et pa "AC T

T
Solutie. Exista a € (0, 5) astfel Incat sina =
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sin o 1 COSs & —
5208 AB+ oo (BA+ AC) + T2 AC =0

AB

sin o 1 1 COS « —
(%5 —50) B+ (5o -G )40 -7
isina_i : COSs « _L

AB _ BC ° AC ~ BC-
AB AC

Deci sina = B0 §i cosa = Cum sin? a 4 cos? @ = 1, rezultd

BC”
BC? = AB? + AC?.

13. Demonstrati ca daca 0 < a < b, atunci

2ab [a? + b2 a+b [ 2 (a+0b)?
< .
<a+b+ 2 )(2ab * a?+b2 )~ ab

Daniel Sitaru

Solutie. Vom demonstra ca

2ab<a—|—b
atb= 2 dab < (a +b)?
a+b< a’ + b2 {(a+b)2§2(a2+b2)
2~ 2
0 < a? — 2ab+ b2 0 < (a—b)?
{a2+2ab+b2§2a2+2b2 {Og(a—b)2

Deci

2 1 2
0<a< 2ab < /a? +b <b
a+b 2

Din inegalitatea lui Schweitzer, pentru n = 2 gi x1, 22 € [a,b] avem

11 +b)2
(21 + 22) (7+7) < (a+b)
Ty Ta ab
i 2ab a?+v* . Lo
Fiexi = —; 20 = . In consecinta,
Qp 2

2ab [a? + b2 a+b [ 2 (a+0b)?
< .
<a+b+ 2 ><2ab * a?+b2 )~ ab
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(Inegalitatea lui Schweitzer:
= "1 (m + M)*n?
i P S el
(Z=) (E4) ="
k=1 k=1
T1, T2y, Xy € My, M]; 0 <m <z < M; kel n;neN¥)
14. Fie a,b,c € N*. Ardtafi ca cel putin una dintre ecuatiile:
22 —6z(a—0b)+ab=ba, v>—6x(b—c)+bc = cb sir?—6x(c—a)+ca=ac

are solutii reale.
Mihai Vijdeluc
In legaturd cu problema S:L 15.201 din G.M. 9/2015

Solutie. Fie Ay, Ay, A3 discriminantii celor trei ecuatii. Presupunem ca nicio
ecuatie nu are radacini reale, atunci Ay <0, Ay <0, A3 <0 =

A1+ A+ A3<0 (*)
Dar
Ay + Ay + Az = 36(a — b)* — 4(ab — ba) + 36(b — ¢)* — 4(bc — cb)
+36(c — a)? — 4(ca — ac)
=36[(a—b)>—(a—b)] +36[(b—0c)*— (b—¢)]
+36[(c—a)®—(c—a)] >0 (**)
Vreau sa arat ca
(a—b)?—(a—b)>0« (a—b)?>a—b (**%)

Daca a = b, avem egalitate In (x * ).

Dacd a <b=a—b<0si(a—0b)?>0,deci (**x) este adevirata.

Dacd a > b = a — b > 0, atunci putem Imparti in (% % %) cu @ — b si obtinem
a—b>1<%<a>0b+1 adevarata pentru ca a,b € N*,

Atunci (xx) contrazice (x), rezultd ca presupunerea facuta este falsa, deci cel
putin una dintre ecuatii are solutii reale.

15. Fie a,b,c > 0 astfel incit a® + b% + ¢ = 3. Ardtati cd:

a2+\/E+b2+\/% 02+\/(%> 9
a(b+c) b(c+ a) cla+d) T a+b+e

Mihai Vijdeluc
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Solutie. Desfacem inegalitatea noastra in doud inegalitati si anume:
a? b2 c?
>
a(b+c) + b(a+c) + c(a+b) ~ 2(a+b+c)
Ve L Wac vab_ 9
a(b+c)  bla+c)  cla+b) ~ 2(a+ b+ c)

, pentru a®+ b*+ ¢* = 3. *)

, pentru orice a,b,c > 0.  (**)

Demonstrez a 2-a inegalitate
Aplicam inegalitatea mediilor gi avem:

vee | wae m)zsi/abc(\@'\/@\/@

a(b+c)  bla+c)  cla+d a+b)(b+c)c+a)
3 1 _ 3
(@+0)b+o)cta)  Yla+b)b+c)lcta)
3 9
“atbtbtcteta 2at+bto)
3

Demonstrez prima inegalitate
Aplicdm inegalitatea lui Bergstrom (Cauchy-Schwarz) si avem:
a® b2 c? a+b+c)?
abto) Tbato Teary 2((ab+ bc+)ca)
si trebuie sa arat ca
(a+b+c)? S 9
2(ab+bc+ca) ~ 2(a+b+c)
Avem

& (a+b+c)® > 9(ab+ be + ca) (**%)

3=a’+ b+ = (a+ b+ ¢)*— 2(ab+ be+ ca) = ab+ be+ ca, S = a+ b+ c.
Inegalitatea (x * ) este echivalenta cu
9(52-3)
2
©28% —125% + 185 +35% — 185427 >0

& (57 -65+9)(25+3) >0 (S —3)%(25 +3) > 0 adevarata.
Din (%) si (x%) rezultd
@ +vbe B+ ac S +vab 9
a(b+ c) b(c+ a) cla+b) “a+b+c’
70
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Clasa a X-a

1. Dacd z,y,z € R stz +y+2z=s, atunci

1 n 1 n 1 S 9
Vs tyz  Nsytzx  \fsztxy  2s
D.M. Batinetu-Giurgiu

Solutie. Avem: sr+yz = (v+y+2)r+yz = 2?+ay+z2o+yz = (v +y)(v+2)
si analoagele.

1

medn
DDy My e e S Do

1 1 Bergstrom
=2 —_— =2 >
Z(:z:+y+z)+x 234—1‘

(1+1+1)2 9 9

Ss+ax 3st+x+ty+z | 4s 25’

>2.

S
cu egalitate daca x =y =2z = 3

2. Dacd (Lp)n>0, Lo =2, L1 =1, Lyy2 = Lyt11 + Ly, n €N, este sirul

lui Lucas, iar p, = [] Li, atunci
k=1

Z k—&— " >m+1, Vm,n e N* — {1}.

n+2 - 3
D.M. Batinetu-Giurgiu

n
Solutie. Se stie ca Y Ly = L,y2 — 3, Vn € N*. Din inegalitatea lui Jensen,
k=1
n 1 n
S flze) > nf ( > xk) pentru functia convexa f : R% — RY, f(z) = 2™,
k=1 nNE=1
m € N*| deducem

. T (Lyao —3)"
ZL >n( ;L> _ Gz 29T
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Atunci
1 - m-n /py,
— S+ N R/Pn
npn 1 Ln+2 -3
> 1 ) (Ln+2 j13) n n 3/Pn n n 3/Pn Tt n x/Pn
n - pPn nm Ln+2 -3 Ln+2 -3 Ln+2 -3
Ln _ 3 m n Ypn m
> (m+1) (En+z = 3) ( VP ) =m+1.
nm - Pn Ln+2 -3
Inegalitatea este stridtd deoarece Ly, # Ly, Vn,m € N*\{1}.
3. Dacd x,y,z € R}, m € Ry, iar
r+y+z 3zyz .
A=——F G=3 ,H=———— at :
3 xyz P atunci
x2m+2 N y27n+2 N Z2m+2 (l‘ + y + z)m—i—l
(y+z+M)m*tt  (z4z+M)mtt  (x+y+ M)mH — 32m1 ’

unde M € {A,G,H}.
D.M. Batinetu-Giurgiu

Solutie. Fie X =z + y + 2, atunci
2m—+2

w x ( .132 >m+1 Ra>don
B (X—i—M—;zc)m“_Z X+M-2 -
2

1 T m—+1
> — —_— :
- (ZX+M—:E)

3

sz >m+1 < Z‘Q )m+1 Bergstrom
— [ >
SZ4X—3:v 3 Z4X—3:r -

< (z+y+2)> )mH X2m+2 Xl
12X —3(z +y +2)

(12X — 3X)m+1 To32mAl
4. Sa se demonstreze ca, pentru orice x,y,z € R, are loc inegalitatea:

1 x? m 1 x2 m
R
— 3m X+A—=zx 3m<ZX+Xz)

>3

atytz

(2° 42V 4 2°) (4 — 257V —QUTF 25 F) < 3.9 %

Meda Bojor
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Solutie. Notam 2* = a, 2¥ = b, 2* = ¢. Atunci inegalitatea devine

b ¢ a
D a+a+b>33?7 3a . 1 le. deci
ar s T3t bcfmglanaoagee, ecl
a b c¢_a+b+c
oo

b+c+a_ Y abe

Prin urmare raméane sa demonstram ca
at+b+ec a+b+ec
+ b+ ( _a+b+ ) <3

Vabe v abe
(a+b+c B ) (a+b—|—c B

v abe v abe
deoarece a + b+ ¢ > 3V abc.

3) > 0(A),

5. Se considerd p si q doud numere prime distincte si n un numdr natural
nenul. Sd se determine numdrul functidlor f : {1,2,...,n} = {p,q}, pentru
care numdrul f(1)- f(2)-...- f(n) este cub perfect.

Gheorghe Boroica

Solutie. Pentru a exista o functie ca si In enunt, este necesar ca un numar
multiplu de 3 de elemente din domeniu sa aiba ca imagine pe p si analog pentru
q.

Asadar, dacd n = 1 (mod 3) sau n = 2 (mod 3), atunci numarul cerut este
egal cu 0.

Daca n = 0(mod 3), atunci un numar de 3k elemente din domeniu vor
avea ca imagine pe p (restul au ca imagine pe ¢), unde k € N, astfel 3k < n.
Atunci numarul cerut este

5 1 nmw 1
n:E:cf"k’:f(zn 2 7)27 2" 4 2(—1)").

6. Sd se arate cd dacd a € R, atunci cel putin unul din numerele a + /2
si a* + /2 este irational.

Gheorghe Boroica
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Solutie. Presupunem contrariul, deci z = a4+ v/2 si y = a* + v2 € Q. Atunci
4 .
Y= (xf\@> +vV2 =2 —42® V2 4+ 1222 —8V2x + 4+ V2
=2t + 1207 +4 - V2(42* + 82+ 1) € Q.
1 1
Asadar 423 +8x+1 =0, z € Q. Atunci z € {:I: 1,:|:§,i1} ar fi solutie a
ecuatiei 423 + 8z + 1 = 0, contradictie.

7. Fie triunghiul ascutitunghic ABC' si punctele M € AC, N € AB,
P € BC astfel incat MB 1 BC, NC 1. CA, PA 1 AB. Sa se arate cd
triunghiurile ABC si MNP au acelasi centru de greutate dacd si numai dacd
triunghiul ABC' este echilateral.

Dana Heuberger

Solutie. Notam AB=¢, BC =a,CA=0b, MB=xz, CN =y, AP = 2.

AP L AB, deci -2 24 _ 24 adica

ZB—ZaA C

z .
zp:E(zB—zA)w—l—zA.

Analog obtinem:

T )
v =—(2¢ —2B) i+ 2B

a
Yy .
ZNZE(ZA—Zc)-Z—I-Zc.
Z2p+ 2m + 2N . zZA + 2 + z¢
3 B 3

z x
@E(zc—zA)—&—E(zC—zB)—i—%(zA—zc):0

y =z y Ty _
& (24— zB) (g E) + (2B — 2¢) (g g) =0 (1)
Fie D(za — 2B), E(z5 — z¢) si O originea sistemului de axe.

Deoarece DOE = A/B\C, din (1) rezulta

z

g_*zo T Y z

b ¢ eZ=2=25 AMBC ~ANCA~ APAB
Yy oz a b ¢

Z_2_0

b a

& B/CT4 = m = fTB\P & AABC este echilateral.
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8. In exteriorul triunghiului ABC se construiesc triunghiurile BMC ~

CNA~APB. Fi l—CM—AN—BP
~ YT Be T AC T AB-
a) Sa se arate ca AMNP ~ ANABC < AABC este echilateral.

b) Sd se arate cdm—&—Bﬁ—i—m:

Dana Heuberger

Solutie. a) Fiet = u(]@) = u(@) = u(]\j—C'\B) Notam a = cost+i-sint.
Atunci a ¢ R, deoarece t € (0, 7). Obtinem

2y =L -alzp—zc)+zo, an =L -a(zc—z4)+ 24, zp =L -a(z4 —ap) + zB.

AMNP ~ ANABC < zp(zy — zp) + 25(2p — 20m) + 2c(2m — 28) =0

< (1 —20a) (z?q + 25+ 22 —aazp — 2p2o — zcza) = 0.
Deoarece o € R, relatia anterioara este echivalenta cu

zi —+ z% + z% = ZAZB + zBZc + Z2cZA4,
adica este echivalenta cu faptul ca AABC este echilateral.

b) Notdam BC = a, AC = b, AB = c. . Fie {X} = ANOBP {Y}
BPNCM si{Z} = ANNCM. Atun(n p(YXZ) = ,u(A) (XYZ) u(B )

deci AXYZ ~ AABC Fie 7= AN AN, %—C— cil % ﬁ

Avem AN = AN. 7 =06 7,CM = CM.J = t-a-j si BP = BP- K Jc .
Rezulta

m+C’—]\>4+B?:E( -?—Fa-?—i—c-?)
Fie S € X Z astfel incétﬁ—b i gi fie R astfel 1ncat§—a
Deoarece § =7 = 6'\ obtinem cd& AXRS = AABC, deci ]ﬁ) - k.
Deoarece SX R = ZXY rezulta ca R € XY.
Avem )ﬁ—l—ﬁ—i—ﬁ—O deci b-?—i—a ] +c- k ﬁ

9. Demonstrali ca in orice triunghi ABC' are loc inegalitatea
A B C l l l
bc~0052§+ca~c082§+ab~00825§m§-h—‘;+ mi - hl;—i— h—cc,
unde ly,mg §t hg sunt lungimile bisectoarei, medianei si respectiv a inalfimii
din varful A.

Vasile Ienutas st Mihai Vijdeluc
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Solutie. Avem cunoscute inegalititile myl, > p(p — a) si

me _ b?+c? 5 lo _ D2+ p(p—a) 5 A
— > = C— > . > be - —.
he = 2bc % h, = 2 be =T
l le
Analog gasim mlz7 R > ac-cos®> — sim?-— > ab-cos? 5

hy 2 " h,
Daca le adundm membru cu membru obtinem:
la lb 2 lc
e TRy T R
10. Pe laturile hexagonului convex ABCDEF se construiesc triunghiurile
echilaterale ABM, CDN, EFP spre exterior st BCS, DER, FAT spre inte-

rior. Sa se arate ca triunghiurile MNP si SRT au acelasi centru de greutate.

A B C
2 2 2 2 2
bc - cos 2+ca~cos 2+abocos 2§ma~ + mj

Nicolae Musuroia

Solutie. Notam cu literele mici corespunzéatoare afixele varfurilor. Punctul M

™
este transformatul prin rotatia de centru B si unghi 3 a punctului A. Atunci:

m=>b+ (a— b, undes=cosg+ising.

Analog n = d+ (c—d)e si p = f + (e — f)e, respectiv s = b+ (c — be,
r=d+(e—d)e, t = f+ (a— f)e. Obtinem m+n+p = s+ r +t, deci
triunghiurile MNP gi RST au acelagi centru de greutate.

11. Sa se arate cd, dacd w,z € C cu |w|=7r >0 gi |z| =1, atunci:

lrz 4+ w| + |22 + 7| + |23 + w| > 2r.

Nicolae Musuroia
Solutie.
lrz 4+ w| + |22 + 7| + |23 + w|
= (|22 +w|+ |rz+w|) + 2% + 7| > |2> —rz| +]2° + 7|
=|z| - |22 —r|+ |22+ =22 —r| |22+ > 2

12. Sa se rezolve ecuatia:

2P 43" +2-4"=6"4+T7"+2x— 1.

Nicolae Musuroia

Solutie. Din 2% 4+ 3% 42 -4% — 6% — 7% =z — 1 rezulta

A @) o
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Dacd = > 1, membrul stang din (1) este negativ iar membrul drept strict
pozitiv, deci nu putem avea egalitate.

Analog, daca = < 1, membrul stang este pozitiv iar membrul drept strict
negativ, deci nu putem avea egalitate. Ramane z = 1, care verifica ecuatia.

13. Sa se arate ca

|zl|2 + |,22|2 + \23|2 > I (2120 + 2025 + 2321), V21,22,23 € C, Va € R

o
a?+1
Nicolae Musuroia
Solutie. Avem
|21 —iaZa|? = (21 — 10 Z2)(Z1 +ia ze) = |21]* + |22 + (2120 — Z17%2)
= |21]? + |22 — 2al,,(2122).

Analog
|22 — ia Z3|% = | 2] + a?|23)% — 2a I, (2223)

§1 |2z —iaZ1 |2 = |23]? + a?|z1|* — 2a L (21 23).
Insuménd cele trei relatii obtinem:

(14 a?) (|z1\2 + | 22| + |z3|2) —2a [Ty (2122) + Iin(2223) + Ln(2321)]

= |21 —iaZ* + |2 — i Z3)? + |23 —iaZ1|? >0,
si de aici deducem relatia ceruta.
14. a) Aduceti la o formd mai simpld expresia:
1420tz +3C22% + -+ (n+ 1)Cla"™; n > 1,z € R.
b) Ardatati ca:
14+2(n—1)C+3(n—1)%C2+ -+ (n+1)(n—1)"Cr =n"t! ¥n e N*.
Tonel Tudor

Solutie. a) Notdm cu f(x) expresia din enunt. Atunci

fl@)=> (A +k)Char =" Cha* + > kCla*
k=0 k=0 k=0
=(14+x2)"+ an SOF LRl = (14 )™ (1 + )" L
k=1
Deci f(x) = (1+z)" 11+ 2+ nx).
7
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b) Pentru z = n — 1, n € N*, din relatia de la punctul a) obtinem:
fin—=1)=14+2n—-1)C +3n—-1)C%2+...(n+1)(n—1)"C"
=" Y14+n—1+n?—-n)=n""

15. Fie S aria triunghivlui ABC' si a,b, c lungimile laturilor sale. Sd se
demonstreze ca:

A B
bC'COS§+CLC~COSE+ab~COS%265.

Mihai Vigdeluc

. A plp—a) B plp-b) C _ plp—co
Solutie. Avem cos —= ——~,co0s—= —=,cos— = ,
2 be 2 ac 2 ab
S=/pp—a)lp—b)p—o)si
B
.sin = -sin = - gin = < *
8sm2 sin sm271 *)

Inlocuim in inegalitatea de demonstrat gi obtinem:

Voep(p — a) + Jacp(p — b) + Jabp(p — ¢) = 6:/p(p — a)(p —b)(p — ¢)| : S

be ac ab

= + + >6
(p—0)(p—c) (p—a)(p—c) (p—a)(p—0b)
P S S
A B o~
Sin — Sin — Sin —
2 2 2

Ultima inegalitate rezultd din inegalitatea mediilor si inegalitatea (x)

1 1 1 1 3
>3 >3-v/8=3-2=6.
At st e a5 etV
sm§ Sm§ sm§ sm§~sm5-sm§
Clasa a XI-a

1. DCLCG,v (Fn)nZOy (LN)nZO; FO = O, LO = 2, F1 = L1 = 1, Fn+2 =
Foi1+Fo, Lyyo = Lpy1+ Ly, Vn € N, sunt respectiv sirurile lui Fibonacci st
2

F7l
Lucas, sa se calculeze lim <1 + L—2> .

n—oo
n

D.M. Batinetu-Giurgiu
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1
ﬁ(a" - p™), L, = o™ + g™ Vn € N, unde

Solutie. Se stie ca F,, =

_ﬂ+1&;—ﬁ

« 5 5 deci
1 Fi 1 Li (f’;)z lim Lﬁ
dm (1 * f) = <(1 + f> ) =em=" (1)
Dar
n
(8
lim — = = — lim —~Z—
n—oo L, n—o00 5(@” + 6”) \/5 n—oo <ﬁ>
1+ —
(6]
_ 1 1-0 _ 1
T V5 140 5

F’r% F”’L ?
Prin urmare  lim — = | lim — | = - si atunci din (1) obtinem
n

n—oo

2. Fie A € M3(Z) o matrice neinversabild. Dacd det(A? —4-13) = —36,
demonstrati cd det(A —n - I3) este un numdr intreg divizibil cu 6, pentru orice
n €.

Florin Bojor

Solutie. Fie f4 = —det(A— z/3) polinomul caracteristic al matricei A, atunci

fa=X3—aX?+bX +c € Z[X],unde a = Tr(A), b= Tr(A*) si c= det(A4) = 0.

Dar det(A? — 413) = det(A — 21I3) det(A + 2I3) = fa(2) fa(—2) deci
fa(2)fa(=2) = —36.

Dar f4(2) este un numar divizibil cu 2 §i f4(2) + fa(—2) = —8a, prin urmare

(fA(z)a fA(_Q)) € {(Ga _6)7 (_65 6)}
Analizand aceste cazuri, vom obtine polinoamele f4 = X?—X si f4 = X3-7X.
Dar det(A — nl3) = fa(n) = (n — 1)n(n + 1) sau

det(A —nl3) = fa(n) = (n — 1)n(n+ 1) — 6n,
de unde rezulta concluzia.
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3. Se considerd sirul de numere reale (xp)n>0, definit prin xog > 0 gi

xf’L + x5 y oo .
Tptl = P Vn > 0. Sa se demonstreze ca sirul este convergent gi
In
calculati limita sa.
Meda Bojor
Solutie. Evident z,, > 0, Vn € N. Atunci
xf’L +x, 9
S ——z
T+ Tn Ty + 2 "
Tn +2 5 + Tn
—+tzx
Ty, +2 "
Tn(l — 2z
= n L , Vn eN. (1)

T3+,
n 2 T n
(Tn + )( $n+2+x

1
Cazul 1. Daca zy € (0, 5)’ atunci se demonstreaza prin inductie ca

Ty < 2 Vn € N, unde pasul de inductie este

xy, + T, 1 3
< -4 3rr, —2<0
27 g2 4TS

Prin urmare, sirul (z,),>0 este marginit si din (1) rezultd c& sirul este strict
crescator, prin urmare convergent. Trecand la limita in relatia de recurenta,

G4y 1
rezulti ci f = —— 202 =(&(c {0, f}, unde ¢ = lim x,. Dar girul
l+2 2 n—o00
1
este strict crescator si cu termeni pozitivi, deci £ # 0 = lim x, = —.
n—oo 2
1
Cazul 2. Daca zy = 3 = x = 3 si se demonstreaza prin inductie ca

1
n=r7,YneEN= I n=z.
T T oo ™ T g

1
Cazul 3. Daca xzg > 3 analog cu cazul 1 se demonstreaza ca sirul are
Co : . y . 1
termeni mai mari ca 3 si este strict descrescator. Atunci lim z, = oh
n—oo
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In consecintd girul (@n)n>0 este convergent si limita sa este 3

4. Sd se arate cd ecuatia loggx — 22 — x4+ 11 = 0 are evact doud solutii

1
reale x1 §i X2, tar 0 < x1 - 29 < 35
Gheorghe Boroica

Solutie. Functia f : (0,00) — R, f(x) = logz — 22 — x + 11 este strict concavi
ca i o suma de functii strict concave. Asadar, ecuatia f(x) = 0 are cel mult
doud solutii reale. Se observa ca f(3) =0, deci z; = 3 e solutie. Cum

1 1 1 1 1 1
flat) Flaa)=\1-3% 30) \"32 —3u1) <0
. o . 1 . 1
si f e continua, rezulta ca zo € (31, ﬁ)’ deci 1 -9 =3 22 € (3T0> ?)

Asadar, are loc concluzia problemei.

5. Se considerd functia f : M3(R) — M3(R), f(X) = X?+4X+31;-'X.
Ardtati cd existd o infinitate de perechi de matrice (A, B) € M3(R) x M3(R)
astfel incat f(A) = f(B).

Gheorghe Boroica

Solutie. Ciutdm oy, az € R, ay # ag, astfel incat f(aq - Is) = f(ag - I3).
Relatia

f(Oll 13) :f(ag-Ig)ﬁ(a%—f—Sal +3)13: (OZ%+30¢2+3)13
Sat+3m+3=02+30+3
@(al—ag)(a1+a2+3):0al 2
Sarta+3=0& ay=—a; — 3.

Agadar, perechea (A,B) = (ay - Is,(—aq — 3)I3), unde oy este numar real
arbitrar, verificd relatia f(A4) = f(B), deci are loc concluzia.

6. Fie n,m € N*, matricea inversabili A € M, (C), A = (a;;)

3 |a12j| =1. Sd se arate cd det(A™ — I,,) # 0.
i5=1

ij=T,n €U
Dana Heuberger

Solutie. Vom folosi urmatoarea
Propozitie (Schur). Fie matricea A € M, (C), A = (a;;)

n n
proprii A1, A2, ..., M. Atunci, S IN2 <Y agg)
=1 =1

ij=Tm» Cu valorile

81



Argument 19

Deoarece det(A) # 0, valorile proprii A1, Ag,..., A, ale lui A sunt nenule.
Folosind Propozitia precedenta deducem ca

n n
ST <D Jagl =1
k=1 ij=1
Deoarece niciunul dintre numerele reale |A\;|? nu este 0, deducem ca
Vk=1,n, |\ <1.

Asadar Va € C cu |a| > 1, det(I, — aA) # 0.
Pentru k = 1,m, fie ¢ o radacind de ordinul m a unitatii. Atunci, |egx| = 1,
deci det(A — eg - I,,) # 0. Obtinem

det(A™—1I,)=det(A—eg-Ip,) -det(A—ey - Ip,) ... - det(A—ep1 - Ip) # 0.

n O'(k)
l;::l e(k)

7. Fie 0,6 € S,,. Sa se arate cd girul (an)n>1, an =

S|

marginit.
Dana Heuberger

Solutie. Vom folosi urmatoarea

Propozitie (inegalitatea rearanjirilor). Fie numerele reale x1,xo, ..., %, §i
YLy Y2y ey Yn CU T > Tg = oo > Ty 1Y < Yo < --- < yp,. Atunci, pentru
orice a € S,

T1Y1 + T2Y2 + - Tp¥n < T1Ya(1) T T2Ya(2) T F TulYa(n)
S X1Yn +T2Yn—1+ -+ Try1-

Revenim la solutia problemei.

o(k oe~1(j 1 n \Ja(j
Daca e(k) = j, atunci (k) = : (]), deci a, = = > _(j), unde
e(k) j ni=t
a=oe L.
Alegem sirurile invers ordonate
1 1 1
$1—1,$2—2,. 75(:71_”

Y1 :\ﬁa 11/2:\/57-“7?%&:\/H
Folosind partea din dreapta a inegalitatii rearanjarilor, obtinem:
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Vi ViET

O<an_ - Bp, unde B, = — + e —
n 1 2 n
Avem
2
5 [(vn  Vn-1 V1)~ ¢Bs (1 1 1)

= | — e+ — < 1+24 ... _ g — 4+
52 <1+ g (24 fn) (gt
Apoi,

n —+ 1 1 1 1
0<an§*ﬁn \/ ?‘i‘?‘i“‘rﬁ
Deoarece
I n+1 1 L 1 R 1 w2
im \/ —— -/ — — =1/ —
n—00 2n 12 22 n? 12°
rezultd ca sirul (a,),>1 este marginit.
8. Fiek e (1,00) ¢i f: R — Ry o functie cu proprietatea cd
lim zFf(z*"1) =a e R.
xTr—r00
Fiean, = f(1)+ f(2)+ -+ f(n), n € N*.
a) Sd se arate ca lim f(z) = 0.
T—r00
a1 +as+---+ap
b) Sa se arate cd sirul (Tp)n>1 Cu Ty = ! 2 , Vn € N*, este

n
convergent.

Dana Heuberger si Cristian Heuberger

Solutie. a) Facand substitutia y = 27T in limita din ipoteza, obtinem:

. K
Jm y== - fly) =a (1)
Asadar

b) Pentru n € N*, notim b, = aj + as + - - + an.
Ardtam c8 girul (z,)n > 1 este convergent, folosind teorema Cesaro-Stolz.

Fie e > 0. existd . > 0, astfel incit pentru orice & > 0., |£%1 - f(x) — a| < e.

Atunci,
a—¢€ a—+ée
Vo> e, —— < f(2) < ——

rk—1 rk—1
Fie n. = [0] + 1. Pentru orice n € N cu n > n., obtinem

(a—5)<1,€+~-~+nklkl> < f(neH- - +f(n) < (a+e) ( :kl-i--i-nklkl>

Te
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1 1 k
Fie a, = ~+ —+ - - +—%— . Deoarece > 1, avem lim a,= a€(l,00).
1 9% nF—T k—1 T—00
Obtinem
(a—e)(ap —apn,—1) < ap —an.—1 < (a+¢&)(an — An_—1).
Asadar,
Ap — An_ -1
Ve>0,Vn>n.,a—e< —<a-+e.

Qp — CVnsfl

Ap, — Ap —1

Rezulta ca lim =a, deci lim (a, —an.—1) = a(a— ay,_—1), adica

=00 Qpy — Qp,—1 Z—00
. not
lim ap, =an.—1+ala—a,.—1) = f>0.
n—oo
bn+1 - bn

Atunci, lim = lim a,y; = B si din teorema Cesaro-Stolz rezulta

ca girul (z,,)n>1 este convergent la .

a
9. Se considerd sirul (ap)n>1 cuay =1, apy1 = — " an>1.
= 1+nlna,

n
Calculati nlgr;o ’; ag-

Nicolae Musuroia

1 1
Solutie. — —=(k+1)! k!, Vk € N*, deci
Ak+41 Qg
—-— )= (k+ 1! =K.
Obtinem = (n+ 1)L Atunci
Ap+1
- (11 1
i Y= (b gt o) =eo
a+1 2a 5a
10. Se considera matricea A= —a —2a+1 —5a , unde a € R.
2a 4a 10a +1

Sa se calculeze A™, n € N*.

Adrian Pop
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1 2 5
Solutie. A(a)=Iz3+a| -1 -2 -5 |=1I3+a-B; B2=9B;
2 4 10
B
1 1 1
A(a)~B(b):A(a—|—b+9ab):A(9<a+§>(b+§)—§).

Se demonstreaza prin inductie matematica:

pw=a(r (o 1) 1)

11. Demonstrali ca in orice triunghi ABC' are loc relatia:

T%Za?’ cos BcosC > 16 (Z sinA) (Z cos? A) .

Daniel Sitaru
Solutie. Fie

. . . Cay+C:
sinA sinBcosC sinCcosB| > °

=8R3|sin B sinCcosA sin AcosC
sinC sinAcosB sin Bcos A

sinA sin(B+C) sinCcosB
=8R?|sinB sin(A+C) sinAcosC
sinC  sin(A+ B) sinBcosA

sin A sin(m — A) sinCcosB
=8R?|sin B sin(mr — B) sinAcosC
sinC  sin(r —C) sinBcos A
sinA sinA sinCcosB

=8R3|sinB sinB sin AcosC
sinC sinC sinBcosA

a bcosC ccosB
ccosA acosC
¢ acosB bcosA

A —

=0.

Pe de alta parte

a bcosC ccosB
b ccosA acosC
¢ acosB bcosA

—?cos Acos B — a® cos BcosC — b2 cos A cos C
= abCZCOSQA — Za3COSBCOSC
= 4RSZC082A7 ZG3COSBCOSC

0=A= = abccos® A + abecos® C + abecos® A
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Rezulta
Z a®cos BcosC = 4RS Z cos> A =4Rrp Z cos® A
=4Rr - Lb—’_cz:cos?A

2
3cos B
W =2Rr(a+b+c)=2Rr-2R» sinA=8R’r) sinA
Pe de alta parte, din inegalitatea lui Euler R > 2r,
3cos B
> a’cos BcosC — 8R%r > 8- (2r)% -7 = 163

(3o sinA) (3" cos? A)
1
= Z a3 cos BeosC > 16 (Z sin A) (Z cos? A)
r
12. Demonstrati ca, daca a,b,c € R, atunci

a-e*+b-et+c-ec+b
€% + eb + ec

>1+1In2.

Daniel Sitaru si Leonard Giugiuc

Solutie. Fie f : R = R; f(z) =€%; f'(z) = €% f'(z) =e®* > 0; Ve eR = f
convexa =

fz

eﬂ?

(a) + f'(a)(z — a)
e’ +e'(x—a); Yz eR.

AVARLY

Fiez =In2 = "2 > ¢e? 4+ ¢%(In2 — a)
2>e"+e’In2—ae” = 22> e*(1+1n2) — ae®
ae® +2>e%(1+1n2)
Prin analogie
be’ +2>e’(1+1n2);
ce+2>e(141n2)
Prin adunare
ae® 4 beb 4 ce€ +6 > (1 +1n2)(e® + e’ + €°)
ae® + be® + ce® 4 6
e + el + e

36

>1+In2.
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13. Demonstrati cd, dacd a,b,c € (0,00), atunci

a?b b2¢ a
s
ad+b b+c AB+a
a2b a b2c
v s - "
3 3 3 at+b+ec
A= ab2—|;b 2a ¢ ta bagg)c >0, undes:%.
B+ec 3B+a 5 a’+b
ca b2c a’b
S4+a bBB4+c ad+b 5

Daniel Sitaru i Leonard Giugiuc

Solutie.
2
a3+b22a\/ab:>a3—2a\/ab+b20:>(aﬁ—\@) >0
a?b < a’b _ab 7\/ab<1 a+b a+b
a®+b = 2avab  2Vab 2 72 2 4
Anal b%c <b+c. a <c+a
Halo8 s e = 42’c3—|—a* 4
a“b a+b+c
Prin ad < =
rin a unare,za3+b_ 5 S
a?b
=p> . 1
D (1)
Lema. Daca x,y, 2,t € R, atunci
T y z t
A’:i’ ";” fc Z:(:L’+y+z+t)(a:—y+z—t)(z+y—z—t)(x—y—z+t)
t z y «x
Ty 2 tL1+L2+L3+L4 11 1 1C4*C3+02*01
y z t z . y x t =z
c ooy =@ty 40] L,
t 2z y t z y x
1 1 1 0
. y x t z—t+xT—y
=@tytz+t)] g —(z—t+z—y)
t z vy Z—t+x—y
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Co—Cy

1 1 1 0]%
@yt it@—ytrz—t) T L1
z t x -1
t z y 1

1 0 0 0

_ _ Ny ey t—2z 1
=@tyteti)@—y+z t)z t—z z—2 -1
t z—t y—t 1
Li+Lg
r—y t—z 1 |Fsthz
=@+y+z+t)(z—y+z—-t)|t—2 xz—2z -1
z—t y—t 1
. B gy t+t—-z z-—y—z+t
=(@+y+z+t)(z—y+z-1) 0 v—zty—t

=xt+y+tz+t)z—y+z—t)x—y+t—z)(xa+y—z—1).

Daci x,y,2,t > 0; x >y + z + ¢, atunci A’ > 0

T—y+z—t>y+z+t—y+z—t=22>0
rty—z—t>y+z+t+y—z—t=2y>0 (2)
r—y—z+t>y+z+t—y—2z+t=2t>0

a?b b?c a . . .
. Din (1) i (2) rezultd A = A’ > 0.

F' = —-— ; = ; =
e a3+by b3+cz S +a

14. Demonstrali cd, dacd a,b,c € [0,00), atunci

2(a+b+c)(a+2b+3c) > (\/b(a+b)+2\/c(b—|—c)—|—\/a(a—|—c))2

Daniel Sitaru si Leonard Giugiuc

. . _(Va+b Vb+c a Ve
Solutie. Fie A = < B /e JaTe vhie € Mz 4(R)
Va+b Vb
_ b+c 4/c
Ty = V&i g E.A4&QUR)
Ve b+ ¢
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va-+b Vb
. Va+b Vb+c \a Ve Vb+c (e
ATA = € M3(R)
Vb Ve o Va+e Vb+ece va  Va+ce
Ve o Wb+e
Din Teorema Binet-Cauchy det(A - 74) > 0
AT — < a+b+b+cta+tc \/b(a+ b)+2\/c(b+c)+\/a(a+c))
\/b(a—i— b)+2\/c(b+ o)+ \/(a—i— c)a b+c+atctbt+c
ATA — < 2a + 2b + 2¢ \/b(a+b)+2\/c(b—|—c)+\/a(a—|—c)>
\/b(a—|—b)—|—2\/c(b+c)—|—\/a(a+ c) a+2b+ 3¢

det(A-TA) > 0 = (2a+2b+2¢) (a+2b+3c) > (\/b(a—i— b) + 2\/c(b+ c)+ \/a(a—i— c))2

2a+b+c)(a+2b+3c) > (\/b(cH- b) + 2y/c(b+ ¢) + \Jala+ c)>2 .

15. Fie matricea A € M3 (R) astfel incat det(A + Iz) = det(A + 215).
Sa se arate ca 3det A = 2det(A + I2) 4+ det(A — I).
Mihai Vijdeluc

Solutie. Fie P(X) = det(A+ X -I5) = X?>+a- X +b, unde b = P(0) = det(A).
Din problem avem P(1) = P(2)=1+a+b=4+2a+b=a=-3.
Atunci
2. P+ P(-1)=2(1+a+b)+(1—a+b) =2+2a+2b+1—a+b
—a+3b+3=—3+30+3=3-det(A) =
= 3-det(A) =2 det(A+ Iz) + det(A — I).

Clasa a XII-a

1. Fie a,b,c,a € R astfel incat b> < (a + ¢)?. Calculati

I_/\/g az®® + bx" + ¢ de.

- (22 + 1) [(a+ ¢)z® + 2ba™ + (a + ¢)]
D.M. Batinetu-Giurgiu gi Nicolae Musuroia
89



Argument 19

1
Solutie. Facem schimbarea de variabila z = n si obtinem

b
V3 +—+c 1
]:/ tQ" £° — dt
B 1 a+c 2b 2
Pt et +(a+c)
_/\/g a+ bt" + ct?" dt— J
N = (t2+1)[(a+c) +2btn 4 (a +c)t2n] 7
3
V3 V3o .
DinI:J@iI—|—J:/L mdt:arctgt/L :g,rezultélzﬁ.
V3 V3

2. Sa se calculeze primitivele functiei

f:(0,00) =R, fx) =

e*(z? —22) —
(x + e%)?
Florin Bojor
e*(x —2) —

* (x + e7)?
functia g : (0,00) — R de forma g(z) = ae® + bx + ¢ cu a, b, c € R, astfel incat

() - 252 v

Solutie. Scriem functia f sub forma f(z) = si determinam

Efectuand calculele si identificand coeficientii se obtine c=1gia—b=1.
Deci putem alege a = 2, b =1 si avem

2e” 1\ 2e” 1 2e” 1
/f(x)dx:/:c(i> der=czx- c ot f/ c ot dx
x4+ e* x4+ e* x4+ e*
2e* +x+1 / /e —|—1
=x- dr —
x—&—e“ 1—&—9&
x(e®* +1)

:7—1n(ex+x)+0.
x4+ e*

1
3. Fie f :]0,1] = R o functie continud care verificd relatia / f®)dt >

! 27
2—x,Va €l0,1]. Sa se demonstreze cd/ f2(x)dx > T
0
Florin Bojor
90



Argument 19

Solutie. Deoarece functia f este continuia va admite primitive. Daca F e o
primitiva a sa, atunci

1
/f t)dt > 2 —x, VmeOl:/ )dx>/(2—x)d:v<:)
0

F(l)—/ ()da:Ei(:}F() F(1)+ /xf( Ydx > — :>/ xf (z g
0
Pentru orice k > 0 avem
1
/ (f(z) — kx)%dz > 0 &
]412
/f da:>2k‘/ xf(x dx—kQ/ 2dx>3k—§
. - k? 27 :

Dar maximul functiei g : (0,00) — R, g(k) = 3k — 3 este - sise obtine

t k*g
pentru k = o

4. Sa se determine mulfimea
A= {F€Zys|Ta,n e N* astfel incit a =5%""1 i a =7}
Gheorghe Boroica

Solutie. Cum 25" — 1 este par, avem ci a = 52" ~1 = 528 = 25F = M + 1,
deci

a=1 (mod 24) (1)
Pe de alta parte, 5¢ = 1 (mod 7).
Cum a = 525" -1 — 5(25-1)(25" ' +25" 24 425+1) _ 524-m si 524 = 1(mod 7),
gasim ca

a=1 (mod7) (2)
Din (1) i (2), cum (24,7) = 1, obtinem c& (a — 1):168, deci a = 1 (mod 168),
adicd @ = 1. Asadar, A = {1}.

5. a) Sd se arate cd existd o infinitate de functii f : [0,1] — R astfel tncat

/ Pl -

b) Sa se arate ca, dacd f : [0,1] — [0,00) este o functie continud cu

1
proprietatea cd/ f2(z)dx = =, atunci existd a € [0,1] astfel incdt f(a) = a>.
0

9
Gheorghe Boroica
91



Argument 19

Solutie. a) Se ob “v/ll‘zdxslld'()x te soluti
olutie. a) Se observa ca ; gTdr = ‘0_9, eci f(x _\/ges e solutie.
Pentru fiecare multime A C [0, 1], consideram functia
L
oz

fat0] SR fa@) = V3
z € [0, 1]\ A.

2
z
Atunci f%(x) = 5 si fa este solutie. Asadar are loc concluzia.

b) Aplicand inegalitatea C' — B — S, obtinem:

1 :19/01 f(z)dx > 9</01 f(x)dac)z, deci /01 flz)dx < %: /01 22dx.

Atunci / (f(z) — xz) dx < 0 i, folosind eventual teorema de medie, deducem
cd exista ¢ € [0, 1] astfel incat
fle)—c*<o.
Functia g : [0,1] = R, g(x) = f(x) — 2% este continua si
9(0) - 9(0) = £(0) - (f(c) = ¢?) <0,

deci existd a € [0, ] asa incat g(a) =0 < f(a) = a®.

6. Fie K un corp finit cu cel putin 5 elemente. Sa se arate ca oricum am
alege elementele distincte a,b,c € K\{0, 1}, cel putin unul dintre a,b, ¢, ab, ac, be,
abc este un cub perfect.

Dana Heuberger

Solutie. Fie a,b,c € K\{0,1}. Atunci a,b si ¢ sunt inversabile in K. Fie o un
generator al grupului ciclic (K*,-). Atunci, exista 4, j, k € N* astfel incat a =
a', b=al, c = oF. Obtinem ab = o', be = o?T*, ac = a't*, abe = o7tk
Deoarece cel putin unul dintre numerele i, j, k., i + j,j + k,i + k,i + j + k este
divizibil cu 3, rezulta ca cel putin unul dintre a, b, ¢, ab, ac, be, abc este un cub
perfect.

7. Fie inelul (A,+,:). Dacd exista k € N*, astfel incat pentru orice

a,b € A avem (a + b)2+1 = a2F 4 b2 5i (a + b)?F T3 = a2k+2 1 B2H2 ] gratati
ca inelul este comutativ.

Dana Heuberger
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Solutie. Notam cu (1) si (2) egalititile din ipoteza.
Pentru a = b = 1 in (1), obtinem ca 22**! = 2. Pentru a = 2, b = 0 in (1),
avem 22Ft1 = 228 Rezultd 2 = 22%+1 =2.22F = 2.2 adica 2 = 0, deci inelul
are caracteristica 2. Asadar,

Vae A a=—a (3)
Pentrua = 1,b =z € A, din (2) obtinem: (14+z)%+1.(14+2)2 = 1422++2 (1L00)
S 1+ 1 +2%) =14+222 o 22 422 =0 Qg% = 42 o vz e A,
x2ktl = g3,
Inlocuind z cu z + 1 in egalitatea precedentd gi folosind (1), deducem:

2 (3)

VeecA (I+2P=0+a)* ! =142 =1+22 S 1+ 422 +2°

:1+x2@x3=x.

Inlocuind z cu z + 1 in egalitatea precedentd si folosind (1), rezulta:
VeecA (1+2)8=1+xeVecA 1+z+2?+a8
=l4+zeVreA 2>=2a.
Asadar inelul este boolean, deci este comutativ.
8. Sa se arate ca nu ezista nicio functie f : R — R, derivabila, pentru
care
f/(f(x) - f'(x) +2* =0, pentru oricex € R.

Ludovic Longaver
Solutie. Presupunem ca exista o functie f cu proprietatea ceruta.

2\’
fiif@) - fl(x)+22 =0V e R & (fof)(x) = —<§) VzreR =
3
T
existd ¢ € R astfel incat (f o f)(z) = _3—’_ ¢, Vz € R. Functia g : R = R,
3
x
g(x) = —— + c este bijectivi. Deducem ca functia f este injectiva gi are
proprietatea lui Darboux. Astfel ea este strict monotona. Rezulta ca functia

fof = g este strict cresciatoare, ceea ce vine in contradictie cu faptul ca functia
g este strict descrescatoare.

1 n
9. Sa se calculeze lim — Z

’I’L—)OO

kn+1)

=1~
cos
4n?

Ludovic Longaver
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km (kn+1)m < (k+ )7

Solutie. Intrucat n < e < T k = 1,n, sirul din enunt
reprezintd suma Riemann pentru functia continua
s 1
f:{O,ﬂ—HR, f(x):m
Astfel
R 1 (%1 1 3
T}LH;JI;W 2 e g, =

4n?
. dx 1
10. Sa se calculeze /242-3;5—(33—1)5—(%-&-1)57 T € 5:°)

Ludovic Longaver

Solutie. Aplicam formula
(a+b+e)®—(a®+b°+c°) = 5(a+b)-(b+c)-(c+a) (a>+b2+c2+a-b+a-c+b-c)
valabila pentru orice a,b,c € R. Pentrua =z — 1, b = 2, c = x + 1 obtinem

24225 — (2 —1)° — (z+1)° =10- 22z — 1) - 2z + 1) - (622 + 1).

[:/ dx
10-z(2x —1)- 2z +1) - (622 4+ 1)

1 1 1 9z
:<ﬁ+ 5(290—1)+ 5(2x+1)+ 5(6x2+1))dx

3
:—lnx—|——ln(2x—1)—|——ln(2x+1)—|—mln(6x +1)+C.

11. Sa se arate ca, daca functia f: R — R verifica relatia

)+ {/fx) =23+, Vo €R,

atunci f are primitive.
Nicolae Musuroia

Solutie. Functia g : R — R, g(x) = = + ¥/« este bijectiva si continud; functia
h:R — R, h(z) = 23 + z este continud. Relatia dati se scrie (go f)(z) = h(z)
si de aici rezulta f(x) = (g7 o h)(x), deci f este o functie continua si atunci f
are primitive.

12. Fie (G,-) un grup pentru care exista m,n € N, m,n > 2, astfel incdt
™y =yx, Va,y € G. Sa se arate ca grupul G este abelian.
Nicolae Musuroia
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"=l — e, Pentru y = e rezulta
m—1 n—1

Ty -y = yz, deci

Solutie. Pentru z = e rezulta y™ = y, deci y
2™ =z, deci 2™ ! = e. Din 2™y" = yx rezulta x
TY = Y.
13. Se considerd functia f : [0,1] = R derivabild cu f' continud pe [0,1]
i cu proprietatea cd, pentru orice o, € [0,1] cu a < B, existd x,y € [a, B]
1
astfel incat xf'(xz) + yf'(y) = 2b. Sd se arate ca / f(z)dx = a — b, unde
0

a= f(1).

Nicolae Musuroia

Solutie. Cum f este continui pe [0, 1], rezultd ci este integrabila.
Fie A, =[0=20<z1 <---<zp,=1] cu lim ||A,|| =0. Din ipoteza rezulta
n—oo

cad pe [Tr_1,7x], k = 1,n, exista &, i € [vr_1, )] astfel incat
Eef' (&) + e f((m) = 2b, k=T,n.

Atunci

n

Do &f (&) @ —amn) + Y () (2 — )

k=1 k=1

= QbZ({Ek — (Ekfl) = 2b.

k=1

1 1 1
Trecand la limita, obtinem 2/ xf' (x)dx = 2b, deci xf(z)‘ - / fl@)dx=b
0 0 Jo

1
gi cum f(1) = a, obtinem / f@x)dx =a—b.
0
14. Se considerd a,b € R, a < b gi f : [0,1] — [a,b] o functie integrabila
1 1
astfel incdt/ f(z)dx =0 gi / f2(x)dx = 1. Sd se arate cd
0 0

1
/ f3(:c)dx < a%b+ 2a +b.
0
Daniel Sitaru
Solutie. Din
<b= (f(z) —a)*(f(x) =b) <0
) = 2af(x) +a®)(f(x) —=b) <0
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Integrand pe [0, 1] obtinem:
1 1 1
/ f3(x)dx — (b+ 2a)/ 2 (z)dx + (2ab + a2)/ f(z)dz < a®b
0 0 0

1 1
=3 / 3(x)dr — (b +2a) < a®b & / f3(x)dx < a*b+2a +b.
0 0

15. Ardtati cd, dacd a,b,c € [0,00), atunci:

25Za2 -a+ 11Zab6 > 33Za2b.
Daniel Sitaru

Solutie. Utilizam inegalitatea lui Young:
1 1
pait+qy>p-qga-y,undep>1, —+-=1 2,y >0.
p g

1 1
Atunci —=1—--&¢g= Ll Inegalitatea anterioara devine:
q p—

2o p p ’
p.mpl_‘_i.y 2
p—1 p—1

Integram pe [0, x], > 0 si obtinem:

x » p x p2 x
p/ xﬁda:—i—i-yp-/ dr > y-/ xdz
0 p—1 0 p—1 0

- xy.

2p—1
= . 2 22
= + -x - —_
T L
p—1
p—1 2p—1 1 P 9
& p—1 P > —— 1
DT s e T D (1)

Alegand p=6,z =a i y =bin (1) gisim ca
) 1 3
ﬁa2~{"/a+g -a-b6zga2-b@25a2-\5/5+11ab6233a2b.

Analog
25b2v/b + 11bc® > 33b%c i

25¢%/c + 11ca® > 33c%a.

Insuméand ultimele trei inegalitati obtinem:
25 a®-\a+11) ab® >33 a’h.
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Probleme propuse

Clasa a IX-a

1. Daci a,b,c € (0,00), atunci
(ab+ be + ca)(a® + b + ¢*) > abe(a + b+ c)?
D.M. Batinetu-Giurgiu

2. Se considera triunghiul ABC, H ortocentrul si O centrul cercului cir-
cumscris triunghiului. Fie O1, O2, O3 centrele cercurilor circumscrise triunghiu-
rilor HBC, HAC, respectiv HAB.

a) S& se demonstreze ca O; este simetricul lui O fatd de dreapta BC.
b) Sa se demonstreze cd AABC si AO1020s3 au acelasi centru de greutate,
daca i numai daca AABC este echilateral.
Florin Bojor

3. S4 se determine sirurile (ay,,),>0 de numere naturale care verificd relatia
G, +a2 =n>+5n+8, VYneN

Meda Bojor

4. Fie a,b,c € R, a # 0 astfel incat b> < ac. Si se arate ci, daca
4a + 4b+ ¢ > 0, atunci a + 2b+ ¢ > 0.
Gheorghe Boroica

5. Dacd a,b,c,d € R gi m € (0, 1], si se arate ci ecuatia
ma® + (a+b+c+d)z+ab+bc+cd+da =0

are radacini reale.
Gheorghe Boroica

6. Fie sirul (d,)n>1 definit prin d,, = ppt1 — 2py, V1 € N*, unde p,, este
al n-lea numar prim. Ar#tati ca (d,),>1 este neméarginit superior.

Gheorghe Boroica
7. Sa se rezolve ecuatia {x}? — {z} - [2] + [2]® = 0.
Dana Heuberger
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8. Fie triunghiul ABC, I centrul cercului inscris si D, E, F punctele
de contact ale acestuia cu laturile BC,CA, AB. Fie D', E’, F' intersectiile
semidreptelor (DI, (EI,(FI cu cercul inscris si Hy, Ho, H3 ortocentrele tri-
unghiurilor D'EF, EF_D> respectlv F'DE. Sa se arate ca:

—
a) D’F+E’D+F'E_ T.
b) Triunghiurile HyHoH3 si DEF au acelasi centru de greutate.
Dana Heuberger

9. Fie triunghiul ABC si punctele M, N, P cu M € (BC), A € (PN),

MB AN
PCNBN={T}si Ve = AP S& se arate ca dreptele AM, BN,CP sunt

concurente, dacd si numai dacd PN|BC.

Dana Heuberger

10. Fie triunghiul ABC si D € (BC), E € (AC) picioarele bisectoarelor
din A, respectiv B. Fie punctele A’, B’, astfel incat D este mijlocul lui (AA’) si
E mijlocul lui (BB’). S& se arate ci existd o infinitate de triunghiuri neisoscele
ABC pentru care punctele A’, B, C’ sunt coliniare.

Dana Heuberger

11. Sa se arate cd, dacd ABCD este un patrulater convex, iar M € (BC),

CD), P AB) astfel t MB _NO _PD_ Q4
€ (CD), P € (DA), Q € ( )asemcaM—C ~ND = PA QB§

AM = CP, BN = DQ, atunci ABCD este paralelogram.
Nicolae Musuroia

12. Fie A1 A, ... Ay, un poligon convex cu 2n varfuri, n > 3. Notam cu

G1,Go,...,Gqy, centrele de greutate ale poligoanelor
A1Ay . Ay, AdAs . Ay, Ani1Anyo Aoy Ao Ay A
Sa se arate ca dreptele G1Gp41, G2Grya,. .., G Gay sunt concurente.

Nicolae Musuroia

13. S se arate ci, daca a, b, ¢ € (0,00), atunci

1
Z \/b ! 2(b+c) + b*(a +c) + *(a + b) — 3abe.

Daniel Sitaru
14. Si se rezolve in Z ecuatia m? — 22m + 40 = 3".
Tonel Tudor
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15. Fie a,b,c € Ry \{1}. Aratati ca

at—1 b -1 -1
292 . .
V2 a—1 b—1 c¢c—-1

> (a+Vb+avb—1) (b+Ve+by/e—1) (c+Va+eva—1).
Mihai Vijdeluc
Clasa a X-a

1. In orice triunghi ABC, cu notatiile obignuite, avem:
a’ + b? b + 2 c? +a? 1
@0t T hrot T etra)l < 2R
D.M. Batinetu-Giurgiu $i Gheorghe Boroica

2. Daca m € Ry = [0,00), iar ABC este un triunghi de semiperimetru s,
atunci:

A m—+1 B m—+1 C m+1
3m ((atg 5) + (btg 5) + (ctg 5) > gmtlpmtl

D.M. Batinetu-Giurgiu si Nicolae Musuroia

3. Se considera punctele A, B,C, D pe un cerc de centru O astfel incat
ABNCD = {M}. Tangentele in A si B la cerc se intersecteaza in FE, iar
tangentele in C si D la cerc se intersecteazd in F. Dacd FONCD = {G} si
FONAB = {H}, demonstrati cd HG| EF.

Florin Bojor
4. Fie a,b € N* cu b impar. Definim sirul (z,)n>0 prin o = 1, 21 = 2

azZ  +b

Sl Tpp1 = , Vn > 0. Sa se demonstreze ca toti termenii girului sunt

Ty,
numere naturale daca si numai daca a il divide pe b.

Florin Bojor
5. Rezolvati in numere naturale ecuatia
16" +3- 1611 + 2. 16{} = 1284
Gheorghe Boroica
6. Si se arate ci, dacA n € N, n > 2, atunci n?(n®+n+1)/ .
Gheorghe Boroica
99



Argument 19

sinx sin2x sin3x  sindx

7. Si 1 i - _
a se rezolve ecuatia 1 > + 3 1

Andrei Eckstein

8. Fie functia g : R — [0,1), g(z) = {{x} + {x ; 1}}

a) S& se arate ca functia g este surjectiva.
b) Sa se arate cd functia g este periodica. Sa se determine perioada prin-
cipala a acesteia.
Dana Heuberger

9. Fie triunghiul ABC si D, E, F punctele de contact ale cercului inscris
in acesta cu laturile BC, CA, AB. Fie G1,G2,G3 centrele de greutate ale
triunghiurilor AEF, BDF, respectiv CDFE.

a) S& se determine masura unghiului dintre dreptele AG; si BGa.
b) Sa se arate ca AGy; = BG2 = CG3 daca si numai daca triunghiul ABC
este echilateral.

Dana Heuberger
10. Sa se rezolve sistemul:
30827 _3log,y=2—=x
3082Y _ 3log,z =2~y
30822 _3log,x =2 — 2
Nicolae Musuroia

11. Sa se rezolve ecuatia:

(sin” 17);21 - (cos? x)ﬁ _ b

Daniel Sitaru

12. Fie f: A—> R, ACR, si A € ]0,1]. Sa se arate ca daca:
a) f este functie convexa si descrescatoare, atunci

f@yay) S Af(x) + (1 =N f(y)
b) f este functie concava si crescatoare, atunci:
f@yay) 2 Af(x) + (1= A f(y)

Daniel Sitaru
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13. S& se arate ca

sin? z cos? x

1+4costx + 1+ 4sin*z

1
> ’
-2

Tonel Tudor
14. Fie ABC un triunghi in care A = 2B. Aratati ca a < 2b.
Mihai Vijdeluc si Vasile Ienutas
15. Fie a,b,c € (0,00) cu a+ b+ ¢ = 1. Aratati ca

log>b  logic log’a
3a+2 3b+2 3c+2 7

Mihai Vijdeluc
Clasa a XI-a

1. Fie a > 0, b € R. Pentru ce valori ale lui a si b ecuatia a® = bx + 1 are
solutie unica reala?

Dan Barbosu
2. Calculati f'(0) in fiecare din cazurile
(i) f:R—R, fz)= """Va21 —sin® 'z, neN%
(i) f: R\{lm + g‘ ke Z} =R, f(z) R/ a2n—1 —tg>» 1z, necN-.

Dan Barbosu

3. Fiea >0, a # 1. Calculati limita
la) = limy (0 +2)" = a®)
x>0
Dan Barbosu

ap
4. Daca (an)n>1, (bn)n>1, Gn by € RY, Vn € N* i lim —=ac€ R*

n—oo MN!

—_

b
lim —T:: b € R%, sa se arate ca lim (”*{/(n—I—l)! — {‘/an-bn) = .

n—oo M! n—oo (&
D.M. Batinetu-Giurgiu gi Nicolae Musuroia
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5. Sa se arate ca pentru orice numéar natural n, exista numerele rationale
strict pozitive ag < a1 < --- < a, cu proprietatile:

ao ai an 1.
DortiEt T e T
3
b) Vao +y/ar 4 < s

(2n)!

Gheorghe Boroica

6. Sa se determine functiile derivabile f : [0,00) — [0,00) pentru care
f(0) =0si f'(23) = f(x), pentru orice z € [0, 00).

Gheorghe Boroica

7. Fie n un numar natural nenul si z1,z3,...,2, € (0,00). Sa se arate
ca:
ln(1+x1>'ln(1+$2)'--~'1D(1+33n) < In" (1+ €1 +x2++xn)
n

Gheorghe Boroica

8. Fie n € N*. Pentru orice matrice A € M,,(C), notdm cu S(A4) suma
elementelor sale.
a) Aratati cd exista o infinitate de matrice A € My (R) astfel incat, pentru
orice k € N*, S(AF) = 2:_1.
b) Fie a € C i A € M, (C) cu det A = 0, astfel incat S(A*) = oF~1,
Vk =1,n. Demonstrati ca S(A*) = aF~1 Vk € N*.

1
¢) Pentru o = —, dati un exemplu de matrice cu proprietatile de la punctul
n
b).
Dana Heuberger
9. Fie M = {X € M3(C) |tr(X?) = tr(X) = 0}.
a) Arétati cd multimea M este infinita.
b) Dati un exemplu de matrice A, B € M, cu AB # BA.
c) Daca A € M, A3 # O3, ardtati ci, pentru orice k € N, A%* ¢ M si
AR e M.
Dana Heuberger
Ay, - O™

10. Fie b > 1. Sa se arate ca sirul (ap)n>1 cu a; =181 apyq = s

este convergent si sa se determine limita sa.

Nicolae Musuroia
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11. Fie g : R — R o functie continua care are exact doua puncte fixe a si
bcua < b Sisearate cd functia f : R —» R, cu f(a) =bsi f(f(z)) = g(x),
Vz € R, nu este continua.

Nicolae Musuroia

12. Fie n,p,q € N*, A € M,(R) cu APT 4+ A%7 + A1 = O, iar B =
AP + A%+ I,,. Sa se arate ca matricea I,, — AB este inversabila.

Nicolae Musuroia

13. Fie p € RY fixat si sirul (2,)n>1, unde 1 € (0,p + 1) §i Zpq1 =
Vprn+p+1,Vn € N*. S§ se studieze dacd sirul (z,),>1 este convergent si,
in caz afirmativ, sa se calculeze limita sa.

Adrian Pop

14. Si se arate cd, dacd a,b € [0, 2], atunci
&2 N b3
b+2 a+2

+(2—a)-b* <12
Daniel Sitaru

15. i) Aflati doud matrice patratice x si y, cu elemente reale, stiind ca

3 4
2 2 _ .
5 +y —<4 3),

i1) Aratati c8 oricare ar fi matricele z si y, cu elemente reale, cu proprietatea
3

22 +y? = (4 g), atunci xy # yz.
Mihai Vijdeluc
Clasa a XII-a

1. Fie a,b € R, a < b. Calculati limita

b
l= lim/ {L/(sc—a)”—l—(b—x)"da:

n—roo

Dan Barbosu

2. i) Dacda A = <§ _43) iar n € N*, aratati ca
(4430)" + (4—30)"  (4—3)" — (4+ 30)"
A — 2 2i
(44+3)" = (4-3)" (443" + (4 —3i)"

2 2
103



Argument 19

1) Deduceti identitatile:

3
5" - cos (n arctg Z) ((4+30)" 4+ (4-30)"),

1
2
" 3 1
5" - sin | narctg — =%

: ((4+30)" — (4 30)")

Dan Barbosu

3. Fie (4,+,) un inel cu elementul unitate 1 € A. Dacd a,b € A sunt
elemente inversabile astfel incat ab~! 4+ a~'b = 1, atunci aratati ca
(a—0b)?% (a2 +b %) =-1
D.M. Batinetu-Giurgiu

4. Fie functiile f, g : [0,1] — (0, 00) cu f derivabila, f’ continua si pozitiva,
g continua. Sa se arate ca

o W 1+
B T e gt T T )

D.M. Batinetu-Giurgiu gi Nicolae Musuroia

5. Pentru o multime finita M de numere naturale nenule, scrise in ordine
crescatoare, notam cu ap; numarul format prin alaturarea tuturor numerelor
din multime. De exemplu, pentru M = {2,30,41} avem ca ap = 23041.
Consideram multimea A = {1,2,3,...,100}. Sa se determine cate numere de
forma ap; sunt divizibile cu 3, unde M parcurge toate submultimile nevide ale

lui A.
Florin Bojor

6. Fie k € N* gi f : [0,00) = R o functie continud cu proprietatea ci

1
x n
lim J(@) = (¢ € R. Si se calculeze lim nFt! f(z)dx.
x—0 :Ek n—oo 0
x>0

Florin Bojor

7. Se considera functia f : R — R continua, periodica si neconstanta.
Sa se arate ca, pentru orice primitiva F' a functiei f, functia G : R — R,
G(z) = F(2* + sin ) nu este o functie periodica.
Gheorghe Boroica

1 2 cn
8. S idera sirul —C0 I T n_
€ consldera siru (an)nZI,an n T 1 + 7 + +3n+1
gn+1 ont+l _ q
Sa tecd ——<ap < —".
a se arate ca 5t 2 Qan T

Gheorghe Boroica
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9. Fie (4, +,-) un inel astfel incat
(ab)® = a*b*, Va,b € A (1)
(a+b)*=a®+b% Ya,be A (2)
Sa se arate ca inelul este comutativ.
Dana Heuberger

10. Fie n un numar natural impar, f : R — R o functie pentru care
f™(x) = = + arctg f(z), Vo € R. S& se arate ca functia f admite primitive.

Ludovic Longaver

11. Sa se calculeze lim a, pentru

n— oo
Ly 1, 1 >1
an _ — DY —_— , n =
no Vn2+3  Vn2+8 2n? —1
Ludovic Longaver
12. Fie 0 < a < bsi f,g: [a,b — (0,00) doué functii continue gi de

aceeagl monotonie pe [a,b]. S& se arate c& existd ¢ € [a, b] astfel incat
b
[ @) gty = 1(c >/ ()t + g(c / 0

13. Determinati functiile derivabile cu derivatele continue f : R — R, cu

proprietatea {/Ox f(t)dt} ={f(x)},Vx eR.

Nicolae Musuroia

Nicolae Musuroia

14. S& se demonstreze cd, daca z € (1, 3), atunci

2 x 3 2 3
/ arctgx do < / arctgrdr < —— arctg x dx
1/, 1 3—x J,

T —
Daniel Sitaru

15. Sa se calculeze
B tg(3x) (57r 117?)
I—/ - dr, unde x € o 21
o2
Daniel Sitaru
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