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Problema 1. Fie f: R — R o functie care admite primitiva F' : R — R care verifica relatia:
f(F(z))+ F(F(x)) =42+ 2018, V x € R.

a) Sa se arate ca F este nemarginita.
b) Dati exemplu de astfel de functiei f.

Problema 2. Fie functiile f : R - R, g : R — R cu proprietatea ca functia
u(z) =€ -g(z),z €R

este primitiva functiei f si functia
v(z)=e" f(z),zr€R

este primitiva functiei g. Sa se arate ca exista doua giruri de numere reale (a,)p>1 $i (bn)n>1
astfel ca

f™(2) = ap_1f(x) + anf'(x) si g™ (z) = by_19(x) + bpg'(z), VT €ER iV n > 2.

Problema 3. Fie M o multime cu cel putin doua elemente si (M, *), (M, o) doua structuri
de grup pe M.

7

a) Sa se arate ca operatia ” o” nu este distributiva fata de operatia ” .

b) Ramane adevarata afirmatia a) daca cele doua structuri sunt monoizi?

Problema 4. Fie S o multime finita si nevida pe care se defineste o lege de compozitie
asociativa in care sunt valabile simplificarile la dreapta si la stanga.

a) S& se arate cd existd un element a € S astfel incat a* = a.

b) Demonstrati ca (S, -) este grup.

c) Ramane adevarata afirmatia de la b) daca S nu este finita?

% 9

Fiecare problema se noteaza cu puncte de la 0 la 7.

Timp de lucru: 3 ore.

Succes!
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Problema 1. Fie f:R — R o functie care admite primitiva F : R — R care verifica relatia:

f(F(x))+F(F(x)) =4x+2018, V x€R.

a) Sa se arate ca F este nemarginita.

b) Dati exemplu de astfel de functiei f.
Vasile Pop, Universitatea Tehnicd din Cluj-Napoca

Solutie. a) Avem
(f+F)oF)(x)=4x+2018, V xeR

iar functia 4x + 2018 este bijectiva, astfel ca F este injectiva (iar f + F este surjectivd). F fiind

injectiva si derivabila ea este strict monotona, deci exista lim F(x).
X—00

Dacad presupunem limita finita:
lim F(x)=LeR

X—00
atunci
)}i_{gof(F(x)) + F(F(x)) = )}Lrgo(4x +2018) =00
& )}Lrgof(F(x)) +F(L) =00
si atunci

%i_r}gof(F(x)) :oooiirrif(t) =00,

ceea ce aratd ca functia f nu are proprietatea lui Darboux (justificare), adica nu are primitiva
(contradictie).

b) Cautam functia constanta f = c¢ si obtinem:
f(x)=2,VxeR, F(x)=2x+672

f(F(x))+F(F(x))=2+2(2x+672)+672

=4x+3-672+2=4x+2018.
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Problema 2. Fie functiile f:R — R, g: R — R cu proprietatea ca functia
ux)=e*-gx),xer

este primitiva functiei f si functia
v(x)=e - f(x),xeR

este primitiva functiei g. Sa se arate ca exista douad siruri de numere reale (a;);>1 $i (bn)n=1
astfel ca

FX) = an_1fX) +anf'(x) si g™ (x)=by_18(x) +bpg'(x),V xeERsiV n=2.
Vasile Pop, Universitatea Tehnicd din Cluj-Napoca

Solutie. Din relatiile (e*g(x))' = f(x) si (e™*f(x))’ = g(x) rezulta

flx) =" f(x)-e) =gx)e" + f(x) 1)
gx)=(e"-gx)-e M) = f(x)e™ - g(x) 2)
Din (1) rezulta:
g =(f'x) - fx)e™™ (3)
si apoi din (2) rezulta:
fx) =g ) +gx)e" 4)

Din (2) si (3) obtinem:

(") - e = (f'0) - fx))e ™ =fx)e ™= (f'(x) - f(x)e ™

sau

"X -f'x)-fx)=0, VxeR (5)
Din (1) si (4) obtinem:

@' x)+g'x)e’ +(g'(x)+ gx)e = gx)e’ + (g’ (x) + g(x)e”

sau
g'(x0)+g'(x)-g(x)=0, V xeR (6)
Din (5) obtinem:
FP ) = FfM )+ fTD(x), VxeR Vn=2 (7)
Din (6) rezulta:
g =-g"W+g" ), VxeR, V nz2 ®)

Din (7) si (8) prin inductie rezulta:
%) =Fy- f)+F,- f'(x), VXER, YV n=2
unde (Fy) ;=1 este sirul lui Fibonacci:

h=F=1, Fpy1=F,+Fy,
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iar
g™ (x)=bp_1-g(x)+by-g'(x),

unde sirul (b,); este definit prin relatia de recurenta:

b1=-1, bp=1 §1 bn+1 :bn_bn—l’ n=2.

. 1-v5 1-v5
Observatie. f(x) =cje 2 “+ce 2 7,
-1+v5 —1+v5 -1-V5
g(x):T cie 2z *+ce 2z *|,VxeR, ¢, €R.
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Problema 3. Fie M o multime cu cel putin doud elemente si (M, %), (M,o) doua structuri de
grup pe M.

a) Sa se arate ca operatia "o " nu este distributiva fatd de operatia " * ".

b) Ramane adevarata afirmatia a) daca cele doua structuri sunt monoizi?
Vasile Pop, Universitatea Tehnicd din Cluj-Napoca

Solutie. a) Fie e, elementul neutru in grupul (M, *) si e, elementul neutru in grupul (M, o).

Prin absurd presupunem ca operatia "o" este distributiva fata de " * ", deci:

xo(y*z)=(xo0y)*(xo02z), V x,y,z€ M.

Pentru x = y = e, §i z= e, obtinem:

e.oeg=(es0e,)xe, o e,0e)=e,08,.
& . —1 - o not . N .
Inmultind cu e, " in (M, o) rezulta e, = ey = e (acelasi element neutru in ambele structuri).

1

Acum pentru y = z = e rezulta: x = x * x §i inmultind cu x™* in (M, *) rezultd x =e, V¥ x€ M,

deci |[M| =1 fals.
b) Nu raméane afirmatia adevarata.

Exemplu: ([0,00),+) si ([0,00),) sunt monoizi cu elementele neutre e =0 si e. =1 iar oper-
atia "- " este distributiva fata de " +".
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Problema 4. Fie S o multime finita si nevida pe care se defineste o lege de compozitie asocia-
tiva "-" in care sunt valabile simplificarile la dreapta si la stanga.
a) Si se arate ci existd un element a € S astfel incat a® = a.

b) Demonstrati ca (S, -) este grup.

¢) Ramane adevarata afirmatia de la b) dacad S nu este finita?
Vlad Mihaly, Cluj-Napoca

Solutie. a) Cum x € S, avem xkes, pentru orice k € N*. Dar cum S este finitd, exista k # [ € N cu
x* = x!. De aici, x¥*P = x'*P, oricare ar fi [ € N. Daca [ = 2k sau k = 21, luam x* = a sau x' = a.
Daca I < 2k, consideram p =2k —1 si x2k=D = g sau analog celelalte cazuri. Deci, existenta lui

a este dovedita.

b) Cum are loc simplificarea la dreapta si la stanga, functiile s,: S — S, s;(x) =axsid,:S— S,
d,(x) = xa, sunt injective si, cum S este finita, sunt bijective.

De aici, Vb,c€ S 3!x;,x2 € S cu c¢x; = b si xoc = b. Luand ecuatia ax = b, aceasta va avea solutia
x si ax, de unde ax = a.

Dar, cum pentru valori diferite ale lui b sunt valori diferite ale lui x, relatia ax = a este valabila
Vx € S. Analog, xa = a, Yx € S, deci a este element neutru.

Acum, pentru ecuatia xy = a, avem ca orice x € S are un invers la dreapta si la stanga, care va fi
unic, deci este simetrizabil.

¢) Raspunsul este negativ. Consideram S = Z\{-1,0, 1} cu operatia de inmultire. Evident aceasta
verifica proprietdtile, dar nu este grup.
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