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CLASA A XI-A

Problema 1. Se considera functia de gradul doi f: R — R,
fz)=2>+62+6, z€R

si compunerile f* = fo fo...o f.

n
Sa se arate ca pentru orice n > 1 ecuatia f"(x) = 0 are exact doua solutii z,,y, € R si sa

se determine lim x, §i lim y,.
n—oo n—oo

Problema 2. O alee de dimensiuni 1 x n este pavata folosind placi de dimensiuni 1 x 1 de
culori rosgu si galben i placi albastre de dimensiuni 1 x 2. Notam cu a,, numarul total al aleilor
ce pot fi facute.

a) Sa se arate ca: a, = E
i+j+2k=n

b) Sa se arate ca a, = g [(1 + \/§>n+1 - <1 - \/§)n+1].

(i+j+k)!
T

Problema 3. Fie a,b numere reale si functia f : N* — R,
f@2n)=a, f2n+1)=0b, VneN.
= ([2))
Sa se determine lim Z —_— =

n—o00 9k
k=1

Problema 4. Fie

H

| 2,y,2 € Z p C M3(Z).

O~ 8
— N <

1
0
0
Sa se determine functiile f: H — Z

f(A-B)= f(A) + f(B), YV A,B € H.

cu proprietatea

Fiecare problema se noteaza cu puncte de la 0 la 7.

Timp de lucru: 3 ore.

Succes!



COLEGIUL NATIONAL

GHEORGHE SINCAI f%—
BAIA MARE I

Concursul Interjudetean de Matematica “Argument”
Colegiul National “Gheorghe Sincai” Baia-Mare

Editia a X-a, 2018

CLASA A XI-A

Solutii



Problema 1. Se considera functia de gradul doi f:R — R,
fx)=x>+6x+6, xXeR

si compunerile f* = fo fo...of.
n
Sa se arate ca pentru orice n = 1 ecuatia f”(x) = 0 are exact doua solutii x,,y, € R si sa se
determine ’}gglo Xp Si nh_rgo Yn-

Vasile Pop, Universitatea Tehnicd din Cluj-Napoca
Solutie. Avem
f(X)=x+3)%-3e f(x) +3=(x+3)*
P = f(fx) =(f(x)+3)°-3=(x+3)*-3
Prin inductie f"(x) = (x+ 3)2" —3:
F700 = FUF ) = (F' ) +3° -3 = (x+3)2)2 -3 = (x+3)2" -3

Ecuatia
ffx)=0e x+3)? =3 x+3=+%/3
= xp=-3+ 3, yu=-3- 3

Xp—-3+1=-2, y,—-3-1=-4.
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Problema 2. O alee de dimensiuni 1 x n este pavata folosind placi de dimensiuni 1 x 1 de culori
rosu si galben si placi albastre de dimensiuni 1 x 2. Notdm cu a, numarul total al aleilor ce pot

fi facute.
(i+j+Kk)!

a) Sa se arate ca: a,, = Z — .
il gl k!

i+j+2k=n

(1 + \/E)’H1 - (1 - \/E)

n+1

2
b) Sa se arate ca a, = %

Vasile Pop, Universitatea Tehnicd din Cluj-Napoca

Solutie. a) Pentru a pava o alee de lungime n alegem i pldci rosii, j placi galbene si k placi
albastre cu conditia i + j + 2k = n. Aranjarea lor se poate face in (i + j + k)! moduri, dar aceeasi
aranjare se obtine prin permutarea celor i pldci rosii (in i! moduri), prin permutarea intre ele a

celor j placi galbene (in j! moduri) si a celor albastre (in k! moduri) astfel ca

i+ j+Kk)!

a, = .
" il jlok!

i+j+2k=n

b) Notdm cu b, numarul aleilor de lungime 7 in care ultima placa este rosie sau galbena si

cu ¢, numarul aleilor de lungime 7 in care ultima placa este albastra.
Avem relatiile:
(1) a,=b; +cy,
(2) bp=2an-1

@) epn=an—>

((2) o alee de tip B se obtine addugéand la o alee din a,_; a ultimei placi: rosie sau galbena)..

((3) o alee de tip C se obtine addugand la o alee din a,_» a ultimei placi albastre).

Astfel ca avem relatia de recurenta:
a,=20an-1+au—»2, Y n=3, ay =2 (R sau G),

az =5 (RR,GG,RG,GR, A)

Ecuatia caracteristica a recurentei liniare de ordin 2 este
r?—2r-1=0
cu radacinile r; = 1+ V2, r» = 1 — /2, astfel ca
an:A(1+\/§)n+B(1—\/§)n, n=1.

Din conditiile initiale a; = 2, a, =5 obtinem:

A:\/Tz(1+\/§),3:g(l—\/§)
si atunci
an:g (1+\/§)n+1_(1_\/§)n+1 .
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Problema 3. Fie a, b numere reale si functia f:N* — R,
f@2n)=a, fCn+1)=>b, VneN.

o ([24])

1
2k+2

Sa se determine lim
n—o0 2

Vasile Pop, Universitatea Tehnicd din Cluj-Napoca

Solutie. Vom ardta ca limita este

L=(v2-1](avz+4).

Fie vV2=1+) 2—;, scrierea in baza 2 a lui V2, unde a; €{0,1}, i € N.
i-1
Avem

1 1
2’”%:Zk\/§:2k+a12k‘1+...+ak+ak+1-5+ak+2~2—2+...
[2’”%] =2k @ 2"y 2ap rap
si
k+1 5 . k+d x
f( 2K+t ):adacaak:0§1f( 2%7T2 ):bdacaakzl
adica
1
f( 2k+3 ):b~ak+a(1—ak)
k+1
n f(Z +2) n (b—a)ay L]
> k =) k +Z_k
=1 2 k=1 2 k=02
n (2k+%) n ay no1
L= lim k :lim(b—a)Z—k+a —=
n—eopm 2 k=1 k=12
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Problema 4. Fie

y
z |Ix,y,z€Z p c M3(2).
1

Sa se determine functiile f : H — Z cu proprietatea

f(A-B)=f(A)+f(B), YV ABeH.

(1)

Vasile Pop, Universitatea Tehnicd din Cluj-Napoca

Solutie. Observam ca o matrice arbitrara

1 x vy
A= 0 1 z |eH
0 0 1
se scrie sub forma
1 0y 1 00 1 x O
A= 0 1 0 01 z 010
0 01 0 01 0 0O
Consideram matricele
110 1 01 1 00
Ji=1 01 0], Jo=1010],/3=1011
0 0 1 0 01 0 01
si se verificd prin inductie ca
1 kK O 1 0 k 1 00
J=lo 1 o, /f=lo 1 0|, /5=[01 k[ keN,
0 01 0 01 0 01
1 -1 0 1 0 -1 1 0 O
st=1lo 1 o, 5'=l0o1 0o |,/5t=[0 1 -1],
0 0 1 0 0 1 0 0 1

astfel ca
A=Jy-J5-J%, x,y,2€Z

si din relatia (1):
fA =yfU)+zfUs)+xfU1), ¥V x,y,z€ Z.

Daca notam f(J;) =a, f(J2)=b, fUs3) =¢, a,b,c € Z atunci
f(A)=ax+by+cz, V x,y,z€ Z.

Daca

oy

Il
o O =
o = g

v
w
1
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avem
1 x+u y+v+xw

A-B=10 1 zZ+w ,
0 0 1

fB)=a-u+b-v+c-w, f(A-B)=alx+y)+b(y+v+xw)+c(z+w)

si din relatia f(A-B) = f(A) + f(b) rezulta
b-x-v=0,Vx,ve”Z

si am obtinut functiile de forma

1 x y
fl O 1 z |=ax+c-z Vxy)ze”,
0 01
unde a, ¢ sunt numere intregi arbitrar fixate. n
Clasa a XI-a Concursul Interjudetean de Matematica “Argument’, Editia a X-a, 2018 5/5



