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CLASA A X-A

Problema 1. Fie z1,29,...,2, € C,n > 3 cu proprietatea |z1| = |z2] = ... = |2z, = 1 i

n
D i<icj<n |7 — 2j|* = n?. Si se arate ca E |z — 2] > n, pentru orice z € C.
i—1

Problema 2. Fie zy, 29, 23, 24 numere complexe cu proprietatea
|21] = [22] = [23] = [24] > 0
si exista a € R, a # 1 astfel ca:
lazy 4+ 20 + 23 + 24| = |21 + @22 + 23 + 24] = |21 + 20 + az3 + 24].
Sa se arate ca zq, 29, 23, 24 sunt varfurile unui dreptunghi in planul complex.
Problema 3. Sa se arate ca pentru orice z,y, z € (0, 00) este verificata inegalitatea:
v+ 4(y+2) > 3(,/E5 + Ya7E)

Problema 4. Sa se determine functiile f : R* — R* cu proprietatea

(@) + fW)) - f (—y) — (@) W), )

flx+y)

Vz,yceR* cux+y#0.

Fiecare problema se noteaza cu puncte de la 0 la 7.

Timp de lucru: 3 ore.

Succes!
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Problema 1. Fie z;,%2,...,2, € C,n =3 cu proprietatea |z;| = |zz| =...=|z,| =1 si Di<i<j<nlzi—
n

zjl* = n®. Sa se arate cd )_|z— z;| = n, pentru orice z € C.
i=1

Vasile Pop, Universitatea Tehnicd din Cluj-Napoca

Solutie.

Avem

n —lel—z] :— Z Izl—z]

i<j 1]1

1 & 1 &
:5 Z (|| +|z] —Zi"Zj—Zj*Zi) == Z R-zi-zj—zj zi)
: iyj:l

1

2
n
—2n*-23z) > 7)) =n*-|>_ z
i=1

[\J

n
Rezultd cd )  z; =0.
i=1
Mai departe avem:

n n n
Y lz—zil=) lzil-lzzi —11=)_lz-Z; - 1|
i=1 i=1 i=1

n
ZZ Zi—n
i=1

=|0—n|=n.
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Problema 2. Fie zj, 27, 23, 24 numere complexe cu proprietatea
|z1] = 22| = 23] = |24| > 0
si existd a € R, a # 1 astfel ca:
|az) + 2o + 23+ 24| = |21 + 2o + 23 + 24| = |21 + 20 + AZ3 + 24].

Sa se arate ca zj, 2y, Z3, 24 sunt varfurile unui dreptunghi in planul complex.

Vasile Pop, Universitatea Tehnicd din Cluj-Napoca
Solutie. Notdm zp = z; + 2p + 23 + 24 Si avem:
120 —(1—a)z1] =120 — (1 — @) z2| = |20 — (1 — @) z3]
ceea ce arata ca zy este egal departat de (1 —a)z;, (1 —a)zy, (1 —a)zs. Avem:
(1-a)z|=11-a)z2l=|11-a)zs|=|1-al>0
si atunci centrul cercului circumscris triunghiului
wm=010-a)z;, up=010-a)zz, uz=(1-a)zs

este O = zj si am obtinut conditia
Z1+22+23+24=0.

Solutia 1. Fie in aceasta ordine z, z», z3, z4 pe cercul |z| =|z;| = r. Avem:
21 +23=(—22) +(—2z4)

si atunci patrulaterul cu varfurile z;,—2zy, z3, —z4 este paralelogram inscris in cercul de raza r,
care de fapt este un dreptunghi si atunci diagonalele [z, z3] si [—z2,—z4] trec prin centrul cer-
cului. Astfel ca z; + 23 =0si zp +24 =0, deci z3 = —z; §i 24 = —2», ceea ce arata ca zi, 2, 23,24
sunt varfurile unui dreptunghi.

Solutia 2. (Nicolae Musuroia) Se construiesc romburile O, z1, z) + 22,22 §i O, 23, 23 + 24, 24.
Fie uy = z1 + 22, up = 23+ z4 i din u; = —uy rezulta ca u,,0, u, sunt coliniare si atunci [z, zo] L
[uy, up] L [z3, 241, deci [z1, 22]ll[23, 24]. Analog aratam ca [z, z4] || [22, 23] astfel ca z, zp, z3, 24 este
paralelogram (inscris in cerc) adica dreptunghi. [
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Problema 3. Sa se arate ca pentru orice x, y, z € (0,00) este verificata inegalitatea:
x+4(y+2) =3(/xy+ Yxyz).
Vasile Pop, Universitatea Tehnicd din Cluj-Napoca

Solutie. Scriem inegalitatea sub forma:

4(x+y+2)=3(x+ /Xy + Jxyz)
si avem:
3 1
4(x+y+2) :3x+Z(x+4y)+Z(x+4y+162)

A

-G 3 1 5
> 3x+L—L-2\/4xy+2-3\/43xyz:3(x+ VXY + Yxyz)

cu egalitate dacda x =4y = 16z, de exemplu pentru x =16, y =4, z=1.
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Problema 4. Sa se determine functiile f :R* — R* cu proprietatea

Xy
fx+y)

@+ f) -f( ) — W), W

Vx,yeR*, cux+y#0.
Vasile Pop, Universitatea Tehnicd din Cluj-Napoca

Solutie. Observam ca functia identica f(x) = x verifica relatia

XV

(x+y)'x+y

=x-).

Aratam ca ea este unica.

Prin absurd presupunem ca exista a € R* astfel ca
flay=b#a, b#0.

Punem in relatia (1) x = b si y = a— b si conditia este:

bl(a—b)
b

(f(b)+f(a—b))-f( )zf(b)-f(a—b), fla=b)#0

< (f(h+ fla—b)fla—b)=f(b)- f(a—Db)
< f(b)+fla=-b)=f(b) < f(a-b)=0,

fals, caci f nu ia valoarea 0.
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