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CLASA A [X-A

Problema 1. a) Sa se arate ca pentru orice numar natural n > 1 exista numere naturale

1 1 1
distincte k1, ko, ..., k, astfel ca numerele R sa fie in progresie aritmetica.
1 2 n
b) Sa se arate ca nu exista un gir infinit de numere naturale distincte (k,),>1 astfel ca girul
1 1 1

—,—,...,—,...sa fie o progresie aritmetica infinita.
ki ko kn
Problema 2. Pentru a,b € R se considera sirul (z,,),>0 definit prin relatia de recurenta:

x0=0, xr1 =18 11 = ax, +bx,_1, n > 1.

Sa se arate ca exista o infinitate de perechi (a,b) € R x R pentru care au loc relatiile:

Pn): oy +a3+...+ 29, 1 =22, ¥V >2 (1)
Qn): zo+xs+ ...+ 2oy =2y Tys1, V0 >2. (2)
Problema 3. Fie ay,as,...,an; bi,bs, ..., b, numere reale astfel ca girul (x,),>1,
m
T, = Z[akn + by
k=1
m
sa fie o progresie aritmetica. Sa se arate ca numarul Z aj este numar intreg.
k=1

Problema 4. Fie ABC D un patrulater inscriptibil. Notam cu H4, Hg, Heo, Hp ortocentrele
triunghiurilor BC'D, CDA, DAB respectiv ABC' si cu Ca,Cp,Ce,Cp cercurile ce trec prin
mijloacele laturilor triunghiurilor de mai sus.

Sa se arate ca dreptele AH,, BHg, CHs, DHp si cercurile C4,Cp,Co,Cp au un punct
comun.

Fiecare problema se noteaza cu puncte de la 0 la 7.

Timp de lucru: 3 ore.

Succes!
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Problema 1. a) Sa se arate cd pentru orice numadr natural n = 1 exista numere naturale dis-

1
tincte ki, ko, ..., k;,, astfel ca numerele —, —,...,—
ki ko kn

b) Sa se arate ca nu existd un sir infinit de numere naturale distincte (k,),>1 astfel ca sirul

1 1 1
—,—,...,—,... sa fie o progresie aritmetica infinita.
k1 ko k,,

sa fie in progresie aritmetica.

Vasile Pop, Universitatea Tehnicd din Cluj-Napoca

|

n!
Solutie. a) Definim k; = —, i =1, n si avem
i

care este ratia progresiei.

1
b) Daca prin absurd sirul (—) ar fi o progresie cu ratia r am avea:
nJ/nz=1

1 1 o 1) K k,
_— = — n— r = =
kn K "1+ (n-Dkr
: y k1 . : -
Pentru n suficient de mare numarul TT-Dkr este subunitar, deci k, N, contradictie. =
n-— 1r
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Problema 2. Pentru a,b € R se considera sirul (x,),=>¢ definit prin relatia de recurenta:
X0=0, x; =181 Xp4+1 =ax,+bx,_1, n=1.
Sa se arate ca existd o infinitate de perechi (a, b) € R x R pentru care au loc relatiile:
P(n):x1+x3+...+x2n_1:xi,Vn22 1)

Qn): Xo+x4+...+Xo0n=Xn Xp+1, YV R=2. (2)
Vasile Pop, Universitatea Tehnicd din Cluj-Napoca

Solutie. Primii termeni ai sirului sunt:
_ _ _ 2 _ .3 _ 3
x1=1 x2=a, x3=a°+b, xy,=a’+ab+ab=a’+2ab.
Pentru n =2, relatia (1) devine:
_ .2 2 _ 2 ——
X1+x3=x,1l+a"+b=a", decib=-1

si vom arata ca orice pereche (a,—1) verifica (1) si (2).

Avem deci sirul (x,), care verifica relatia
Xpe1=aXn—Xp—1, =2, x0=0, x1=1 (%)
X2 = a, x3:a2—1, x4:a3—2a
(X2 + x4 = a-a= a(a2 —1) = x2x3)
Vom demonstra relatiile (1) si (2) prin inductie.

Presupunem P(k) adevarata pentru k < n. Din P(n) si P(n—1) rezulta
Xop-1= xfl - xi_l : R(n).
Presupunem Q(k) adevarata pentru k < n. Din Q(n) si Q(n—1) rezulta

Xon =Xp*Xn+l — Xn—-1'Xn: S(n).

Este suficient sa demonstram R(n+1) si S(n+1).

. _ 2 2 _ 2 2
R(n+1): Xopy1 =X, — X, © AXop— Xop-1= X, — X,

2 2 2 2
R(n),S8(n) & a(xp - Xp+1—Xn-1"Xn) — Xpy+ X1 = X500 — Xy
& Xp+1(axy — Xp+1) = Xp-1(axy — Xp-1)
(%) <
S Xp+l Xpn-1= Xp—1+Xpn+1 (adevarata)
S(n+1): Xopt2 = Xn+1 Xn+2 — Xn- Xn+1

< AX2p+1 — X2n = Xn+l* Xn+2 — Xn* Xn+l
R(n),S(n) 2 2
S alXy 1 —X,) = Xp Xp+1+ Xp—1"Xpn = Xp+1° Xnt2 — Xn* Xn+1
& Xp+1(@Xpt1 — Xpi2) = Xplax, — Xp-1)

(%) o o
S XpalXn = X Xpe1 (@adevarata).
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Problema 3. Fie a;, ay,...,an; by, by, ..., b, numere reale astfel ca sirul (x;);>1,

m

Xp = Z [axn + by]
k=1

m
sa fie o progresie aritmeticd. Sa se arate ca numarul Z aj este numar intreg.
k=1

*k

Solutie. Avem

ain+br—-1<|ain+bil <awn+bi, k=1,m.

Sumand obtinem
An+B-m<x,<An+B,

unde A=) a;, B=)_b;.
Daca (x,), este o progresie aritmetica de ratie r, atunci
Xps1—Xx1=nr,YneNsiA+B-m<x;<A+B.
Deci
Xps1=X1+nr, re’z,
m+1)A+B-m<x1+nr<(n+1)A+B
o mn+1)A+B-m—-x1<nr<(n+1)A+B—x;
=>nA-m<nr<nA

m
S A-—<r<A Vn
n

m
S -——<r—-A<0,Vn
n

. m . A . -
si cum — poate fi oricat de mic, rezultd r = A€ Z.
n
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Problema 4. Fie ABCD un patrulater inscriptibil. Notam cu Hy, Hg, Hc, Hp ortocentrele tri-
unghiurilor BCD, CDA, DAB respectiv ABC si cu 64,%6p,%6c,6p cercurile ce trec prin mi-
jloacele laturilor triunghiurilor de mai sus.

Sa se arate ca dreptele AH,, BHg, CHc, DHp si cercurile 64,6, 6c,6p au un punct co-
mun.

Vasile Pop, Universitatea Tehnicd din Cluj-Napoca

Solutie.

Alegem originea vectorilor in O, centrul cercului circumscris patrulaterului si notam

OA=d,0B=b,0C=7¢,0D=d,

OHa = hy, OHp = hg, OHc = he, OHp = hp.

Deoarece | b|=|C|=|d|rezultd hy= b + ¢ + d si analoagele

—

— —_ - e — _ —> — — —
hg=c+d+a,hc=d+a+b, hp=a+ b+ c.

Avem:

—

a+ ha _ 79) + hp _
2 2 2 2
ceea ce arata ca punctul E definit prin

este mijlocul fiecaruia dintre segmentele AH4, BHp, CH¢ si DHp.

Cercul €4 circumscris mijloacelor laturilor triunghiului BCD (cercul celor 9 puncte ale aces-
tuia) are centrul in mijlocul segmentului [OH 4] pe care il notam cu A’ si avem

— 1 d+b+7
OA'==hy=
2
i raza
d+b+c b+7< -
Ry = - =—|d]|.
2 2
Pentru punctul E definit mai sus avem:
— . — |G+b+C+d b+C+d| 1_
AE=|OE-0OA| = > - 5 zalalle,

astfel ca punctul E se afla pe cercul €4 si analog E se afla pe €, %6c, 6p-
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