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Argument 1 /

Asupra unor matrice

D.M. Batinetu-Giurgiu si Nicolae Musuroia

n

Abstract. In this article we will calculate products of sequences [[ B(k),
k=2
n € N, n > 2 for type of matrices B from M, (C).

In revista Scool Science and mathematics Journal, vol. 114, nr. 8/2014, pag.

r 1) and let n > 2
T

1-2, d-nul Ovidiu Furdui a propus problema 5330: Let B(x) = (1

be an integer. Calculate the matriz product B(2)B(3)...B(n).
Ovidiu Furdui, Technical University of Cluj-Napoca

Ne propunem sa tratam o problema mult mai generala si si determinam céateva
clase de matrice, pentru care vom putea calcula produse de genul celor din problema
de mai sus.

I. Fie m € N*\{1}, fizat si matricele I,, A € M (C), unde I, este matricea
unitate de ordinul m, iar A este o matrice involutivd, adicd A®> = I,. Fiex € R si
B(z) =z In+ A€ Mn(R).

Vom calcula produsul Cr, = [ B(k), n > 2.
k=2
(n—1)!
4
Demonstratie. Cum C> = B(2) = 2I,, + A, vom demonstra prin inductie ca
Cpn=uUn Im+vn-A neN n>2 unde us =2, vo = 1.
Avem:

Propozitie. C,, = ((n2 +n+2) L+ (0% +n— 2)A), neN, n>2.

Cry1=Cn-B(n+1)=(tun-Im+vn-A)((n+1)In+ A) =
=4+ Dun - Im+(n+ Dvp +up) A4 v, - Iy =
= ((n+ Dun +vn) Im + (un + (n+ vn) A =
= Un+t1  Im + Uny1 - A,
( Unt1 =M+ Dup+vn, n>2
unde Upnt1 =Un+ N+ 1)vn, n>2 .

U2 = 2, V2 = 1
Notam z,, = Un + Un, Yn = Un — Un, n € N, n > 2.
Atunci  Tnt1 = Unt1 + Vnt1 = (N + 2)un + (N + 2)vn = (n + 2)xn,
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iar Yn41 = Un+1l — Unt1 = NUp — MUy = NYn.
Deci Zp+1 = (n 4 2)Tpn $i Ynt1 = nYn, n € N, n > 2. Atunci, din

n

- - n+2)!
HCE}C+1:H(]<:+2)HIE]€:>$”+1:%, 77,22.
k=2

k=2 k=2
Analog obtinem y,+1 = n!, n > 2.
|
Tp = Up + Un _(n+1)
Din { rezulta Un +Un = 2 , n > 2. Obtinem:
Yn = Un = Un Un — U = (n—1)!

(n—1)!
4

(n—1)!
4

Up = (n® +n+2); v, = (n*+n-2),neN, n>2.

Prin urmare:
(n—1)!

Cpn = ((n2+n+2)1m+(n2+n—2)A),neN,nzz.

xT

Aplicatia 1. Pentrum =2, A = < 1

(1) é) cud’=DLgiB@) =z L+A= <

obtinem problema d-lui Ovidiu Furdui:

B(2)B(3)...B(n) =

m—1)! (n*+n+2 n*4+n-2
4 n24+n—-2 n?+n+2

),nEN,nEQ.

Observatie. In aceleasi conditii

Demonstratie.

B(1)-B(2)- B(3)...B(n) =
G DE D6 -
=3 3) b oa) )73 )0 )T
(3 1) (4 1) (n 1) (5 1) (n 1)
:3-4...n(n+1)-(1 D:(”’;l)!(i D

1
Observatie. Multimea matricelor involutive de ordinul doi contine matricele:
1 0 -1 0 -1 0 1 0
o V(6 2 (1) eee (0 5) eec

a b
si|1—a? pentru b # 0, a € C.
: _
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Aplicatia 2. Pentru m =2, A = (_23 _12>, cud?=1Isi
. [z +2 1
B(z)== IQJrA—(_S m—l—Q)’

obtinem:

B(2)B(3)...B(n) =

(n_1)1<3n2+4n—2 n2+n—2)

4 —3n?2—-3n4+6 n —n+6
Aplicatia 3. Pentru m =2, A = (1 Z_Z 1jil>, cu A2 = Ip si
B(x):a:~12+A:(x+Z. 1+Z.),
1—7 z—1
obtinem:
B(2)B(3)...B(n) =
_(n=1)! 2 10 2 i 1+
= 1 (n"+n+2) 01 +(n"+n-2) 1—i .
0 0 1
Aplicatia 4. Pentrum =3, A= [0 1 0),cud®=1Issi
1 0 0
T 0 1
Bz)=z-Is+A=|0 z+1 0],
1 0 T
obtinem:
(n—1)! n?4+n+2 0 n?4+n—2
B(2)B(3)...B(n) = 1 ' 0 2n® + 2n 0 .
n?+4+n—2 0 n?+n+2
(D.M. Bétinetu-Giurgiu)
0 0o ... 1
0 0o ... 1 0
II. Fiem € Nym > 2si U, = , 0 matrice
0 1 ... 0 0
1 0o .. 0 0

patratica de ordinul m, care are pe diagonala secundara 1 si in rest toate elementele
egale cu 0. Fie x € C sl B(z) = x - I + Un € M (C). Vom indica o noud metoda
de calcul al produsului de matrice Cr, = B(z1)B(x2)...B(zn), n € N, n > 2, unde
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zr € C, k =1,n (in metoda prezentata in I, numerele z) erau naturale).
Atunci:

Cn = B(z1)B(z2) ... B(zn) =
= U’:‘:’L + 51U77rlz_1 4+t sn—1Um + sndm,

unde s1 = x1 + T2 + -+ + Tp, S2 = T1T2 + T1T3 + - + Tp-1Tn,...,
Sp = X1T2...ZTn, sunt sumele lui Viete, deci x1,x2,...,x, sunt radacinile polino-
mului

f=X+z)(X +z2)... (X +zn).

Iy, n —par
Cum U, = , obtinem

Unm, n —impar

o (I+s2+sa+...)[m+(s1+s3+...)Un, n—par
" (si+ss+.. ) m+ (1 +s2+s4+...)Un, n—impar
1)+ f(-1 1) — f(-1

Rezulta C,, = 1) 2f( )Im+ 1) 2f( )Um, neN n>2
Observatie. Pentru m = 2 gi 1 = 2, 2 = 3,...,2n—1 = n, gasim rezultatul din

Aplicatia 1, adicd valoarea produsului din problema d-lui Ovidiu Furdui.

Observatie. Pentru m = 3 si 1 = 2, 2 = 3,...,2,—1 = n, gasim rezultatul din
Aplicatia 4.

1 1 1 1
. 1 1 1 1 .
II1. Fie E, = € Mn(C) si A(x) = Ep + 21,
1 1 1 1

z € C. Consideram matricea C,, = A(z1)A(z2)... A(zn), n € N, n > 2, unde z;, € C,
k=1,n. Atunci

= E?n + SlEZ71 + 32E7T:L72 + -+ Sn—lEm + snIm =
+ -+ Sn—l)Em + spdm =

-1 —2 -3
=(m"" " +s1m" " + sam”

1 _ _ 1
7(mn+81mn 1+32mn 2+"'+m3n71+3n)Em7 *SnEm‘anIm =
m m

1 1
— ) B — 50 (E B — Im) :
unde f = (X +z1)(X +z2)... (X + z,), iar

$1 =21 +x2...Tp, S2 =T1T2 +T1X3 + -+ Tn-1Tn, ..., Sn = T1T2...Tn.
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Aplicatia 5. Daca m = 3; €0,€1,...,en—1 sunt radacinile de ordin n ale unitatii,
n > 2, iar A(ey) = Es +exls, k = 0,n — 1, atunci

A(So)A(&l) - A(Enfl) = 3”71 - B3 + (—1)”]3.
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De la matematicianul Liu Hui la metoda lui
Gauss-Jordan

Costel Chites si Daniela Chiteg

Abstract. The aim of this paper is to enlighten the link between actual and an-
cient mathematics, concerning the study of linear systems. We will illustrate this fact
presenting the actual method of solving such a system, using Gauss’s pivot element,
which is close to Liu Hui’s ”fangcheng” method.

Scopul articolului este de a evidentia arcul ce leagd matematica actuald de
matematica descoperitda in trecut. Vom ilustra acest fapt, prezentand metoda de
rezolvare utilizata in zilele noastre de programatori in rezolvarea sistemelor liniare,
care se apropie de cea folosita in secolul al I1I-lea de matematicianul chinez Liu Hui.

Introducere

Pe la 2000 1.Hr., babilonienii semitici au invadat Mesopotamia, absorbindu-i pe
sumerieni gi pe akkadieni gi instalandu-gi apoi capitala in Babilon. Au adoptat de
la sumerieni sistemul de numeratie pozitional in baza 60 si scrierea cuneiforma pe
tablite de lut umede si care erau apoi coapte la soare. Ne-au parvenit sute de mii de
astfel de tablite, care contin calcule, acte comerciale si de administratie. Primele au
fost descifrate de F. Thureau-Dangin si O. Neugebauer, in anul 1916.

Printre problemele concrete descoperite la babilonieni, cam prin 1800 1.Hr., se
numara rezolvarea unor sisteme liniare de doua ecuatii avand doua necunoscute.
((2— Y =10
De exemplu: 2 1 1 -
3¢ Y =87T3
Mai tarziu, matematicienii chinezi se remarca prin metodele folosite pentru re-
zolvarea sistemelor liniare.

Matematicianul Liu Hui (250-300 d.Hr.) scrie o celebra lucrare Jiuzhang suanshu
(Noua capitole asupra stiintei calculului), care a influentat matematica in Orient, aga
cum Elementele lui Euclid (300 i.Hr.) au influentat matematica Occidentului.

Lucrarea lui Liu Hui contine 246 de probleme si a fost editata in Franta de catre
Karine Chemla gi Guo Shunchun (Dunod, 2004) printr-o carte cu 1100 de pagini.

In capitolul 8 din lucrarea sa, Liu Hui rezolvi sisteme de ecuatii liniare avand
pana la 6 necunoscute, prin utilizarea metodei fangcheng, pe care o numim azi metoda
pivotului a lui Gauss.
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O problema practica 1-a condus pe Liu Hui la rezolvarea sistemului liniar:

3x+2y+ 2z =39 3x+2y+ 2z =39
2r+3y+2=34 & S5y+4z =24 (1)
T+ 2y + 3z =26 4y + 8z =39

in care l5 = 3lo — 21y si l5 = 3l3 — 1;.
3z +2y+2=239
Deduce apoi sistemul echivalent: 5y +z =24 ,in care l§ = 5l§ — 415.
36z =99
Procedeul de rezolvare este necunoscut savantilor occidentali, pana la inceputul
secolului XIX, cand este decoperit de matematicianul german Carl Friederich Gauss
(1777-1855). Inginerul german Wilhelm Jordan (1842-1899) raspandeste celebrul al-
goritm intr-un articol de geodezie publicat in anul 1888.
De aici provine denumirea sa actuala: metoda pivotului a lui Gauss sau metoda
eliminarii Gauss-Jordan.

Metoda pivotului a lui Gauss

Strategia rezolvarii unui sistem liniar consta in a-l inlocui cu un sistem echivalent
(adicd cu unul care are aceleasi solutii) i care este mai ugor de rezolvat.

Ne vom referi la rezolvarea sistemelor liniare ai caror coeficienti sunt numere
reale, sau complexe, sau intr-un corp comutativ oarecare.

Studiind operatiile care se aplica unui sistem liniar, s-au degajat urmatoarele trei
operatii elementare pe linii:

1) Schimbarea a doud linii;

2) Multiplicarea tuturor coeficientilor unei linii printr-o constanta nenuls;

3) Inlocuirea unei linii cu linia obtinuti din aceasta, la care addugim o alti linie
amplificata cu o constanta.

Pentru simplificarea rezolvarii unui sistem liniar, s-a adoptat scrierea sa sub
o form& matriceald. De exemplu, sistemul (1) de mai sus are urméitoarea forma
matriceala:

3.2 1 39
A=1{2 3 1 34 (2)
1 2 3 26

numitd matricea extinsd a sistemului (1).
Definitie. O matrice dreptunghiulard se numeste matrice esalon daca se verifica
urmatoarele proprietati:

1) Toate liniile nenule se afla deasupra tuturor liniilor nule.

2) Coeficientul principal al fiecdrei linii nenule (primul care este diferit de zero) se
afla intr-o coloana situata la dreapta coloanei al carei coeficient principal este situat
pe linia de deasupra ei.

3) Toti coeficientii de pe o coloana situati sub coeficientul principal sunt nuli.

O matrice esalon se numeste matrice esalon redusd daca verifica conditiile:

4) Coeficientul principal al fiecarei linii nenule este egal cu 1;
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5) Coeficientii principali (egali cu 1) sunt singurele elemente nenule ale coloanelor
in care se situeaza.

Remarci. a) Toate matricele nenule pot fi reduse pe linii (cu ajutorul operatiilor
elementare pe linii) sub forma unei matrice esalon, reprezentarea nefiind unica.

b) Reprezentarea unei matrice sub forma unei matrice egalon redusi este unic.
Calculatoarele poseda functii matriceale, utilizand abrevierea (RREF-Reduced Row
Echelon Form).

Prezentam cateva matrice egalon in care coeficientii principali (ce au orice valoare

nenuld) sunt notati cu e iar ceilalti coeficienti ai matricei de pe liniile nenule (pot fi
nuli sau nu) sunt evidentiati prin *

o *x *x x
0 e x x o *x x x
o0 o) 085

0 0 0 O
1 0 * =%
U lud . 1 dusi . 0 1 % =
n exemplu de matrice esalon redusa este: 00 0 0
0 0 0 O

Definitie. Se numeste pozitie pivot a unei matrice A, pozitia corespunzatoare unui
coeficient principal (egal cu 1) din forma esalon redusi a lui A. O coloand ce contine
0 pozitie pivot se numeste coloana pivot.

Vom aduce la forma esalon matricea A, apoi vom rezolva sistemul (1).

1 2 3 26 1 2 3 26 1 2 3 26
A~1(2 3 1 34|~[0 -1 -5 —-18]~[0 1 5 18] ~
3 2 1 39 0 —4 -8 -39 0 4 8 39

1 2 0 7 1 0 0 all
1 2 3 26 4
[0 1 5 1813 17 - 17
o1 11 0 1 0 T 0 1 0
4 11 11
00 1 — 0 0 1
4
Deducem c& sistemul (1) este compatibil determinat i are unica solutie:
A
B
{ I
V=
i 11
\ 2= a

10
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Exemplu de sistem liniar rezolvat prin metoda pivotului lui Gauss

3x2 — 6x3 + 624 + 425 = —5
311 — Txo +8x3 — 524 +8x5 =9 undez; e R, 1 <¢<5. (3)
3x1 — 922 + 1223 — 924 + 65 = 15

Vom scrie matricea extinsd a sistemului (3) sub forma egalon redusa:
0 3 -6 6 4 =5 3 -9 12 -9 6 15
3 -7 8 -5 8 9 |~[3 -7 8 -5 8 9|~
3 -9 12 -9 6 15 0 3 -6 6 4 -5
3 -9 12 -9 15 3 -9 12 -9 6 15
~10 2 -4 4 —-6)]~10 2 -4 4 2 —6]|~
0 3 -6 6 -5 0 0 0 0 1 4
-9 3 -9 12 -9 0 -9
-4|~10 1 -2 2 0 —-7|~
4 0 0 0 0 1 4

3 -9 12 -9
~(0 2 -4 4

30 -6 9 0 -T2 1 0 -2 3 0 —-24
~f0 1 -2 2 0 -7]~(|0 1 -2 2 0 -=7].

— OO =N

0 0 0 0

0 0 0 0 1 4 o 0 0 0 1 4
Deducem ca necunoscutele principale sunt: 1, x2, x5 iar x3,zs4 sunt necunoscute
secundare.

Sistemul (3) este compatibil nedeterminat. Solutiile sunt date prin relatiile:

((21=2a—-33—24
i To=2a—20 -7
{ T3 =« , a,BeR.
| wi=p
k$5:4
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Interferente stranii intre algebra si trigonometrie

Leonard Giugiuc si Daniel Sitaru

Abstract. An algebraic inequality proved by geometrical and trigonometrical
methods.

Autorii acestui articol au descoperit urmatorul rezultat:

Daca a,b gi ¢ sunt numere reale strict pozitive care satisfac relatia
ab + bc + ca = 3, atunci

2 32 2
3a+36+30>12\/ abc

34+a? 3402 34~ B+a?)(3+b02)(3+¢?)

Desi, in aparenta, este un rezultat descurajant prin forma sa, el ne-a ajutat sa punem
la punct o metoda noua si interesanta, prin interferenta sa cu trigonometria triun-
ghiului.

Vom vedea in continuare cum o problema pur algebricd ne va pune in contact cu
anumite formule trigonometrice intr-un mod neasteptat, dar destul de firesc.

a b c
Notam arctg (— =z, arctg | —=| = y si arctg| —= | = z. Evident ca
\/§> V3 V3

0<z2,y,2< g; mai mult, tgxtgy +tgytgz +tgztge = 1, deci numerele 2z, 2y si
2z sunt masurile unghiurilor unui triunghi.
Observam ca

3—a® 3-3(tgz)® 1-(tgx)’

= = = 2
34+a?  34+3(tgz)? 1+ (tgx)? o8 =%
_ 12 _ 2
si analog 3T =cos2y si 37 e = cos 2z.
Avem
_ 2 32 _ 2
3-a 3-0 3-c¢ = cos 2z + cos 2y + cos 2z =

3+a? 3402 342
=1+ 4sinzsinysin z.

In alt ordine de idei,

a
tgx 7 a

sinx = =

3 —
\/1+(tgx)2 a2 V3+a
1+ ()

12
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b c
Analog deducem ca siny = —— i sinz = ——.
8 v V3 + b2 3 V34 c?
Deci am obtinut intr-un mod neasteptat si elegant identitatea
3—a? 3-b 3-¢ 4abc
z T z T =1+ :
3+a 3+0b 3+c \/(3+a2)(3+b2)(3+02)

In cele ce urmeazi vom nota a + b + ¢ = 3s si abc = p2.
Cum 3(ab + bc+ ca) < (a + b+ ¢)?, deducem ci s > 1.

De asemenea, via AM — GM, obtinem c& 3 ¢/(ab)(bc)(ca) < ab+bc+ca = p < 1.
Avem:

B+a)B+b")(3+ ") =
=274 9(a” + b° 4 %) + 3(a’b* + 0> 4+ 1) + (abe)”.
Dar
a® +b0° 4+ =(a+b+c)> —2(ab+bc+ca) = 95> — 6
i
i a’b® + a’c® +b°c® = (ab+ be + ca)® — 2abc(a + b+ ¢) = 9 — 6sp°.
De aici,

B+ad)B+)B+) =
=27+ 9(95% — 6) + 3(9 — 6sp?) + p* = (95 — p*)°.

In concluzie,

\/(3 +a2)(3 4 b)(3+ ¢2) = 95 — p°.

3p — 2
Deci inegalitatea initiald este echivalenta cu: 1> 4 9p p2 .
s—=p
: . . 3p — p?
Pentru s > 1 arbitrar fixat, definim functia f : (0,1] = R, f(p) = 952
s§—Dp

3(p* — 6sp+9s
M >0, Vp € (0,1] = f este strict cresciitoare =
(9s — p?)?
2 1

= max f = f(1) = 95 —1 < 1 Deci inegalitatea a fost demonstrata.

f'(p) =
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Asupra unei probleme de admitere

Dana Heuberger

Abstract. In this paper we give several proofs of an interesting contest limit.

In aceastd notd vom vedea mai multe solutii ingenioase ale unei limite interesante
data la simularea admiterii in Universitatea Tehnica din Cluj-Napoca, 2015.

Problema sursa este urmatoarea:

P. Sa se calculeze lim (2—\/5) . (2—\3/5) (2— W)

n—o0
Se arata usor ca girul (Tn),,>q, Tn = (2 — ﬁ) . (2 — f@) e (2 — W) ,Vn > 2
este strict descrescétor si cd Vn > 2, z, € (0, 1), asadar el este convergent.
Fiecare dintre solutiile pe care le vom vedea in continuare necesita ingeniozitate.
Pentru unele dintre ele este nevoie de notiuni si rezultate care nu se afla in manualele
gcolare, dar a caror cunoastere ajuta la o abordare mai simpla a acestei limite si a
altora asemanatoare. Le vom prezenta succint in cele ce urmeaza.

Propozitia 1. Fie (an),cny un sir de numere reale strict pozitive, cu
lim (%) =/
n—oo "

a) Dacd £ < 1, atunci lim a, = 0.

n—o0o

b) Dacd £ > 1, atunci lim a, = oco.
n— oo

Observatia 1. Propozitia anterioara este o extindere a Criteriului raportului, a crei
demonstratie o puteti vedea in [1].

Definitia 1. Fie girul de numere reale (an),, cy«-

Sirul (Sn),en=> € Sn = a1 4+ a2 + ... + an, ¥n € N*, se numeste sirul sumelor
partiale asociat lui (an), cy«, iar perechea ordonatd ((an),(Sn)),cy« Se numeste
serie de termen general an,.

Notatie. Seria ((an), (Sn)), ey~ S€ noteaza prin unul dintre simbolurile:

[e o)
E A, E an,E an, SAU a1 +a2+...+an +...
n=1

neN* n>1

Definitia 2. Spunem ci seria ). an este convergenta daci sirul sumelor partiale

neN*
(S”)neN* este convergent. Spunem ca seria Z an este divergenta daca girul
neN*

sumelor partiale (Sy), cy« este divergent.
Dacd lim S, = £ € R, atunci notdm Y. a, = £ si spunem c& seria »_ a, are

n— oo * *

neN neN

suma /.
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Exemple.

1. Seria — este convergenta, iar suma sa este egald cu e — 1.
n
neN*

X 1 1 1
Intr-adevar, lim (——|— 54— et —) = lim (F,—1)=e—1.

2. Deoarece lim [ =+ =+...+ —) = oo, seria Y L este divergentd si are limita
n— oo 1 2 n neN* "

00.
n

3. Sirul (an),crer n = D, (=1)* nu are limits, asadar seria >, (—1)" este
k=1 neN*

divergenta si nu are suma.

Teorema 1. (Criteriul comparatiei)

Fie sirurile de numere pozitive (an), ey  §1 (b”)nEN*‘

1. Daca ezista N € N astfel incat ¥Yn € Nyn > N, a, < by, avem:

a) dacd seria Z bn este convergenta, atunci $t seria Z an este convergentd.

neN* neN*
b) daca seria an este divergenta, atunci si seria b, este divergentd.
i
nEN* nEN*
2. Dacd lim $2 € (0,00), atunci seridle Y an $i y bn au aceeasi naturd.
n
=00 neEN* neN*
3. Dacd lim = =0, avem:
n—oo M
a) dacd seria Y b, este convergentd, atunci gi seria . an este convergentd.
neN* neN*
b) dacd seria Z an este divergentd, atunci gi seria Z b, este divergentd.
neN* neN*

Mai multe lucruri utile despre serii se pot afla consultand lucrarea [2].

In cele ce urmeaza, vom prezenta cinci demonstratii total diferite ale faptului ca
limita cautata este egala cu 0, lasand cititorul sa o aleaga pe aceea care i se potriveste
mai bine.

Demonstratia 1. (Marian Cucoanes)

1
Folosind inegalitatea mediilor, obtinem: Vk € N, k > 2, /2 + —= = 2, asadar

V2

. 1
VkeEN, k>2, 2-¥V2< —.
> <%

no]
Obtinem: @, = [] (2— 4/2) < [[ —, adica
j—o V2

k=2

N
VnEN,nEQ,ngn§<§) .

Aplicandu-i ultimei inegalitati criteriul clegtelui, rezulta ca lim x, = 0. O

n—oo
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Demonstratia 2. (Dana Heuberger)
Din inegalitatea mediilor, obtinem:

1 n—1

2(n1)(2%+2§+...+2n>> o

VneN,nZQ,Oan§< =yn (1)

n—1

n—1—(2%+2%+...+2%)

Avem: y, = (1 + zn)n_l, unde z, =

n—1 .
1 — 2n+1
Folosind lema Cesaro-Stolz, obtinem lim z, = lim ————==0.
n—oo n—oo 1 — (’I’L - 1)

co lim (n—1)-zp
Apoi, lim y, = er—eoo el
n—o0
Deducem: ¢; = lim (n —1- (2% + 23 + ...+ 2711)) =—lim (¢tn-ln n),

n—r00 n—00

25 4235 4. 425 —(n—1)

unde t,, = I . Folosind din nou lema Cesaro-Stolz,
nn
rezulta:
97T — 1 27T — 1 1
lim ¢, = lim —  —lm = . T
n—sco n—sooln(n+1)—In n nooo T In (1—}—5) n—+1
Agadar ¢; = —oo, deci lim y, =€t =0.
n—oo
Aplicand criteriul clestelui in (1), obtinem lim z, = 0. O
n— o0

Demonstratia 3. (Dan-Stefan Marinescu)

Tn+1 Tn+1 a
Pentrun € N, n > 2, notéman:n~(l— n+). Avem % :1——n7 Vn > 2.
n

In Tn
Obtinem:
. . n+1 . n Qﬁ -1
hman:hmn(lf(Qf ﬁ))zhm ———— =1In 2.
n—o00 n—00 n—oo N —|— 1 T‘Fl
Apoi, folosind lema Cesaro-Stolz, rezulta:
I In z,, . In %
nl—>n;o lnn o nl—moln "TH
In(1-— 22 1
— i an”). no g, =—In2 (2)
n—oo  —TF In (1 + %)
In =,
Stim c& lim z, = £ € [0,1]. Dacd ¢ # 0, atunci lim = 0, contradictie cu
n—oo n—oo 1IN N
(2). Asadar lim z, =0. O
n—oo

Observatie. In lucrarea [3] putem vedea urmétoarea teoremé generald (demonstrata
foarte ingenios de domnul Dan-Stefan Marinescu pentru problema sursa):
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Teorema 2. Fie (zn),s, un sir cu termeni pozitivi pentru care existd

lim n-(M—l)ZKEE.

n—oo In

a) Dacd £ € R* iar sirul (zn),~, este convergent, atunci lim z, = 0.

n—o0
b) Dacd £ = o0, atunci lim z, = oco.
n—oo
¢) Daca { = —o0, atunci lim xz, = 0.
n— oo

Demonstratia 4. (Marius Mainea)
Pentrun € N, n > 2, avem 2, > 0 §i lim 2 = lim (2 — "ﬂl/i) =1, deci nu
n—oo n
putem folosi criteriul raportului.
Tn " n lim n-(1— "T¥2
Avem: lim ( H) = lim <1+17 "+\1@) =en—> ( )

n— oo In n—oo
- L o ommod
Apoi, lim n(1—2n+1):—hm ———=-In 2.
n— oo n—oo N + 1 m
x " 1
Agadar lim ( n+1) =e 2=,
n—00 In 2
Folosind Propozitia 1, obtinem ca lim z, = 0. O
n— oo

Demonstratia 5. (Cristinel Mortici)

Y2 -1

Deoarece lim

=In 2 € R}, folosind Teorema 1 rezulta ca seriile

1
n—o0 —
> <{‘/§— 1) si Y. L au aceeasi natura.
n>2 n>2
A i <1 ! 1)— deci {ﬁ 1) =
vem. lim §+§+"'+ﬁ = 00, ec1§2< - )_oo,

Apoi, deoarece Vo > —1, In (1 + z) < z, obtinem:
¥n>2 (14 (1- ¥2)) <1- ¥2=—(V2-1)
asadar Y In (2— W) <-3 ({L/i— 1) = —oo, deci Y In (2— W) = —o0.

n>2 n>2 n>2
In consecinta,

—Ooznlijgoi:ln (2— {‘fz): lim In (2—\2/5) . (2_\3/5) (2_ \/5)

n—oo

de unde rezulta ca lim z, = 0. O

n—oo
Tin sa le multumesc remarcabililor matematicieni Marian Cucoanes, Dan-Stefan
Marinescu, Marius Mainea si, nu in ultimul rand, domnului Cristinel Mortici, pentru
extrem de interesantele discutii pe care le-am purtat pe forumul Olimpiada pe Scoala.
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O aplicatie a unei teoreme a lui Torricelli

Dana Heuberger si Dan Stefan Marinescu

Abstract. In this note we will give several proofs of some interesting inequalities
concerning the Fermat-Torricelli point of a triangle.

In acest articol vom demonstra citeva rezultate interesante legate de punctul
Fermat-Torricelli al unui triunghi.

Ne vom reaminti mai intai cateva rezultate fundamentale, a caror demonstratie
se gisegte 1n lucrarea [1].

Definitia 1. Se considerad triunghiul ABC. Punctul lui Fermat (numit si punc-
tul lui Fermat-Torricelli) este acel punct din plan care realizeaz8 minimul sumei
MA+ MB+ MC, unde M este un punct din planul triunghiului ABC.

Teorema 1. (Torricelli) Se considerd triunghiul ABC cu toate unghiurile cu

2
masura strict mai mica decat — . Pe laturile sale se construiesc in exterior triunghiu-

rile echilaterale ABCy, ACBy gt BCA:. Cercurile circumscrise acestor triunghiuri
au un punct comun, T.

Observatia 1. Din demonstratia teoremei
rezulta ca existd un unic punct 7" din plan
cu proprietatea ca

— — — 27

" (ATB) =u (ATC) =u (BTC) =5
Punctul 7" se numeste punctul lui Torricelli
pentru triunghiul ABC.

Teorema 2. Se considerd triunghiul ABC' cu toate unghiurile cu masura strict mai

2w
micd decat 3 triunghiurile echilaterale ABC1, ACB; si BC' Ay construite in exterior

ca in teorema precedenta si punctul T' al lui Torricelli asociat triunghiului. Atunci:

(a) Dreptele AA1, BB1 gi CC1 sunt concurente.
(b) AT + BT + CT = AA, = BB, = CCh.

Teorema 3. (Fermat) Punctul T al lui Torricelli are proprietatea cd realizeazd
mintmul sumei MA + MB + MC, unde M este un punct din planul triunghiului
ABC, deci coincide cu punctul lui Fermat.
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2w
Observatia 2. Daca A > 5 atunci se arata ca punctul Fermat-Torricelli coincide

cu A.
Vom vedea in continuare cateva aplicatii interesante ale punctului Fermat-Torricelli.

Propozitia 1. Se considera triunghiul ABC' si punctul T al lui Fermat-Torricelli
asociat triunghiului. Atunci,

2
BT +CT < —BC.
RVE}
Demonstratia 1.
2 2 2w
Cazul I: A<?,B<?,C<—.
Din Teorema 2 avem AT + BT + CT = AA,. Fie {M} = BC N AA;.
— —— T .
Deoarece p (BTA1> =pu (CTA1) = 3 obtinem

BT\/3 CTV3
2\[§BM si d(C,AA) = 2\[

d(B,AAy) = <CM,

deci

BTV3 CTV3
5 T3

d(B,AA) +d(C, AA,) = < BM + CM = BC.

2
Adica BT + CT < — BC.
V3

Egalitatea are loc atunci cand BC' 1L AA;. In acest caz, din congruenta triunghiurilor
BTM si CTM rezultda ca BM = C'M, adica AA; este mediatoarea lui BC. Cu alte
cuvinte, egalitatea are loc daca gi numai daca AB = AC.

2
Cazul al II-lea: A > 3

Atunci, cosA < —5 T = A si folosind notatiile cunoscute, enuntul devine

2
c+b< —-a.
V3
Dar a® = b+ c? — 2bc-cos A > b2 + ? + be >
V3
2

3(b+c)’
%7 de unde obtinem

a> (b+ ¢). Egalitatea are loc daci gi numai dacd b = c.

2 2
Cazul al III-lea: B > % sau C > % Atunci T =B sau T =C si enuntul

2
devine BC < — - BC, adevarat. g
V3

Demonstratia 2. Vom folosi urmatoarea lema:
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Lema 1. Pentru orice x,y,a € R,

x> — 2xy - cosa+y° > (x +y)® - sin®

N R

Egalitatea are loc dacd st numai dacd =y sau o= 2k+1)w, cu ké€Z.

Demonstratia Lemei: Inegalitatea este echivalenta cu
2 e 2 .2 .2
_ had —a =\ o . =) >
T (1 sin 2) +y (1 sin 2) 2xy (cosoz—i—bm 2) 0<

& (m—y)2-c052% >0
care este adevarata.
Egalitatea are loc dacd si numai dacd z =y sau a= (2k+1)7w, cu k€Z.
Revenim la demonstratia Propozitiei 1:
c 1L A 2w B 2 c 2w
azul I: < 30 < 30 < 3
Y v N . .
Atunci, p (BTC> =73 si cu inegalitatea din Lema 1, avem:

a® = BT*+CT? —2BT -CT - cos%’T > (BT + CT)? - sin® g

de unde obtinem BC > (BT +CT) - ? Egalitatea are loc daca gi numai daca
BT = CT, adica daca si numai daca AB = AC.
Cazul al II-lea: A > 2% Avem T =A,deci TB+TC = AB + AC.
V3 _ A a : : :
Atunci, - < sin 5 < s cu egalitate daca gi numai daca b = c.
Am aplicat inegalitatea din Lema 1 pentru o = A,z = b,y = c.

Cazul al IIl-lea se argumenteaza ca la prima demonstratie. (]

Demonstratia 3. (Rachid Moussaoui, Maroc)

A

Cazurile II gi III se rezolva la fel ca in
primele doua demonstratii, aga ca ne vom
margini s& demonstram cazul 1. 0)
Avem y (BTC) = =

vem = —.

a 3
B M C

Apoi, BC? = BT? + CT? + BT - CT = (BT + CT)> — BT - CT.
Asadar suma BT + CT e maximé daca si numai dacd produsul BT - CT este maxim.
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pentru care QM 1 BC, M fiind mijlocul lui BC.

) 4 BQ*-sin% BC?
Adica BT - CT < —- = .
V3 2 3

4 4
Avem BT -CT = ﬁ Sprc < ﬁ - SBgc, unde @ este punctul de pe arcul BTC

) ) 4-BC?
Asadar (BT +CT)” < BC*+ BT -CT = 3
2-BC ) . ) )
Rezulta ca BT + CT < 73 cu egalitate daca si numai daca T = @Q, adica daca
si numai daca AB = AC. (]

Propozitia 2. Se considerd triunghiul ABC cu A < 2% st punctul T al lui Fermat-
Torricelli asociat triunghivlui. Atunci, 3 (BT2 + C’T2) > 2BC?.
Demonstratie. Vom folosi urmatoarea lema:
Lema 2. Dacd z,y,a € R, astfel incat cosa <0, atunci
2 (m2 +y2) -sin® % > 2% — 22y - cosa + y?

. oo ) . 2k+1)m
Egalitatea are loc dacd st numai dacd =y sau o= — keZ.

@
Demonstratia Lemei: Cum 2sin? 3= 1 — cos a, inegalitatea este echivalenta

cu (x2 +y2) - (x2 +y2) ccosa>x? —2xy-cosa+y? & 0> (x—y)® cosa, care
este adevarata. Cazul de egalitate se deduce imediat.

Revenim la demonstratia Propozitiei 2:

C 1L A 27rB 271'0 2
azul 1: <3, <3, <3,

— 2
Atunci, p (BTC) = ?ﬁ si din Lema 2 obtinem:
o> = BT? —2BT -CT - cos%r +CT? < 2 (BT? + CT?) - sin® g
de unde rezulta concluzia.

2
Cazul al II-lea: A= % Atunci T = A, iar inegalitatea revine la:

3 (b2 + 02) > 2. a? iar aceastd din urms inegalitate este o consecinti a Lemei 2,
pentruxz =b, y = ¢, a = A.

2 2
Cazul al Ill-lea: B > % sau C > % Atunci, T' = B sau T = C iar

inegalitatea revine la 3 - a? > 2 - a?, care este evident adevirata.
. L 271— . o
Observatie. Conditia A < 5 este esentiala.
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Intr-adevir, fie triunghiul ABC cu A = 7 — a, unde a € (0, g), si

AB = AC = =z > 0. Atunci T = A, iar inegalitatea de demonstrat revine la:
3 (AB2 + AC2) > 2BC? & 62° > 42 (1 +cosq), care nu este neapirat adevirat.
(Pentru « — 0 se obtine 6 > 8). O
Aplicatia 1. Si se arate cd pentru orice z,y, z € (0,00),

m2+my+y2 y2+yz—|—z2 22+ 2z 4 2

+ +

z x Y

Solutie. Vom folosi urmatoarea lema:

Lema 3. Se considera triunghiul ABC' cu toate unghiurile cu masura strict mai micd

>3(x+y+=z).

27
decat 5 st punctul T al lui Torricelli asociat triunghiului. Atunci,

AB+ BC+CA

AT + BT +CT <
V3

Demonstratia Lemei: Din Propozitia 1 obtinem:

2 2 2
BT +CT < ——BC, CT+AT < —CA, si AT+ BT < — AB.
=3 /3 3 V3

Adunand aceste trei inegalitati rezulta concluzia.

Revenim la demonstratia Aplicatiei 1:

Alegem punctele A, B, C, T astfel incat AT =z, BT =y, CT =z, 81 (@) =

—— — 271'
1 (ATC) =pu (ATB) =35 Atunci T este punctul lui Torricelli al triunghiului
ABC,iara* =y’ +yz+ 25, b =2 +azz+2°sid =2 +ay +y° s
o’ +ay+y° + y? 4+ yz + 22 N Ptzz+x: 2 a? b Berg;t'rom

=—+—+—
z x Y z T Y

2
> (a+b+c) Legpad (\/§(m+y+z))
rTt+y+z - r+y+z

=3(z+y+2).

Invitam cititorul sa foloseasca aceste idei pentru a demonstra:

Aplicatia 2. Si se arate cd pentru orice x,y, z € (0,00),

S VEFE e LY T,

cyc. cyc.
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Unde este gregeala in calculul volumului unui cort?

Vasile Pop

Abstract. In this article there are given three ”solutions” of the same volume
problems, resulting three different results. Where is the mistake?

1. Introducere

Un cort de campare de model clasic este un corp geometric care, evident, are un
volum bine determinat gi ne propunem, in aceasta lucrare, sa determinam volumul
unui astfel de cort. Surprinzator, prin diferite rationamente prin care corpul nostru se
descompune in corpuri uzuale (piramide), efectudnd calcule corecte, obtinem volume
diferite!

Consideram un cort din panza cu forma din desen:

in care baza este un dreptunghi ABCD, cu dimensiunile AB = CD = a, AD =
BC = b, indltimea la intrare HF = hy (FB = FC) si in spate GE = he (AE = ED),
h1 > ha.

O prima observatie este ca, desi pare un corp ”comun”, nu este niciunul din corpurile
ale caror volume le avem date prin formule, astfel ca singura modalitate de a calcula
volumul este de a-1 partitiona in corpuri mai simple (piramide, prisme). in continuare,
vom face mai multe astfel de descompuneri, cu ajutorul carora sa determinam volumul
cortului nostru.

2. Metode de calcul al volumului

Metoda 1. Partitionam volumul cortului in doua piramide, ducand segmentele
[GB] si [GC): o piramid& patrulaterd cu baza ABCD si inltime GE, de volum V{ =

abha . . s 1w pos . v s oA N " abh,
5 §io piramida triunghiularad cu baza BC'H si varful in G, de volum V{" = 6
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Astfel, prin acest rationament, am obtinut volumul cortului V3 = lab(h1 + 2hs).
Rezultatul nu pare plauzibil, deoarece formula finald nu este simetrica in h; si ho.
Metoda 2. Partitiondm volumul cortului in doua piramide, ducand segmentele
[AH] si [DH]: o piramidi patrulaterd cu baza ABCD si varful in H si o piramida
triunghiulara cu baza ADG si varful in H. Obtinem pentru volumul cortului formula

1
Vo = 6ab(2h1 + h2), care este aceeasgi cu Vi, in care am schimbat intre ele hi si ho,

deci nici ea nu este plauzibila. Mai mult, in cazul h1 # he obtinem Vi # Vs, ceea ce
creeazd dubil serioase (un acelasi cort cu doud volume diferite).

Metoda 3. Alegem un punct arbitrar M pe segmentul [GH] si descompunem
volumul cortului in doud piramide triunghiulare: cu bazele ADG si varful M, res-
pectiv BC'H si varful M si o piramida patrulatera cu baza ABCD, cu varful M si
inaltimea MM'.

Daci notdm EM’ = z € [0, a], obtinem volumul cortului

_ b:c6h2 N b(a —6a:)h1 n b((a — 1’):];2 + zhi) _

1 1
= 6 ab(h1 =+ 2h2) + 6 xb(hl — hg).

Va(x)

De remarcat trei cazuri particulare:

— pentru x = 0, se obtine descompunerea din metoda 1 si se confirma rezultatul
V3(0) = Va5

— pentru & = a, se obtine descompunerea din metoda 2 si se confirma rezultatul
Vs(a) = Va;

a
— pentru x = 5 se obtine

Vi (5) = P = 5 (B0 14 (5) = 5 0 v

Astfel, dacd punctul M se ia la mijlocul segmentului [GH], volumul cortului nostru
este media aritmetica a celor doua volume obtinute prin Metodele 1 si 2. Acest volum
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o a\  ab(hi + h2) U
pare plauzibil, deoarece formula V3 (5) =0 este simetrica in raport cu hy
§i hQ.

Metoda 4. Sa ne imaginam ca, pe baza ABCD cortului dat, am lipit un alt
cort (privit eventual riasturnat pe fata ADG) identic cu cel dat, cu indltimea EG’ =
FH = h; in prelungirea indltimii GE si indltime FH' = GE = hs in prelungirea
inaltimii HF'.

Obtinem un corp care are bazele paralele AGDG’ si BHCH’, cu distanta dintre ele

EF = a si in care orice sectiune paraleld cu bazele este un romboid M PM’'N, cu

. . , .. y b(h1 + ho)
diagonale perpendiculare NP = b, MM’ = h; + h2 si aria constantd S = ———.

Conform principiului lui Cavalieri, volumul acestui corp format cu cele doua corturi,
este acelagi cu volumul unei prisme de iniltime a si in care aria oricarei sectiuni
ab(h1 + hg) V. ab(h1 + hz)

5 ,ysau V= ———

paralele cu bazele este S, deci obtinem 2V, = 1

a
Prin acest rationament, am ajuns la acelasi rezultat ”plauzibil” V4 = V3 = (5) =

Vi+Va
—

3. Unde este greseala?
Prin cele patru metode, in care calculele sunt corecte, s-au obtinut o infinitate de
valori posibile ale volumului cortului nostru. Evident, se pune intrebarea: care din
rezultatele obtinute este corect sau daca vreunul din ele este corect si, in plus, care

este explicatia acestor rezultate diferite, aparent corecte? Toate acestea vor avea
raspuns in numarul viitor.

Conf. univ. dr., Universitatea Tehnica Cluj-Napoca
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Densitatea intregilor algebrici si numerelor algebrice
reale

Cristina Lavinia Savu

Abstract. In this paper we define the sets of the strong algebraic integers of
n-th degree and of the strong algebraic numbers of n-th degree. We prove that these
sets are dense in R and we explore some consequences of the previous results

Definitie. Un numar complex o se numeste intreg algebric, daca este solutie a unei
ecuatii algebrice cu coeficienti intregi si coeficientul termenului de grad maxim este
egal cu 1.

Definitie. Spunem ci polinomul f € Z[X] este polinomul minimal pentru intregul
algebric a € C, daci este ireductibil peste Z[X], unitar si anulator, adic& f(a) = 0.

Definitie. Spunem ci polinomul f € Q[X] este polinom minimal pentru numdrul
algebric a € C, daci este ireductibil peste Q[X], unitar si anulator, adicd f(a) = 0.

Observatie 1. Pentru fiecare intreg (numdr) algebric, polinomul minimal exista si
este unic.

Observatie 2. Dacid g € Q[X] este polinom anulator pentru intregul (numdrul)
algebric a € C, atunci polinomul minimal al lui a divide pe g In Q[X].

Definitie. Spunem c& un numdr (#ntreg) algebric a € C are gradul n € N*, daca
polinomul sau minimal are gradul n.

Observatie. fntregii algebrici de gradul 1 sunt numerele intregi (multimea Z), iar
numerele algebrice de gradul 1 sunt numerele rationale (mulfimea Q).

Definitie. Spunem ci o multime A C R este densa peste R daca pentru orice interval
deschis, nevid, I C R, avem I N A # ().

Observatie. Multimea intregilor algebrici de gradul 1 (Z) nu este densa peste R, iar
multimea numerelor algebrice de gradul 1 (Q) este denséd peste R.

Observatie. Numere de forma /2, n € N, n > 2 sunt intregi algebrici de gradul

n 2
n, deci gi numere algebrice de gradul n, iar numere de forma \/; sunt algebrice de
gradul n, dar nu sunt intregi algebrici.
Definitie. Spunem ca intregii algebrici a,b € C sunt conjugati, dacad au acelasi
polinom minimal.

Definitie. Spunem ca numerele algebrice a,b € C sunt conjugate, daca au acelagi
polinom minimal.

Observatie. Doi intregi algebrici conjugati (doud numere algebrice conjugate) au
acelagi grad. Exista intregi algebrici de acelasi grad ( V2si Vg) care nu sunt conjugati.
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Definitie. Spunem ci intregul (numarul) algebric a € R este puternic, daci toate
radacinile polinomului sau minimal sunt reale.

Observatie 1. Orice intreg (numdr) algebric de gradul 1 este puternic.

Observatie 2. Orice intreg (numdr) algebric de gradul 2 este puternic.

Observatie 3. /2 este intreg (numdr) algebric de gradul 3 care nu este puternic. In

general, {/2 este intreg (numdar) algebric de gradul n, n > 3, dar nu este puternic.
Rezultatul principal al acestui articol este continut in urmatoarea:

Teorema 1. Pentru orice n € N, n > 2, multimea intregilor algebrici puternici de
gradul n este densa peste R.

Corolar. Mulfimea numerelor algebrice puternice de gradul n, n € N*, este densd
peste R.

Observatie. Multimea intregilor algebrici puternici de gradul 1 este Z, deci nu este
densa peste R.
Pentru a demonstra Teorema, vom avea nevoie de o serie de rezultate ajutatoare.

Lema 1. Dacad a este un intreg puternic de gradul n, atunci a+k si a-k sunt intregi
algebrici puternici de gradul n, Vk € Z.

Demonstratie. Daca f € Z[X] este polinomul minimal pentru a, atunci a + k are

polinomul minimal g = f(X — k), iar a - k are polinomul minimal h = k" - f (?)

Lema 2. Dacd a € R\Q si I C R este un interval deschis, atunci existd p,n € Z
astfel incit p+na € 1.

Demonstratie. Rezulta din Lema lui Kronecker: Dacad a este un numadar irational,
atunct mulgimea A ={m-a+n|m,n € Z} este densd in R.

Lema 3. Pentru orice n € N, n > 3, existd un polinom f € Z[X] de grad n, unitar,
ireductibil peste Q[X] si care are toate raddcinile reale.

Demonstratie. Fie a1 < a2 < --- < a, numere pare si
f=X-a)(X—-az2)...(X —an) — 2.

Evident, f € Z[X] si este un polinom de gradul n, unitar. Apoi, daci
f=X"4bpa X" o+ 01X b,

atunci 2|b,—1,...,2|b1,2|bo si 22 [bo, deci polinomul f este ireductibil, conform cri-
teriului de ireductibilitate al lui Eisenstein. R&mane sa aratam ca polinomul f are
toate radacinile reale. Daca notam cx = ax + 1, observam ca

a <ci1<az<ce<--<ap<Cp.

Apoi f(cn) >0, f(cn-1) <0, f(cn—2) > 0,... etc.

In general, fler) - f(eit1) < 0, Vi = 1,n — 1, deoarece f(c;) este numdar impar
si |(a1 — ¢)(az — ¢)...(an — ¢i)] > 3, dacdA n > 3. Cum functia polinomiald
atagata este continua, polinomul nostru va avea n radacini reale situate in intervalele
(—o0,c1), (c1,¢2)s ..., (Cn=1,cn), ceea ce rezolva problema.
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Observatie 1. Fiecare radicina a unui polinom f constituit ca in Lema 3 este un
intreg algebric puternic de gradul n.

Observatie 2. Din constructie, rezulta ca exista o infinitate de polinoame cu pro-
prietatile celor din Lema 3.

Demonstratia Teoremei 1. Fie I C R un interval deschis nevid. pentru n = 2,
intregii algebrici puternici sunt de forma k + p\/r, cu k,p,r € Z, r > 0 si /7 € Q.
Multimea lor este densa, fapt care rezulta si din Lema lui Kronecker. Pentru n > 3,
consideram un polinom de grad n, unitar, ireductibil i cu toate radacinile reale, a
carui existenta este garantata de Lema 3. Fie a o radacina a sa, care este un intreg
algebric puternic de ordinul n. Din Lema 2 exista p, q € Z, astfel incat p+ qga € I, iar
din demonstratia Lemei 1 rezulta ca p + ga este un intreg algebric puternic de gradul
n.

Teorema este acum demonstrata. g

Observatie. Din aceasta teorema rezultd ca multimea intregilor algebrici puternici
de gradul n, n > 2, este o multime densa peste R, si de aici rezulta ca si multimea
numerelor algebrice puternice de grad n este densa peste R, Vn > 1.

Pentru multimea numerelor algebrice puternice de grad n, avem un rezultat mai
puternic in urmatoarea:

Teorema 2. Pentru orice n € N, n > 1 gi orice interval dechis I € R, exista un
polinom de gradul n, coeficienti rationali, ireductibili peste Q[X], cu toate rdddcinile
reale gi situate in intervalul I.

Demonstratie. Din Lema 3, existd un polinom f € Z[X], de grad n, ireductibil,
unitar si cu toate cele n radacini reale. Radéacinile sale vor fi situate in intervalul
[a,b], cu a,b € Q. Consideram intervalul [c,d] C I, cu ¢ < d € Q si o bijectie
v : [a,b] = [, d] de forma ¢(z) = pz + ¢, cu p,q € Q. Functia ¢ se poate determina
usor din conditiile p(a) = ¢ i p(b) = d. Inversa functiei ¢, notatd cu ¢ : [¢,d] — [a, b],
are forma ¢ (x) = sz + t, cu s,t € Q, care se determind usor din conditiile ¥ (z) = a
si ¥(d) = b. Considerdm acum 21, ...,Zn € [a,b], rddacinile polinomului f, si notdm
cu y1 = p(x1),...,yn = @(zn) € [c,d]. Polinomul g(z) = f(¢(x)) € Q[X] este
ireductibil peste Q[X] si verifica

9(yx) = f(W(yr)) = f(xx) =0,
bn
deci are radacinile y1,y2,...,yn € I. Daca g = C—X”—i— R C—IX—i— C—O cu bi,c; €7,
n 1 0

i = 0,n, atunci polinomul h = Z—ng este ireductibil peste Q[X], unitar, de grad n si
are toate radacinile in intervalul Tj g
Comentariu. Teorema 2 aratd ca numerele algebrice puternice de grad n sunt, nu
numai dense peste R, dar pentru un interval arbitrar, gasim un polinom ireductibil si
unitar peste Q[X] si care are toate ridécinile in acest interval. Aceastd proprietate
remarcabild nu se mai pastreaza si in cazul intregilor algebrici puternici de grad n,
Vn € N*. In acest sens avem rezultatul.
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Propozitia 1. Ezista intervale de numere reale, in care orice polinom de grad n, cu
coeficienti intregi si unitar, nu poate avea toate radacinile.

Demonstratie. Este suficient sa consideram un interval I de forma

I = [W, Q/m), cu k € N. Daca un polinom cu coeficienti intregi si unitar ar

avea toate radacinile in acest interval, atunci produsul lor ar fi cuprins Intre k& sik+1,
si ar fi numar intreg, fals. Asadar, orice polinom cu coeficienti intregi si unitar, de
gradul n nu poate avea toate radacinile in intervalul I, Vk € N.

Corolar. Pentru orice interval I C R exista un interval J C I astfel incat orice
polinom cu coeficienti intregi si unitar, de gradul n, nu poate avea toate radacinile in
intervalul J.

Demonstratie. Cum U I, = [0,00), dacad I N (0,00) # 0, atunci luam k € N* i

keN

J = 1N I, astfel incat J # (. Pentru I C (—o0,0), si observim c&, daci polinomul
f are toate riadicinile pozitive, atunci polinomul g(X) = (—1)"f(—X) are toate
radacinile negative, coeficienti intregi si este unitar, iar problema se rezolva ca mai
sus. O

Teorema 3. Multimea numerelor algebrice puternice de gradul n, care nu sunt $i
intregi algebrici, este densd peste R, Vn € N*.

Demonstratie. Pentru n = 1 este evident, deci vom considera n > 2.

Fie I C [0,00) un interval deschis si k € N, astfel incat NI, # 0. Notdm J = IN1y, i,
conform Teoremei 2, exista un polinom f de gradul n, cu coeficienti rationali, unitar,
ireductibil peste Q[X] si cu toate radécinile in intervalul J. Conform Corolarului de
mai sus, nu poate avea coeficienti intregi, deci radacinile sale nu sunt intregi algebrici.
Asadar, in intervalul J, deci si in I, gasim numere algebrice puternice de gradul n
care nu sunt si intregi algebrici. Daci I C (—o0,0), vom lua —I C (0, 00), unde vom
gasi, conform celor de mai sus, numere algebrice puternice de gradul n, si apoi opusele
lor se vor gasi in intervalul /. Sa mai observam ca daca doua polinoame ireductibile
§i unitare au o radacind comuna, coincid. De aici rezultd ca, elementele algebrice
puternice de gardul n gasite 1n intervalul J, nu pot fi radacini ale altor polinoame
ireductibile, deci teorema este complet demonstrata. O
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Tabara de matematica,
Baia Mare, 2015

Organizatori: Inspectoratul Judetean Maramures, Centrul Judetean pentru Tineri
Capabili de Performanta, Filiala MM a SSMR.

Loc de desfasurare: Colegiul National ” Gheorghe Sincai”.
Directorul taberei: prof. Nicolae Musguroia

Profesori participanti: Bojor Florin, Bojor Meda, Boroica Gheorghe, Heuberger
Cristian, Heuberger Dana, Musuroia Nicolae, Petrutiu Crina, Pop Adrian de la C.
N. ”Gheorghe Sincai”; Boroica Gabriela, Farcas Natalia, Darolti Erika, Zlamparet
Horia de la C. N. ”Vasile Lucaciu”; Longaver Ludovic de la L. T. ”Nemeth Laszlo”;
Cioclu Costel, Podina Camelia de la L. T. ”Emil Racovitd”; Pop Radu de la Liceul
Sanitar; Fandtan Nelu, Friedrich Gabriela, Zlamparet Mihaela de la C. Ec. ”Nicolae
Titulescu”; Bunu Iulian de la Liceul de Arte; Brisc Viorica, Birta Adriana, Serba
Lucia de la C. T. ” Anghel Saligny”; Bretan Andrei, Codrea Lucica, Stark Andrea
de la Sc. Gim. ”Nicolae Iorga”; Neaga Nadina, Schwechoffer Clara de la Sc. Gim.
”Dr. Victor Babesg”; Hossu Calin de la Sc. Gim. ”D. Cantemir”; Pop Adela de
la C. T. ”Aurel Vlaicu”; Pop Anca de la C. T. ”George Baritiu”; Polgar Corina
de la C.T. ”D.D. Nenitescu”; Pop Cosmin de la Sc. Gim ”George Cosbuc”; Tomsa
Magdalena de la Sc. Gim. Dumbravita; Naghi Anamaria, Valean Mihaela de la Sc.
Gim. ”Lucian Blaga”; Rimbu Gheorghe - matematician; Viad Vasile - matematician.

Prezentam 1n continuare subiectele de la testul taberei si lista premiantilor.

Clasa a VIII-a

5 . 2014
1. Inversul numarului 2015 este ......
2. O echipa de 10 muncitori termina o lucrare in 6 zile. Daca numarul munci-
torilor din echipa se dubleaza, atunci aceeasi lucrare poate fi terminata in ...... zile.

3. Un cerc cu lungimea de 167 cm are aria egala cu ......

4. Cel mai mic numar natural care, impartit pe rand la 7 si 11, da de fiecare
data restul 3 si catul diferit de zero este ......
1 1

1
V241 V34412 V2015 + /2014

5. Partea intreaga a numarului

6. Solutia ecuatiei & + /¥ +2vVz -2+ Vu+Vv=o+y+z+u+v este
A 11 9 11 B 111 3 1
T\ T4 T \44 47
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1111, b (gl 111
444 C\Tw g

7. Pe fiecare din cele 6 muchii ale unui tetraedru se considera cate trei puncte

diferite de varfuri. Céate triunghiuri se pot forma avand varfurile printre punctele
considerate, diferite de varfurile tetraedrului?

A. 90 B. 270 C. 540 D. 810

8. Fie expresia: E(z) = a® + b? 4 2¢® 4 2bc + a + b — 2ac.
a) S# se arate ¢ E(z) = (a — )’ + (b+c)* +a+b
b) S& se rezolve in multimea numerelor intregi inecuatia

@+ 0> +2% 4+ 2bc+a+b< 2ac.

¢) Numerele reale pozitive z,y, z,t au suma egald cu 4. S& se demonstreze cd

Y+ yVvz+ 2/t + /T < A
9. a) Desenati un cub ABCDA'B'C'D’.
b) S& se arate ca existd VABC astfel incat
m(<VBA) = m(<ABC) = m(<ACV) = 90°.
¢) Fie VABC' un tetraedru astfel incat
m(<VBA) = m(<ABC) = m(<ACV) = 90°.

Aflati aria totala a tetraedrului in functie de AB =c¢, BC =a, VB =d.

d) Care este numé#rul maxim de unghiuri drepte dintre muchiile unui tetraedru?
Justificati raspunsul.

Subiectele au fost propuse si selectate de:
Prof. Vasile Ienutas, Prof. Stefan Zah, Sc. Gim. ”George Cosbuc”

Clasa a IX-a

1. a) Sa se determine partea intreagd a numarului PR unde x > 0.
T

b) S& se arate cd, dacd z,y > 0 si  + y = 2, atunci are loc inegalitatea

2.y 2-x
<2
x\/m2+1+y\/y2+1 =

2. Pentru fiecare n € N* consideram numarul a,, = 4 - 32" +3- 42",
a) S& se arate ci ant2 — an este divizibil cu 13, Vn € N*.

b) S& se determine valorile naturale ale lui n pentru care a, este divizibil
cu 13.
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3. Pelaturile [BC] si [C'D] ale patrulaterului convex ABC'D se considera respec-
tiv punctele M si N, astfel incat BM = 2MC si CN = 3ND. Fie AM N BN = {P}.
Se stie ca PA =2PM i 5PB =4PN.

a) Exprimati vectorul ﬁ in functie de zﬁ si lﬁ

b) Aratati c& ABCD este paralelogram.

Subiectele au fost propuse gi selectate de:
Prof. Gabriela Boroica, C.N. ”Vasile Lucaciu”

Clasa a X-a

1. Fie f : Z — Z astfel incat Vn € Z, f(f(n)) = f(f(n+1)+1) =n.
Daca f(0) = 2, s& se demonstreze cd Vn € Z, f(n) =2 —n.

2. Fiea,be R, a <b.

a) Dacd = € C, astfel incat |x — a| + |z — b] = b — a, sd se arate cd = € R si
a<zxz<b.

b) S se rezolve ecuatia |z + 1| + | + 3| + - - - + |z + 2015] = 2 - 504>,

Leonard Giugiuc

3. Fie triunghiul echilateral ABC' si punctul D, diferit de A, B,C, pe cercul
circumscris triunghiului. Fie P € [OD].
a) Daca D € @, sdse arate cd AD + CD = BD.
b) Dacid a,d € C, d # 0, s se arate cd functia f : [0,1] = R, f(t) = [t-d — q]
este convexa.
c) Sa se arate ca PA+ PB + PC < 4R, unde R este raza cercului circumscris
triunghiului ABC.

Prof. Dana Heuberger, Prof. Cristian Heuberger, C.N. ”Gheorghe Sincai”

Clasa a XI-a
1. Pentru o matrice A = (ch Z) € Mz(R), notam fa(z) = det(A — z - I2),

r € Rsi E(A) = det(I2 + A) + det(l> + A?).
a) S se arate ci fa(z) =2? — (a+d)x+a-d—b-c.
b) Daca det(A) =1 si ¢tr(A) > 1, atunci aratati ca E(A) > 3.
¢) Dati un exemplu de matrice A € M>(R) astfel incat E(A) = 3.

1
2. a) Sa se arate ca sirul (Tp)n>1, Tn = 1+ sz + 53+ -+ —5 n > 1 este
= n

23 " 33

convergent.
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2
n k
b) Dacd f: N* — N* este o functie injectivi, si se calculeze lim fk(g )
(Argument 2011)
3. Fie A € M, (R) si € o radicind de ordinul n a unitdtii, n € N, n > 2. Si se
arate ci det(A® — e - A) este un numir real sau un numir complex pur imaginar.

Subiectele au fost propuse si selectate de:
Prof. Gheorghe Boroica, C.N. ”Gheorghe Sincai”

Clasa a XII-a M1

1 1 0
1. FieM:{XeMg(R)|X3—X2—13:Og}§iA:<1 0 —1).

01 0
a) Sa se demonstreze cad A € M si c& orice matrice din M e inversabila.

b) Daci B € M3(R) si X € M iar B- X* = X?. B, si se demonstreze ci
B-X=X-B.

2. Fie G = (0,00)\{1} si z *y = 2°'°52¥_ Admitem ci (G, *) este grup.
a) S& se calculeze z x x x - -+ x x, unde x € G.
—_—

denorix

b) S& se determine elementele de ordin finit ale grupului (G, *).

1
3. Fie functia F: R - R, F(z) = { xQSmﬁv r#0
0, rz=0
a) Sa se demonstreze c& functia F este o primitivd a unei functii f ce se cere
determinata.

b) S& se dea un exemplu de functie g : [0, 1] — R care admite primitive, dar care
nu este integrabila.

Subiectele au fost propuse si selectate de:
Prof. Meda Bojor, Prof. Florin Bojor, C.N. ”Gheorghe Sincai”

Clasa a XII-a M2

Subiectul I

3 3
1. Sa se arate cd numaérul (1 — \/3) + (1 + ﬁ) este numar natural.

2. Sa se calculeze aria triunghiului format de graficul functiei f : R — R,

—12
fz) =

z + 12 cu axele coordonate.
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3. Sa se rezolve ecuatia 10g21+1(m2 +5z+11) =2.

4. Pretul unui obiect se majoreazd cu 15%. Dup& o perioada de timp, obiectul
se ieftineste cu 10%, produsul ajungand astfel sa coste 3105 lei. S& se calculeze pretul
initial al produsului.

5. Sa se determine parametrul real «, astfel incat vectorii @ = (a + 12);+ 57 si

7= 5i 4 (o — 12)] s& fie coliniari.

- 24
6. In triunghiul ABC se dau AB = 7, cosC = o Sa se calculeze lungimea
razei cercului circumscris triunghiului ABC.

Subiectul IT

1. Se considers ecuatia #° — 3z — 2 = 0 cu solutiile 21,22 € R. Fie matricele

a b c 1 2?2 2
A=1|b ¢ a)leM;R)siV=[1 z1 z2]| € M3R).
c a b 1 1 1

a) Sa se arate ci det(V) = 4(z2 — z1).
b) S& se arate cd, dacd det(A) =0, atuncia+b+c=0saua=>b=c.

2. Pe R se definegte legea de compozitie asociativd zxy = —2(z — 1)(y — 1) + 1,
Vz,y € R.

a) Sa se determine numerele reale care sunt egale cu simetricele lor fata de legea
de compozitie *.

b) S& se rezolve ecuatia x * z xx = z, z € R.

Subiectul III

1. Se considera functia f : R — R, f(z) = arctgz — arctg(z — 2).
a) S& se determine intervalele de monotonie gi punctele de extrem ale
functiei f.
N y : (z —1)°
b) S& se demonstreze cd functia g : R — R, g(z) = f(z) + arctg — este

constanta.

2. Se considerd functiile f, F': R — R, date prin f(z) = 2¢**(2® + 3z + 4) si
F(z) = e**(az® + bz + ¢), unde a,b,c € R.
a) Sa se determine numerele reale a, b, ¢ astfel incat functia F' sa fie o primitiva
a functiei f.

1 g/ .
b) Pentru a = 1, b = 2, ¢ = 3, sa se calculeze / & dx.
0

F(z) — (f(x))*
(F(2))?

Subiectele au fost propuse si selectate de:
Prof. Adrian Ioan Pop, C.N. ”Gheorghe Sincai”
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Premiantii
Clasa a VIII-a

Excelenta. Zelina Paul (C.N. ”Vasile Lucaciu”).

Premiul I. David Cdtdlin Ioan (C.N.” Gheorghe Sincai”), Diaconescu Mdlina (C.N.
”Vasile Lucaciu”), Bordeanu Lucia (Sc. Gim. ”Lucian Blaga”), Buzila Garda Andra
(Sc. Gim. ”George Cosbuc”), Manolache Razvan (Sc. Gim. ”Dimitrie Cantemir”),
varady Iulia Sc. Gim. ”Nicolae Torga”).

Premiul al IT-lea. Pop Darius (Sc. Gim. ”Nicoale Iorga”), Zigler Alexandru
(Sc. Gim. ”Nicolae Iorga”), Ardelean Horatiu (Sc. Gim. ”Al. 1. Cuza”), Koblicica
Andrei (C.N. ?Vasile Lucaciu”), Konyves Beatriz (Sc. Gim. ”Octavian Goga”),
Petrut Andreea (Sc. Gim. ”Nicolae Iorga”), Bdban Diana (Sc. Gim. ”George
Cosbuc”), Tamian Rares Vasile (C.N. ”Gheorghe Sincai”), Contiu Alexandru (Sc.
Gim. ”Nicoale Iorga”), Osan Stefania (C.N. ”?Gheorghe Sincai”), Roatis Cristina
(Sc. Gim. ”Dimitrie Cantemir”), Ianos Raul (Sc. Gim. ”I.L. Caragiale”), Ionut
Bogdan (Sc. Gim. ”Nicoale Iorga”), Pop Alezandra (C.N. ”Gheorghe Sincai”), Pop
Darius (Sc. Gim. ”Lucian Blaga”).

Premiul al III-lea. Lemian Diana (Sc. Gim. ”Simion Barnutiu”), Busecan Iulia
(Sc. Gim. Féarcasa), Dorca Rdzvan (Sc. Gim. ”Nicolae lorga”), Ghirasim Andrei
(Sc. Gim. ”George Cosbuc”), Anderciu Florina (Sc. Gim. ”Vasile Alecsandri”),
Buciuman ITonut (Sc. Gim. ”Dimitrie Cantemir”), Oros Cristian (Sc. Gim. ”George
Cosbuc”), Mardar Paul Cezar (C.N.”Gheorghe Sincai”), Galdtanu Alexandra (C.N.
”Gheorghe Sincai”), Radu Patricia (C.N.” Gheorghe Sincai”), Sabdu Carla (Sc. Gim.
” Avram lancu”), Sisestean loan (Sc. Gim. Sisesti), Suteu ITonu¢ (Sc. Gim. ”Octa-
vian Goga”), Ardelean Ariana (Sc. Gim. ”Lucian Blaga”), Babiciu Andreea (Sc.
Gim. Sigesti), Busecan Maria (C.N.”Gheorghe Sincai”), Misaros Andreea (Sc. Gim.
” Avram lancu”), Utd Adrian (Sc. Gim. 7Al. 1. Cuza”), Vale Bogdan (Sc. Gim.
"I.L. Caragiale”), Matei David Antoniu (C.N. ”Gheorghe Sincai”), Mirza Iza (Sc.
Gim. ”Nicoale lorga”), Miller Andrada (Sc. Gim ”Avram lancu”), Ghisa Ramona
(Sc. Gim. Sisesti), llies Razvan (Sc. Gim. ”Nicolae lorga”), Moraru Dora (Sc.
Gim. ”George Cogbuc”), Muthi Sonia (C.N.” Gheorghe Sincai”), Sava Bogdan (C.N.
”Gheorghe Sincai”), Birle Bogdan (Sc. Gim. ”Dimitrie Cantemir”), Moldovan Andra
(Sc. Gim. ”Dimitrie Cantemir”), Sisestean Radu (Sc. Gim. Sigesti).

Clasa a IX-a

Excelentd. Tamian Andrei (C.N. ”Gheorghe Sincai”).

Premiul I. Pop Viad (C.N. ”Gheorghe Sincai”), Neta Rdazvan (C.N. ”Gheorghe
Sincai”).

Premiul al Il-lea. Lucaciu Sergiu (C.N. ”Gheorghe Sincai”), Maries Maria (C.N.
”Gheorghe Sincai”), Berinde Thomas (C.N. ”Gheorghe Sincai”).
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Premiul al ITI-lea. Suciu Rdazvan (C.N. ”Gheorghe Sincai”), Buciuman Adrian
(C.N. ”Gheorghe Sincai”), Bojor Barbu (C.N.” Gheorghe Sincai”), Danil Lidia (C.N.
”Vasile Lucaciu”).

Clasa a X-a

Excelentd. Zelina Mihai (C.N. ”Vasile Lucaciu”).

Premiul I. Santejudean Tudor (C.N.” Gheorghe Sincai”), Ciscd Andrei (C.N.” Gheor-
ghe Sincai”).

Premiul al II-lea. Crdciun George (C.N. ”Gheorghe Sincai”), Goteciuc Horafiu
(C.N. "Vasile Lucaciu”).

Premiul al ITI-lea. Oana Laura (C.N.” Gheorghe Sincai”), Covaci Alezandra (C.N.
”Vasile Lucaciu”), Grigutd Paula (C.N. ”Gheorghe Sincai”), Olari George (C.N.
”Gheorghe Sincai”), Muresan Diana (C.N. ”Gheorghe Sincai”).

Clasa a XI-a

Excelentd. Cotan Paul (C.N.” Gheorghe Sincai”).

Premiul I. Tintar Oana (C.N.” Gheorghe Sincai”), Butnar Adrian (C.N.” Gheorghe
Sincai”).

Premiul al II-lea. Zicher Blanka (C.N. ” Gheorghe Sincai”), Todoran Larisa (C.N.
”Gheorghe Sincai”).

Premiul al ITI-lea. Ari Paul (C.N.”Gheorghe Sincai”), Bocuf Oana (C.N. ” Gheor-
ghe Sincai”), Tyekar Dan (C.N. ”Vasile Lucaciu”), Voit{ Radu (C.N. ”Gheorghe
Sincai”).

Clasa a XII-a M1

Excelenta. Ciurte Tudor (C.N.”Gheorghe Sincai”).

Premiul I. Bud Bogdan (C.N. ”Gheorghe Sincai”), Fodoru¢ Ionu¢ (C.N. ”Vasile
Lucaciu”), Gotha Giintter (L.T.” Nemeth Laszlo”).

Premiul al II-lea. Nicolaescu Andrei (C.N. ”Gheorghe Sincai”), Miclea Andrei
(C.N. ?Gheorghe Sincai”), Ghitescu Nicoleta (C.N. ”?Vasile Lucaciu”), Vele Corina
(C.N. ?Gheorghe Sincai”), Gyamathy Timea (L.T.”Nemeth Laszlo”), Heredea Oana
(C.N. ”Gheorghe Sincai”).

Premiul al ITI-lea. Bdlan Alezandru (C.N. ”Vasile Lucaciu”), Rus Alezandru (C.N.
”Vasile Lucaciu”), Chis Ioan (C.T.”George Baritiu”), Anton Costa (C.N.”Gheor-
ghe Sincai”), Peter Catalin (C.N. ”Gheorghe Sincai”), Pop Andra (C.N. ”Gheorghe
Sincai”), Tomoiagd Ana (C.N.”Gheorghe Sincai”), Moldovan Teodora (C.N. ” Vasile
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Lucaciu”), Rus Elena (C.N. ”Gheorghe Sincai”), Dumitru Daniela (C.N. ”Gheor-
ghe Sincai”), Rad Gabriel (L.T. ”Emil Racovitd”), Zaharie Sergiu (C.N. ” Gheorghe
Sincai”).

Clasa a XII-a M2

Excelenta. Hantig Stefan (L.T. ”Emil Racovita”).
Premiul 1. Santa Maria (C.N. ”Gheorghe Sincai”).

Premiul al II-lea. Pop Darius (C.E. ”Nicolae Titulescu”), Sandor Sebastian (C.E.
”Nicoale Titulescu”).

Premiul al ITI-lea. Olar Adrian (C.E. ”Nicolae Titulescu”), Biris Madalina (L.T.
”Emil Racovitd”), David Camelia (C.N. ”Gheorghe Sincai”), Koza Andrei (C.E.
”Nicolae Titulescu”), Pop Rebeca (C.E. ”Nicolae Titulescu”), Tomoiagd Ileana (L.T.
”Emil Racovita”), Valeanu Andreea (C.E. ”Nicolae Titulescu”), Marco Adelin (C.E.
”Nicolae Titulescu”), Sasaran Dan (C.E. ”Nicolae Titulescu”).
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Tabara Judeteana de Excelenta
2015, Vaser

In perioada 30 august - 5 septembrie 2015, s-a desfagurat pe valea Vaserului,
Tabara Judeteana de Excelenta la matematica. La aceastd tabara au participat elevi
de gimnaziu si de liceu care s-au clasat pe primele locuri la Olimpiada judeteana de
matematica: Zlamparet George, Robu Raluca, Dragos Andreea, Gulin Tudor, Pop
Andreea, Suciu Bogdan - clasa a VI-a; Talpog Carina, Ciceu Denis, Zaharie Oana,
Pop Raul, Mihalca Grigore - clasa a VII-a; Robu Vlad, Pop Calin, Boroica Adrian,
Andreicut Teofil - clasa a VIII-a; Zelina Paul, Muresan Ioan, Stepan Dacian - clasa
a IX-a; Lucaciu Sergiu, Bojor Barbu, Pop Vlad, Hagau Iulian - clasa a X-a; Zelina
Mihai, Santejudean Tudor, Ilies Andreea - clasa a XI-a; Tintar Oana, Butnar Adrian
- clasa a XllI-a.

Profesorii care au insotit grupul si au tinut lectii in aceasta tabara au fost: Andrei
Bretan (C.N. ”Vasile Lucaciu”) - directorul taberei, Florin Bojor, Gheorghe Boroica,
Nicolae Musuroia (C.N. ”Gheorghe Sincai”), Gheorghe Gherasin (Liceul ”Regele Fer-
dinand”) si doi fosti olimpici ai judetului, acum studenti: Vlad Crisan si Cristian
Bud.

Prezentam subiectele propuse la testul final.

Clasa a VI-a

1. Determinati numerele naturale abcd care satisfac relatiile

a+d a .
=—- si ab+cd=34.
a+c c

2. a) Demonstrati ca
1 1 1 1
== - ke N*.
(2k —1)(2k + 1) 2(2k—1 2k+1)’v €N
1 1 1

b leulati T N*.
) Caleulati g2+ 3=+ + o 5, 1) " €
b i o L 1 1008
c) emonsra§1ca1—2+3—2+"-+m< 007
3. Pe segmentul [OA] se considerd punctele A1, Ag, ..., A5 astfel incat
1 1 1 1
OAl — 5014, OA2 — EOA, OA3 — EOA, .. .70142015 — moA

& se demonstreze ca A1 As =4 - A As;
8

a) S
b) Sa se calculeze OA, dacd OA; + OAz + - - - + OAz15 = 2015 cm.

J

Subiect propus de: Prof. Andrei Bretan, C.N. ”Vasile Lucaciu’
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Clasa a VII-a

1. a) Ariitati ci restul impartirii lui a* la 5 este 0 sau 1, unde a € Z;
b) Demonstrati c& ecuatia z* + 131 = 3y* nu are solutii in multimea numerelor
intregi.

2. Aritati cd, daci numerele reale z,y, nenule, verifica relatia 422 + 7zy +3y? =

4z
0, atunci 5z + 4y # 0 si et iy

este numar intreg.

3. Fie ABCD un paralelogram. Bisectoarea unghiului <ADC' intersecteaza
dreapta BC' in F, iar mediatoarea laturii AD intersecteazd dreapta DFE in punctul
M. Fie F intersectia dreptelor AM si BC. Sa se arate ca:

a) DE = AF;
b) AD - AB = DE - DM.

Subiect propus de: Prof. Andrei Bretan, C.N. ”Vasile Lucaciu”

Clasa a VIII-a

1. Sa se arate ca nu existd numere rationale a si b, astfel ca a +2b € Z si
a? + 4b% = 3.
2. Fie cubul ABCDA'B’C'D’ de muchie a si {O'} = A'C' N B'D’.
a) Dacd DB’ N BO' = {I}, aratati ca [A'I] = [BI] = [C']];
b) Demonstrati ci DI L (A’'BC");
¢) Calculati lungimea segmentului [DI].

3. a) Ardtati cd triunghiul care are lungimile laturilor egale cu a,b,c si care
verifics egalititile a? 4 b* + ¢ = 5a + 7b + 8¢ = 138, este ascutitunghic.
b) Determinati numerele reale a si b, astfel incat

3Va+b+2v8—a+V6—b=14.

Subiect propus de: Prof. Gheorghe Gherasin, Liceul ”Regele Ferdinand”

Clasa a IX-a

1. Fie a,b,c > 0 asa incat ab + bc + ca = abe.
Demonstrati ca:
9 1 1 1 a+b+c
< .
a(b+c) + b(c+ a) + cla+b) = 2abe
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2. Sa se demonstreze identitateas:
1 2 3 n n n+1 .
BB+ B =5[] vmew

3. Fie a un numaér natural impar. Sa se demonstreze ca /n + a + v/n — a este
un numar irational pentru orice n € N, n > a.

Subiect propus de: Prof. Florin Bojor

Clasa a X-a

1. Fie functia f : R — R astfel incat (f o f)(z) = —z, Vz € R.
Aratati ca:
a) f este bijectiva,
b) f nu este strict crescitoare;
¢) £(0) = 0.
2. Si se arate ci ecuatia z* 4+ 2016 = 3-y* nu are solutii in multimea numerelor
intregi.

3. Fie n un numar natural nenul. Aratati ca, pentru orice z € C, avem inega-
litatea
lz| + ]z =1+ ]z =2/ + -+ |z = (2n+1)| > (n+1)°.
Cand avem egalitate?

Subiect propus de: Prof. Gheorghe Boroica
Clasa a XI-a

1. Fie sirul (an)n>0 cu ap = a1 = 1 §i ant1 = /a2 + an—1, Vn > 1.
a) Ardtati cd sirul este crescator;

b) Calculati lim o

n—oco 1

2. a) Fie A, B € M2(R) asa incat det(A% + B?) =0 si AB = BA.
Demonstrati ca det A = det B.

b) Fie A, B € M2(R) astfel ca A- B = (57) ?,)
S se arate ci: (BA)® = 63BA — 8I,.

a b 0
3. Se considera matricea A = (0 a 0) € Mz (C).
c d a

Sa se calculeze A™, n € N*.

Subiect propus de: Cristian Bud, student UTCN
Prof. Gheorghe Boroica
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Clasa a XII-a

1. Fie f:R = Rcu f(z) + f3(x) + fo(z) =2, Ve € R.
Sa se arate ca functia f are primitive.
2. Se considerd multimea M = |f : R — R|f?(z) + f(x) —6 =0, Vz € R.
a) Determinati cardinalul multimii M.
b) Cate functii din M admit primitive?
3. Pe multimea G = (1, 2) se considera legea de compozitie interna
3xy —4x — 4y + 6
22y —3x — 3y +5°
a) Sa se arate ci legea este bine definita si sd se determine elementul sdu neutru.
b) Stiind cd (G, *) este grup, si se arate ci functia f : (1,2) — (0,00), f(z) =
2—x

T —

THY =

este izomorfism de la (G, *) la ((0, c0), -).

Caleulatic Sada 2 2016
c¢) Calculati: 3*3% 1% * 018

Subiect propus de: Prof. Nicolae Musuroia
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Concursul interjudetean de matematica

?ARGUMENT”
Baia Mare, 7-8 noiembrie 2014

In perioada 7-8 noiembrie 2014 s-a desfagurat la Baia Mare cea de-a sasea editie
a Concursului interjudetean de matematica ” Argument”. Organizatorii acestuia au
fost membrii catedrei de matematica a Colegiului National ”Gheorghe Sincai” din
localitate, in parteneriat cu Inspectoratul scolar Judetean Maramures. Cu aceasta
ocazie a fost lansat cel de-al saisprezecelea numér al revistei ” Argument”, editat
de catedra de matematica a colegiului gazda. Pregedintele concursului a fost gi de
aceasta data, domnul conferentiar Vasile Pop, de la Universitatea Tehnica din Cluj-
Napoca. La concurs au participat loturile colegiilor nationale: ” Andrei Mureganu”
Dej, ”Mihai Eminescu” Satu Mare, ” Alexandru Papiu Ilarian” Targu Mures, ”Silva-
nia” Zalau, ”Dragos Voda” Sighetu Marmatiei, ” Vasile Lucaciu” Baia Mare, ” Gheo-
rghe Sincai” Baia Mare, precum si elevi de gimnaziu de la gcolile reprezentative din
judet. Prezentam in continuare o selectie a subiectelor de la gimnaziu, pe cele de la
liceu si lista premiantilor. Subiectele de liceu au fost propuse de domnul conferentiar
universitar Vasile Pop.

Clasa a V-a

1. Fiecare varf al unui cub se eticheteaza cu cate un numar de la 1 la 8 si fiecare
fata se eticheteaza cu cate un numar de la 9 la 14.

a. Exista etichetari in care suma etichetelor celor trei varfuri vecine cu orice varf
sa fie aceeagi?

b. Exista etichetari in care suma etichetelor de pe cele trei fete care au cite un
varf comun sa fie aceeasgi?

Vasile Pop
2. a. Cate cifre de 7 are numérul A =3 +33+333 +---+333...37
N——r’

2014 cifre
b. Aflati numerele naturale n stiind c& intre n si 2n se afli exact 5 numere

naturale pare.
Clasa a VI-a

1. Pe o foaie de matematicd cu patratele sunt scrise numerele de la 1 la 121,
fiecare intr-un patratel. Sa se arate ca:
a. Existd un patrat de dimensiune 2 x 2, astfel ca suma celor patru numere aflata
in casutele lui sa fie cel mult 286.
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b. Existd un patrat de dimensiune 2 x 2 astfel ca suma celor patru numere aflata
in casutele lui sa fie cel putin 210.
Vasile Pop

2. Se dau punctele Ay, Aa,..., An, Apnt1, n € N*, n > 1000 coliniare i in
aceastd ordine, astfel incat Ay Ar+1 =2k —1cm, Vk € {1,2,...,n}.
a. Sa se calculeze lungimea segmentului A1 Ap41.
b. Aflati numarul punctelor, dintre cele date, care se afla la o distanta mai mare
de 90 cm de A; dar mai micd de 90 cm fata de Ajs

Meda Bojor
Clasa a VII-a

1. Fie a1, az,...,a2014 € {—1,01}, astfel incit a1 + a2 + - -+ + az014 = 1.
a. Calculati a?%'® + a201° + ... + o201

b. Determinati cite valori diferite poate lua suma S = a? + a2 + - - - + a%p14

2. Se considera patratele ABCD si DCEF iar exteriorul lor, triunghiurile echi-
laterale ABM si CEN.

a. Sa se arate ca DN L DM.

b. Sa se arate ca punctele M, B, N sunt coliniare.

c. Dacd AB = 10 cm, sa se calculeze suma ariilor: Agrn + AprLer + AamT,
unde {L} = DN N EC, {T} = DM N AB.

Clasa a VIII-a

1. a. Si se arate ci nu existd trei numere prime p, g, astfel ca p - q|(r® — 1),
q-r|(p* 1) sir-plg® - 1).
b. S# se determine numerele prime o, g, r, astfel ca p - ¢|(r* — 1), ¢-r|(p* — 1) i
4
replg” —1).
Vasile Pop

2. Un bloc in forma de cub este format din camere identice. Camera centrala este
inaccesibild. Decideti dacd urmatoarele afirmatii sunt adevirate sau false (justificati).
a. Pot fi impartite cele 26 de camere accesibile in 13 perechi de cate doua camere
vecine (cu un perete comun pe verticald sau orizontald)?
b. Poate cineva sa viziteze toate camerele accesibile, trecand o singura data prin
fiecare? (se poate trece din orice camerd vecini?).
Vasile Pop
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Clasa a IX-a

1. Varfurile unui cub trebuie etichetate folosind 8 valori distincte din multimea
{1,2,...,n} (n € N), astfel incat si se respecte urmatoarele reguli:

(1) suma etichetelor oriciror doud varfuri vecine trebuie si fie multiplu de 3;

(2) suma etichetelor vecinilor oricirui varf s fie multiplu de 3 (doud varfuri se
considerad vecine dacd sunt extremitatile aceleiasi laturi).

Sa se determine cel mai mic numar natural n pentru care o astfel de etichetare
este posibila, iar pentru valoarea miniméa determinata sa se dea un exemplu de o astfel
de etichetare.

2. Se considerd girurile de numere naturale (zn)n>0, (Yn)n>0 definite prin
relatiile de recurenta:
Tnt1 = 3Tn + 2Yn, Ynt1 = 42n + 3yYn, Vn 21, o =yo = L.

a. S& se arate ci 222 —y2 =1,Vn e N.
b. Sa se arate ca y, = [azn, \/i], Vn € N.

()= vem

unde prin {t} se noteazd partea fractionard a numérului real ¢.
a. Sa se arate ca ecuatia nu are solutii In multimea numerelor rationale.
b. Sa se determine o solutie a ecuatiei.

3. Se considera ecuatia

4. Fie S un semicerc obtinut dintr-un cerc de centru O gi raza 1.

a. Sa se arate ca, pentru orice numar par n > 2, exista pe S punctele distincte
X1, Xa, ..., X, astfel ca lungimea vectorului OX; + OX3+ - -+ 0OX,, sa fie mai mica
decat 1.

b. S& se arate ca pentru orice numar impar n > 3 si orice n puncte distincte
Y1,Ys, ..., Y, pe S, lungimea vectorului OY; + OY3 + - - - + OY,, este mai mare decat
1.

Clasa a X-a

1. Se considera functia
fR=R, f(x) ={z}—[z], VxzeR

unde {z} si [z] noteazd partea fractionard, respectiv partea intreagd a numéarului real
x.

a. Sa se arate ca functia f este bijectiva si sa se determine functia inversa.

b. Sa se determine valorile lui a € R pentru care functia

go :R—2 R, go(z) =a{z} —[z], VzeR
este bijectiva.
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2. Sa se determine toate functiile f : R — R care verifica relatia:

fE = fy"Y =@ 2"y oy Y (f(2) - f(),

pentru orice z,y € R, unde n > 1 este un numar natural fixat.

3. Pentru orice numere pozitive x1, 2, ..., x10 consideram suma
T1 + Z2 4 T9 + Z10 )
1 +x2 T2+ T3 Tog + X110 Tio + T1
a. S se arate cd 1 < S(z1,w2,...,210) < 9.
b. S& se determine intervalul de lungime minima (a,b) C (0, 00) cu proprietatea
a < S(x1,x2,...,%10) < b, pentru orice numere pozitive 1, x2,...,Z10.

5(1‘171‘2,. . .,xm) =

4. Sa se determine numarul de regiuni in care impart planul cele sase drepte ce
unesc cate doua varfuri ale unui patrulater convex.

Clasa a XI-a

1. Fie n,k numere naturale astfel incat 1 < k < n gi fie multimea A =
{1,2,...,n}. Sa se determine cate dintre submultimile lui A cu k elemente contin cel
putin doud numere consecutive.

2. S se arate c8 pentru orice numér a € C existd doud matrice B,C € M2(C),
ambele avand valorile proprii A1 = 1 si A2 = —1, astfel incat matricea A = B+ C sa
aiba valorile proprii a si —a.

3. Fie S multimea tuturor girurilor de numere complexe (an)n>o ce verificd
proprietatea de recurenta:
ant1 € {(1 —€)an +can—1, (1 —&)an +Zan-1},Yn > 1,
—1+iV3
a. Sa se arate ca multimea termenilor tuturor sirurilor din S formeaza o retea
plana de hexagoane regulate de latura 1 in planul complex.

b. S& se determine toate numerele naturale N, pentru care exista un sir (bn)n>0
din S, astfel incat by = 0.

ap =0,a; =1, unde € =

4. Se considera sirul de numere reale (zn)n,>0 definit recurent prin

xn+1:L, VneN,
{zn}

unde Prin {¢} se noteaza partea fractionard a numarului real ¢.

a. S& se arate cd sirul (zn)n>0 este corect definit dacd si numai dacd xo este
numar irational.

b. S& se arate cii, pentru orice valoare a lui o, sirul (,)n>0 nu poate fi strict
descrescator.

c. Sa se arate cd, dacd sirul (. )n>0 este strict crescitor, atunci este nemarginit.

47



Argument 1 /

Clasa a XII-a

1. Fie f : [0,1] — R o functie care admite o primitivdi F' cu proprietatile
F(0)=0si F(1)=1.
a. S& se arate cd existd ¢ € (0,1) astfel ca F((c) =1 —c.
b. Sa se arate c& existd «, 8 € (0,1), a # 3, astfel ca f(«) - f(B) = 1.
2. Fie A o multime nevida gi x : Ax A — A o lege de compozitie cu proprietatea
ca, dacd x,y,z € Agi x xy = z, atunci x x z = y.
a. S& se arate cd, pentru orice a € A, functia fo : A — A, fo(x) = a * x este
bijectiva.
b. Daca existd element neutru, atunci sa se arate céd orice element din A este
inversabil.
3. Fie A o multime finitd, nevida si f : A X A — A o lege de comporzitie
asociativa:
flay)=z*y, =zy€cA
Sa se arate ca, pentru orice numar natural £ > 2, exista un element ax € A, astfel ca

—_—
(ar)¥ = ay. (S-anotat a* =G *ax*---*xa).
k ori

4. a. Sa se determine toate functiile continue f : R — R care verifica relatia:
2f2z+1) = f(z)+ 3z, VzeR

b. Dati un exemplu de functie discontinua f : R — R care verifica relatia de mai
sus.

Premiantii concursului ” Argument”, editia a VI-a

Clasa a V-a
Premiul I. Hosu Iulia (C.N. ”Dragog Vodd” Sighetu Marmatiei), Zlamparet George
(C.N. ”Gheorghe Sincai”), Iliutd Filip (C.N. ”Gheorghe Sincai”).

Premiul al II-lea. Robu Raluca (C.N. ”Vasile Lucaciu”), Lazea Darius (C.N.
”Gheorghe Sincai”), Cozmuta Tudor (Sc. Gim. ”Nicolae Iorga”).

Premiul al ITI-lea. Videan Catdlin (C.N. ”Gheorghe Sincai”), Stirbu Silvia (C.N.
”Vasile Lucaciu”), Mercea Corina (Sc. Gim. ”George Cosbuc”), Seu David (Sc. Gim.
”George Cogbuc”).

Clasa a VI-a

Premiul I. Talpos Carina (Sc. Gim. ”Nicoale lorga”), Zaharie Oana (Sc. Gim.
”Nicoale Torga”).
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Premiul al II-lea. Cionte Sergiu (C.N. ”Gheorghe Sincai”), Treista Georgiana
(C.N. "Dragos Vod&” Sighetu Marmadiei).

Premiul al ITI-lea. Turda Raul (C.N.”Gheorghe Sincai”), Lazar Laurentiu (C.N.
”Dragos Voda” Sighetu Marmatiei).

Clasa a VII-a

Premiul I. Robu Viad (Sc. Gim. ”Nicolae lorga”), Pop Calin (Sc. Gim. ”Nicolae
Torga”).

Premiul al Il-lea. Boroica Adrian (C.N. ”Gheorghe Sincai”), Ilies Iulia (C.N.
”Gheorghe Sincai”), Francioli Daria (C.N. ”Vasile Lucaciu”), Roman Ioana (C.N.
”Mihai Eminescu” Satu Mare).

Premiul al ITI-lea. Becsi Paul (C.N. ”Gheorghe Sincai”), Moldovan Nicolae (Sc.
Gim. ”George Cogbuc”).

Clasa a VIII-a

Premiul I. Zelina Paul (C.N. ”Vasile Lucaciu”).

Premiul al II-lea. Matei Bledea Alexandru (C.N.” Gheorghe Sincai”), Mercea loana
(C.N. ”Gheorghe Sincai”).

Premiul al ITI-lea. Cotdrlan Codrin (C.N. ”Dragos Voda” Sighetu Marmatiei),
Tomoiagd Radu (Sc. Gim. ”George Cogbuc” Sighetu Marmatiei), Stepan Dacian
(Sc. Gim. ”George Cogbuc” Sighetu Marmatiei).

Clasa a IX-a
Premiul I. Tdmaian Andrei (C.N.”Gheorghe Sincai”), Tenie Andra (C.N.” Alexan-

dru Papiu Ilarian” Tg. Mures).

Premiul al II-lea. Lucaciu Sergiu (C.N. ”Gheorghe Sincai”), Pop Viad (C.N.
”Gheorghe Sincai”).

Premiul al IIT-lea. Maries Maria (C.N. ”Gheorghe Sincai”).
Clasa a X-a.

Premiul I. Buna-Mdrginean Alex (C.N. ”Alexandru Papiu Ilarian” Tg. Mures),
Zelina Mihai (C.N. ”Vasile Lucaciu”).
Premiul al IT-lea. Santejudean Tudor (C.N.”Gheorghe Sincai”).

Premiul al III-lea. Nicusor Andrei (C.N.” Alexandru Papiu Ilarian” Tg. Mures),
Oprea Maria (C.N.” Alexandru Papiu Ilarian” Tg. Mures).
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Clasa a XI-a

Premiul I. Sabdu Viad (C.N. ” Alexandru Papiu Ilarian” Tg. Mures).

Premiul al II-lea. Butnar Adrian (C.N. ”Gheorghe Sincai”), Cotan Paul (C.N.
”Gheorghe Sincai”).

Premiul al III-lea. Georgescu Sabina (C.N.”?Unirea” Tg. Mures).
Clasa a XII-a

Premiul 1. Moldovan Bogdan (L.T.”Onisifor Ghibu” Cluj-Napoca).

Premiul al II-lea. Bud Cristian (C.N. ”Gheorghe Sincai”), Serban Stefana (L.T.
”Petru Maior” Reghin), Gotha Gintter (L.T. ”Nemeth Laszlo”).

Premiul al ITI-lea. Bura Lucia (C.N. ”Mihai Eminescu” Satu Mare).
Marele premiu ”Dumitru Anghelutd”, pentru cel mai mare punctaj obtinut in
concurs dintre elevii de liceu, instituit in memoria marelui profesor de matematica al

Colegiului National ” Gheorghe Sincai” Baia Mare, a fost castigat de elevul Moldovan
Bogdan de la L.T. ” Onisifor Ghibu” Cluj-Napoca.
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Concursul ”Gheorghe Sincai”
pentru micii matematicieni, 2015

1. Consideram numerele a, b si ¢ determinate de:
a=204—-3[(57—-60:4x2)x3-210:7]
5% [326 — b x (54 : 9)] 4+ 865 = 2015
iar c este egal cu diferenta dintre cel mai mare numar natural de trei cifre distincte
si cel mai mic numar natural impar de trei cifre.

a) Calculati cele trei numere.
b) Aratati ca restul Impartirii numéarului c la b este egal cu suma cifrelor numarului

2. La impartirea a doua numere naturale nenule, catul este de 18 ori mai mic
decat diferenta dintre deimpartit si rest, iar iImpartitorul de 3 ori mai mare decat
catul.

a) Care este catul impdartirii?
b) Daci, in plus, restul este mai mare decat 15, si se determine numerele initiale.

3. Se considera urmatorul sir de numere: 0, 5, 10, 15, 20, 25,... si sirul cores-
punzator sumelor cifrelor numerelor din primul sir: 0, 5, 1, 6, 2, 7,...
a) Calculati suma primilor 20 de termeni din primul gir.
b) Ar#itati cd numerele 4, 8, 9, 10 si 2015 se afld in al doilea gir.
c¢) Care este primul numér din primul sir cu suma cifrelor 277 (justificati raspunsul).

Subiectul a fost propus de: Prof. Florin Bojor
Prof. Gheorghe Boroica

Nota. La concurs au participat aproximativ 100 de elevi de clasa a IV-a de la
scolile generale din Baia Mare.

Premiul I. Birig Marc (Sc. Gim. ”Nichita Stdnescu”, inv. Pop Luminita), Muntean
Tudor (Sc. Gim. ”Nicolae Iorga”, inv. Covaciu Viorica), Rus Tudor (Sc. Gim.
”Nicolae Iorga”, inv. Tarta Diana).

Premiul al II-lea. Tiut Cristian (Sc. Gim. ”George Cogbuc”, inv. Dragos Maria).

Premiul al ITI-lea. Marchis Marcus (Sc. Gim. ”Dimitrie Cantemir”, inv. Birle
Delia), Ghete Ruzandra (Sc. Gim. ”Avram Iancu”, inv. Coza loana).
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Olimpiada de matematica
etapa locala - 28 februarie 2015

Clasa a IX-a
1. Rezolvati in R ecuatia [z* — 4z + 4] = [-22° 4 8z — 6].

2. Fie z,y, z € (0,00) cu proprietatea zy,yz, zx < 1
a) Determinati m € (0, 00) maxim pentru care
(1+a2)(1+y%)
24+ a2 +y2
b) Demonstrati inegalitatea
(1+29)(1+y*) (420 +2")  (1+y°)(1+27)
2+ 2% +y? 2+ 22 + 22 2+ y? + 22
> 3+ay+zz+yz
- 2

> m(l+zy), Va,y € (0,00), cu zy < 1.

, Va,y,z € (0,00).

3. Fie sirul (zn)n>0 de numere reale, cu proprietatea c& Tntm + Tn-m = T3n
pentru orice numere naturale n i m cu n > m. Sa se determine x2015.
Gazeta Matematica nr. 10/2014

4. Pe laturile AB, BC,CD, DA ale paralelogramului ABC D se considera punc-

tele M, N, P, tfel 1 AtAM lCN or AQ
ele , 1V, ,Qabelnca m—,ﬁ— ,ﬁ—m,@

si zﬁ’)—l— Xﬁ + C@ + E]\? = 6> Aratati ca dreptele QN, PM si AC sunt concurente.

=p,unde l,k,m,p >0

Subiectele au fost propuse si selectate de:
Prof. Farcas Natalia, Colegiul National ” Vasile Lucaciu” Baia Mare
Prof. Pop Radu, Liceul Teoretic Sanitar Baia Mare

Clasa a X-a

1. Fie A C R cu cel putin doua elemente gi functia f: A — A astfel incat
Ve e A (fof)(x)=2016- f(zx) — 2015x.

a) Sa se demonstreze cd f nu poate fi strict descrescatoare.
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b) Dacd A =R, sa se arate cd existd o infinitate de functii bijective care verifica
relatia din enunt,.
c¢) Si se determine f, daci A este finité.

2. Si se arate cii 2016982015 2014 9141082016 2017
Traian Covaciu

3. Sa se demonstreze ca daca a > 0, a # 1, atunci exista o infinitate de perechi
de numere reale strict pozitive (z,y) astfel incat:

a) log, (x +y) = log, = + log, y.

b) log, (z +y) = (log, ) - (log, ).

Dana Heuberger

4. Fie O si H centrul cercului circumscris, respectiv ortocentrul triunghiului
ABC'. Demonstrati ca, daca HA = OA si HB = OB, atunci HC = OC.

Lucian Dragomsr, S.L14.337, G.M. 12/2014

Subiectele au fost selectate si prelucrate de:
Prof. Dana Heuberger, C.N. ”Gheorghe Sincai” Baia Mare
Prof. Traian Covaciu, C.N. ”Vasile Lucaciu” Baia Mare

Clasa a XI-a

1 00
1. Se considerd matricea A = (1 1 0> € M3(R).
0 0 1
a) S# se determine a,b € R astfel incat A2 =a-A+b- I5.
b) Sa se arate ca det(A™ —nA) #0,VneN, n > 2.

2. Sirurile (Zn)n>0 $i (Yn)n>0 de numere reale sunt definite prin zo = yo = 1 si

Tn+1 1 (3 5) Tn
== , VneN.
<yn+l> 2\1 3 Yn
a) Sa se arate ¢ Tp+1 — 3Tn+1 + Tn =0 8l Ynt2 — 3Ynt1 +yn =0, Vn € N.

b) Sa se demonstreze cd ecuatiile z? — by? = —4 are o infinitate de solutii in
7 X 7.

3. Fie A, B € M3(Q) astfel incat det(A) = 1.

a) S& se demonstreze c& 3b,c,d € Q astfel incat det(B +zA) = z° +ba’* +cx +d,
Vz eR.

b) Dacs det(B+v/2A) = 0, demonstrati c& Izo € Q astfel incat det(B+z0A) = 0.
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2
xn +1
4. Se considera sirul (2, )n>1 definit prin 1 =a > 1 §i &ny1 =

,Vn > 1.

n
a) Sa se demonstreze ci sirul (z,)n>1 este divergent.

Tn n
b) S& se calculeze lim ( +1> .

n—oo In

Subiectele au fost propuse si selectate de:

Prof. Petrutiu Crina, C.N. ”Gheorghe Sincai” Baia Mare
Prof. Boroica Gheorghe, C.N. ”Gheorghe Sincai” Baia Mare
Prof. Bojor Florin, C.N. ”Gheorghe Sincai” Baia Mare

Clasa a XII-a

20y — 3z — 3y + 6

xy—2x—2y+5 "

a) Ardtati cd G este parte stabild in raport cu *.

b) Presupunand c& (G, ) este grup abelian, ardtati ca (G, x) = (R%, ).

% * 33 in?_3
2n2 —1

R.M.T. 1/2015 (Enunt modificat)

1. Pentru z,y € G(1,3) definim z xy =

c¢) Dacan € N, n > 2, calculati E,, =

2. Fie (G,-) un grup si multimea Z(G) = {z € G |2y = yz,Vy € G}. Daca
z? = e, pentru orice x € G — Z(G), atunci G este comutativ.

Gazeta Matematica nr. 12/2014

3. Sa se determine primitiva F' a functiei
f: (727%) %Ra f(ZE)

1+\/§ln(\/§—1)
5 .

sinx
1+sin2z’

cu proprietatea F(0) =

Gheorghe Széllosy

4. S4 se determine functiile f : R — R derivabile, cu f(0) # 0, care verific&

T

| =5 @+ o). vacr

Subiectele au fost selectate gi prelucrate de:

Prof. Pop Vesel Floare, L.T. ”Bogdan Voda”, Viseu de Sus

Prof. Gherasin Gheorghe, L.T. ”Regele Ferdinand”, Sighetu Marmatiei
Prof. Giurgi Vasile, C.N. ”Dragos Voda, Sighetu Marmatiei
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Rezolvarea problemelor din numarul anterior

Clasa a IX-a

1. Daci m € R}, n € R, m > |n| atunci, in orice triunghi cu notatiile uzuale,
are loc inegalitatea

a + b + c S 2s
mhe +nr  mhy +nr - mhe+nr — B3m+n)r’

D. M. Batinetu-Giurgiu
Solutie. Avem:
U= 3 e = 2 e = 3
o mhq +nr mahg + nar 2F m + nar
cyclic cyclic

unde F' este aria triunghiului. Conform inegalitatii lui Bergstrom rezulta ca:

2
> o)
U > (cyclic o (a =+ b + 6)2 _ 45‘2
= Y (2mF +nar) 6mF +nr(a+b+c) 6mF +2nsr’

cyclic

unde s = semiperimetrul. Din F' = sr gasim

42 2s 2s

> = = .
~ 6msr+2nsr  3mr+nr  (3m+n)r

2. Dacd a,b,x,y,z € R, atunci

22 y?
+
(ay+b2)2z+y+2) (az+bx)(2y+ 2+ x)
22 3

> .
+(aar: +boy)2z+xz+y) — 4(a+bd)
D. M. Batinetu-Giurgiu
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Solutie. Avem:
2

W= Z (ay +bz)2z 4+ y + 2) -

cyclic

T Berg;trf)m
"§:(w+w@«w+y+d+wWy+w) -

cyclic
< (z+y+2) _
= > ((ay +bx)(z +y + 2) + x(ay + bz))

cyclic

(z+y+2)” (1)
(@ +b)(z+y+2)+ (a+b)(zy +yz + 2x)

Deoarece (z +y + 2) > 3(xy +yz + 2z), V,y, 2, € R, rezultd din (1) ci

(z+y+2)° 3

(a+b)(z+y+2)+ 2L (z+y+2)2 4la+b)
3. Dacd a,b,z,y,z € R}, atunci

x%y? Y222 22 x? 3xyz
ar+by ay+bz az+br " a+b’

D. M. Batinetu- Giurgiu
Solutie. Avem:

2,2 2,2
%y 7Yz ry
Z ax + by Z axz + byz Ty Z axrz + byz ™)

cyclic cyclic

cyclic
si notam u = zy, v = yz, w = zx. Atunci

2

u u Bergstrom
W =xyz — =Yz _ >
Y Z aw + bv Y Z auw + buv -

cyclic cyclic

(u4v+w)? (u4v+w)?

>y = Yz =
> (auw + bvw) a(uw+vu+wv) + blvw+wu+uv)
cyclic
(u 4 v+ w)?
= 2

vy (a+b)(uv + vw + wu) )

Deoarece (u +v +w)? > 3(uwv + vw + wu), Yu,v,w € RY, obtinem

3(uv +vw +wu)  3xyz
(a+b)(uv+vw+wu) a+b’

W > xyz
Avem egalitate & = =y = z.
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4. Daca a,b,c sunt lungimile laturilor unut triunghi, sa se calculeze partea
a b c

- + :
V22 Ve +a? VaZ+ b2

intreaga a numarului £ =

Meda Bojor

Solutie. Daci triunghiul este ascutitunghic sau dreptunghic, avem ci a® < b? + 2,
b2 < c?+a?, ® < b% + a?, unde cel putin doud dintre inegalitiiti sunt stricte. Atunci
se obtine F < 3.

Daca triunghiul este obtuzunghic, putem presupune ca cea mai mare latura este a si
avem a > b > c¢. Atunci

b c b+ec
+ < <2 1
Veit+a? Va2 402 V2T )

Dara<b4c=ad’ < (b+c) =

a b2 + 2bc + c2 \/ 2bc
=414+ 2 2
\/b2+02<\/ b2 + c? * c <V2 @

Din relatiile (1) si (2) rezultd E < 2v/2 < 3. In consecinti, pentru orice triunghi
avem £ < 3. Vom demonstra cd E > 2. Pentru aceasta fie s > 0, astfel incat
b
s

a c
a?+ b+ =5 sivomnota —=x, — =y, — =2z Atunciz® + 9> + 22 =14i
s s

Y T z

T z Y
E= + + = + + .
\/y2+22 V22422 \/a:Q—I—yQ V1—z2 \/1—y2 V1=22

X
Dar —— > 222 & 1 > 42%(1 — 2°) < (222 — 1)? > 0. Aplicind inegalitatea
N > ( ) & ( ) 2> p g

anterioars pentru fiecare fractie, rezultsy E > 2(z? + y? + 2?) = 2. Atunci [E] = 2.

T =

5. FiiM un punct in planul triunghivlui ABC' astfel incat a - AM + ¢- BM +
b-CM = 0, unde BC = a, AC =b st AB = ¢, gi notam cu G centrul de greutate
al triunghiului ABC. Sa se demonstreze ca MG| BC dacd si numai dacd lungimile

laturilor AB, BC, AC sunt trei numere in progresie aritmeticd.
Meda Bojor

— cﬁ—i—bz@

Solutie. Din ipoteza avem ca AM = , atunci
a+b+c
m:ﬁ_m: E-‘rﬁ_cﬁ-‘rbﬁ
3 a+b+c
(a—i—b—QC)ﬁ—l—(a—Qb—i—c)@
N a+b+c ’
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b+c
=4

Dar%:fﬁ+ﬁ, atunci MG||BC < a+b—2c=—-a+2b—c&a= 3

AB, BC,C A sunt in progresie aritmetica.

6. Fie a,b,c € R astfel incit a® + 2b%> — 2ab + ac — 2bc < 0. Sd se arate cd
c? > max{a®;ac}.

Gheorghe Boroica

Solutie. Din ipotezd avem ci (a — b)? 4 (b — ¢)® + ac — ¢* < 0, deci
ac< ¢ (1)
Inmultind cu (2) relatia din ipotezi, obtinem
2a” +4b° — dab+2ac —4bc < 0 (a —2b+¢)’ 4+ a® — ¢ <0,
deci
a® < (2)
Din (1) si (2) deducem concluzia.
7. Fiea>4 sib>1. Sa se arate ca
(2 =4z +a)(y® =2y +b)(2* + 22+ b)(t* + 4t +a) >
>16(a — 4)(b — Dzyzt, Vz,y,z,t>0.

Gheorghe Boroica

Solutie. impért;ind cu xyzt, inegalitatea se scrie:

b b
(v+2-1) (y+,_2> (z+7+2) (t+2+4) >
T Y 1 t
>16(a—4)(b—1), Vz,y,z,t > 0.

a a
Deoarece x + — > 2v/a, Va > 0, cu egalitate pentru z = — si analoagele, notand cu
T

FE membrul stgng al inegalitatii de demonstrat, avem:
E > (2Va - 4) (2\/572) (2\/5+2) (2va+4) =
=16(a —4)(b —1).
Avem egalitate in inegalitatea de demonstrat dacd z = /a, y = Vb, z = Vbsit = a.

8. Sa se determine termenul general al girului (an)n>o0 definit de ap =0 gi

4
an+1:gan+§ a%+4, Vn € N.

Gheorghe Boroica
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Solutie. A ) ~0 B 5 4 5 4_40 4 10_80
olutie. Avem: ag = ,al—g,ag §a1+3 ai + _§+§ E—j

o]

1
Demonstram prin inductie ca a, = 3" — Zn Vn € N. Cum pentru n € {0,1,2}

1
afirmatia este adeviiratd, presupunand aj = 3% — 3% (k € N), avem:
i 4 /5 5(x 1 1y
o =gt gyai e =5 (3 - g) g (34 g) =
1
_ ok+1
=3 T gkt

deci afirmatia e adevarata si pentru k + 1.

27
9. Fie a,b,c >0 cu abc = g iar x € [—a,al, y € [=b,b], z € [—¢,c]. Ardtati

(a+2)b+y)(ct2)y/(a—2)(b—y)(c—2) <8,
In ce caz avem egalitate?

Gotha Giintter

Solutie. Consideram functia f : [—a,a] = R, f(z) = (a + z)v/a — z. Avem

< 43a < (a+ at) (a—z) < 3;?

=

flz) <

3 2 2 ba a\?2 5a
S a”+axr” —a x+§20<:>(w—§) (x+§)zo,

a
adevirat Vz € [—a,a], cu egahtate pentru x = 3

Deci r{lax =f ( g) \/ . Deducem ca
z€[—a,a]

(a+ x><b+y><c+z>¢<a—x><b— y)(c—2) <

da 27aﬁ 2b 4c % 64abc 8abc
3 3

<

ceea ce trebuia aratat.

a b c

Egalitatea are loc daca si numai daca z = 37 y = 3 z= 3

10. Fie p un numar natural impar. Sa se arate ca p este un numdr prim dacd
$t numai dacd ecuatia a+ (a+1)+-- -+ (a+n) = p admite exact o solutie tn N* x N*.

Gotha Giintter
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Solutie. Ecuatia din enunt este echivalenta cu
(2a+n)(n+1) =2p. (1)

Cazul p = 1 este evident. In cele ce urmeazi considerfm p>3.

Ipoteza. p este numar prim.
Cum a,n sunt nenule si 2a +n > n + 1, deducem cd n+ 1 = 2 gi 2a + n = p, adica

n=1ga= p% Asadar (1) admite o singurd solutie pe multimea numerelor

2

Ipotezd: existd exact o pereche (a,n) € N* x N* care verificd (1).
Atunci Ju,v € N, u, v numere impare, u > v > 3 astfel incat p = uv.
Deci (1) & (2a+n)(n+1) = 2uv. Observam ca perechile de numere naturale nenule

uv — 1 2u—v+1

(a,n) = ( 3 ,1) si (a,n) = <f,v — 1) verificd ecuatia.
Inseamni c# existd cel putin doua perechi de numere naturale nenule care verifica
(1), ceea ce este in contradictie cu ipoteza. Deducem cd p este numér prim.

-1
naturale nenule, si anume (a,n) = (L, 1).

11. Fie triunghiul ABC cu bisectoarele (AA’, (BB', (CC’, unde A" € BC,

= = =
B' € AC, C' € AB. Daca IA'+ 1B+ IC' = 0, sd se arate cd triunghiul ABC' este
echilateral.
Dana Heuberger

!

Solutie. Folosind teorema bisectoarei in triunghiul ABA’, obtinem I A" =

— bzﬁ—l—cﬁ

Apoi, deoarece avem AA" = e si relatiile analoage, ipoteza devine:
a(%ﬁ+iﬁ) +b(Lﬁ+Lﬁ) n
c
ot Ay @)

a+b+c

1
<:>ab(l7—|—c_Lz—l—c)ﬁ_|—ac(l)—|—c a+b)m+
1
+bc(a+c a—|—b)B?
abla — b a—c be(b — ¢) _
(b+c)(a+c AB+ a+b)R+(a+c)(a+b)(ﬁ+ﬁ)_

& (abla® — %) — bc(b - ﬁ + (ac(a® = ) 4 be(b® — cﬂ)ﬁ =
ab(a2—b2)—bc(b2—c2):0 a>—ac+cf - =0
ac(a® — )+ be(b® — ) =0 a?—ab+v*—c*=0
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Adunand si scazand relatiile precedente, deducem:
2a% —ac—ab=0 2a =b+c
ab—ac+2c¢2 -2 =0 alb—c)—2(b—c)(b+c)=0
Sa=b=c
12. Fie G centrul de greutate al patrulaterului ABCD. Notam cu A1, B1,C1D1
simetricele punctelor A, B, C respectiv D, fata de mijloacele segmentelor [CG], [DG],
[AG] respectiv [BG]. Sa se arate ca:
a) A1B1C1 D este paralelogram.
b) ABCD si A1B1C1D1 are acelasi centru de greutate.
Nicolae Musuroia

Solutie. Avem:
OA; = 0CG+0C - 04
OB; = 0CG + 0D - OB
OC; = 0G + 04 - OC
OD; = 0G + OB — OD

a) Din OA, + OC, = 20C i OB, + OD; = 20C rezulti ci OA, + OC; =

N
OB1 + ODs, deci A1 B1C1 D1 este paralelogram.

lO

b) OA1 + OB1 + OC1 + OD; = 40?\’7 deci OG; = O?, unde G1 = centrul de
greutate al paralelogramului A; B1C1D;.

13. Fie a,b,c,d > 0. Sa se arate cd

(a—b)(c+d) n (b—c)(a+d) (c—d)(a+b) (d—a)(b+c) >0
bla+ c+d) cla+b+d) d(a+b+c) alb+c+d) —

Nicolae Musuroia

Solutie. Trebuie demonstrat ca

<(afb)(c+d) +1) n ((b(c)(a+d) +1)+

bla+c+d) cla+b+d)
(c—d)(a+b) (d—a)(db+c)
(d(a+b+c) +1)+<a(b+c+d) +1)Z4

sau echivalent:
alb+c+d) blatc+d) cla+b+d)  dla+b+c)
blat+c+d) cla+b+d) dla+b+c) alb+c+ad)

(adevérat), din inegalitatea mediilor.

>4,
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14. Se da paralelogramul ABCD gi punctele M € (AB), N € (CM) astfel incat

AM N Sa se d t 1 tele B, N, D t colini dacd si
ik m, N n. Sd se demonstreze cd punctele B, N, D sunt coliniare dacd si
numai dacd m =mn — 1.

Adrian Pop

Solutie. Fie ﬁ =d; B? = ?

AM AB 1
Din o =m: M€ (AB) = —— —=m+1= MB=— AR
in B m; €( ):MB m+1= 1

— — 1 =

n 1 -
BN = — 2 " BD=-34+7
miDmrD C Tar1 B o
( D(n+1)

n 1

- L
@, b necoliniare

—
B, N, D coliniare < BN si ﬁ coliniare <~ =
(m+1)(n+1) n+1

m=mn—1.

2 s
15. Ardtati cd sina + cosa + ——— > 24+ /2, pentru orice o € {0, = ).
sin 2« 2

Mihai Vijdeluc, Vasile Ienutas

Solutie. Avem sina # 0, cosa # 0, sin? o + cos? a = 1, sin 2« = 2sin a cos a.
b 7 7

Adunam si scadem la inegalitatea de demonstrat ——=———, atunci avem:
2\/5 sin ar cos «

1 2 1

+ — -
2+/2sinacosa  sin22a 2+/2 sin o cos a
. 1 1 1
=sina + cosa + " — >
2\/§sinacosa SN (¢ Cos & 2\/§sinacoso¢

sina + cosa +

>332 /sinacosa ! + 1 (1_ 1 ) _

B 2v/2sinacosa sinacosa 2V/2

_33/ L Lo2v2-1_ 3 1 2/2-1 "
- V8 sinacosa 2y2 2 sinacosa 22

Am folosit inegalitatea mediilor. Avem

1
sin v cos «

(+)

. . . 1
1 =sin’ a + cos’ > 2sinacosa = sinacosa < 3 =
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Inlocuim inegalitatea (%) in (%) si obtinem

>i+22\/§—1:3\/§+2\/§—1:

2
sin2a ~ /2 2V/2 2 V2
V2, V2 s

2 2

sin a + cos a +

Clasa a X-a

1. Sa se arate cd dacd a,b € Ry, a+beRY, z,y,2z € (1,00), atunci
log, vy IOgy z log, x N 9
ax+by ay+bz az+br T (a+b)(z+y+2z)
D. M. Batinetu- Giurgiu

Solutie. Deoarece z,y,2 € (1,00) rezulta ca log, y, log, z,log, = € (0,00). Conform
inegalitatii mediilor avem

Zlogimy>33 log, y - log, z -log, x <
ar+by — (ax + by)(ay + bz)(az + bx) —

3 3
> > =
N f‘/(ax +by)(ay + bz)(az +bx) ~ (ax 4+ by) + (ay + bz) + (az + bx)
3
9

C(a+b)(z+y+z)

2. Se considerd ecuatia functionald f(f(z)) + 2f(z) = 3z, Vo € R, unde
fR—=R.
a) Sd se arate cd existd o functie descrescdtoare care verificd ecuatia anterioard.
b) Sd se determine toate functiile crescdatoare care verificd ecuatia datd.

Florin Bojor

Solutie. a) Se cautd solutii de forma f(z) = ax, a < 0 si se obtine f(z) = —3=z.

b) Fie f : R — R o functie crescitoare care verifici ecuatia datd. Pentru z = 0 se
obtine f(f(0))+2/(0) = 0. Daci f(0) > 0= f(f(0)) = f(0) > 0= f(f(0))+2f(0) >
0(F). Daca f(0) < 0 = f(f(0)) < f(0) < 0= f(f(0))+2f(0) < O(F). Prin
urmare f(0) = 0, si folosind monotonia functiei f avem ci f([0,00)) C [0,00) si
F((=00,0) = (=00, 0].

Inlocuind z := (f o fo---o f)(z) vom obtine
—_—

de n ori g

(fofo-of)(@)+2(fofo---of)(x)=3(fofo-of)(x) VeeR,
%/_/ ~ s ~

~ ~ v

de n+2 ori f de n+1 ori f de n ori f
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Pentru z € R fixat vom nota cu a, = (fo fo---o f)(z).
~—_——

de n ori
Atunci ecuatia functionala devine an+2 4 2an+1 :f 3an, care are ecuatia caracteristica
7% + 2r = 3 cu solutiile r; = 1, 72 = —3.
Prin urmare, a, = A(z) + B(z)(=3)", Vn € N, unde A(z), B(z) € R.
Daca z > 0, atunci an, > 0, Vn € N gi deoarece (—3)™ este neméarginit atat inferior
cat si superior, va rezulta cd B(z) =0 si A(z) =ap =z = f(z) =z, Vz > 0. Analog
se obtine f(z) = z, Va < 0, prin urmare f(z) = z, Vo € R, functie care verifica
conditiile cerute.

3. Determinati numerele complexe z1, 22, ..., zZn, stiind ca
n
1)(2 1
Z(*l)k-k‘zk:%-i
k=1

st lze| =k, Vk € {1,2,...,n}, unde n € N*.

Gheorghe Boroica

Solutie. Avem c& z, = k(costy + isinty), tx € [0,27) si atunci
n n
Z(fl)k kezp = 2:(71)’“162(cost;C + ¢ -sintg).
k=1 k=1
Folosind ipoteza deducem ca

< 1)(2n+1 S
S0 sinty = % &> ((=)fsinti—1) K =0 (1)
k=1 k=1
Deoarece (—1)¥sinty —1 < 0, Yk € T,n, vom obtine din (1) ci (—1)*sinty — 1 =0,
Vk € T,n, deci sinty = (=1)*, Vk € T,n. Atunci costy = 0, deci zx = (=1)* - k - 4,
Vk € 1,n, numere ce convin.

4. Sa se rezolve in R ecuatia
gt —20%—42"+32+3 +at 223 4z 4 2r+3=2"
Gheorghe Boroica
Solutie. Deoarece z* — 22> —4a? + 2243 = (2 +1)?(xz — 1)(z — 3), impértind ecuatia
cu 2% obtinem:
2@ @=DE@=3) 4 (1 4 1)%(z — 1)(z — 3)27° = 1.

Se observa cd = € {—1,1,3} convine. Pentru z € (1,3), membrul stang al ecuatiei
E < 2°40-27% = 1, iar pentru z € (—oo, —1)U(—1,1)U(3, 00) giisim c& E > 2°4-0 = 1.
Asadar, S = {-1;1;3}.
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5. Sa se arate ca daca patrulaterul ABCD este inscris in semicercul de diametru
[AD], atunci:

R(AB? + BC® + CD?) — AB - BC - CD = 4R?,

unde R este raza cercului circumscris.

Marian Cirstea

Solutie. Avemﬁ—zﬁJr%JrC@ Atunci
4R* = AD? = f@+ﬁ+@
— AB®> + BC? + CD? + 2AB - BC + 2AB - CD + 2BC - CD =
— AB® + BC? + CD? + 2AB(BC + CD) + 2BC - CD - cos BCD =
— AB® 4+ BC? +CD? + 2AB - BD — 2BC-CD - cos A —

AB

= AB? + BC®* + CD* —2BC - CD - SR

6. Fie f,g:[0,1] =R, f(z)=+/1—- /(1 —-2)z, g(x) =V1—z+ z.
Sd se arate cd max (f(z) + g(z)) = min f(z) + max g(x).
z€[0,1] z€[0,1] z€[0,1]

Gotha Giintter

Solutie. Aratam ca

min f(z) = f (1> — L max g(@) =g (l) =V2

z€[0,1]

si
max (/@) + 9(a)) = f (5)+9(3) = %
f()>—<:>1 v (1—2z)x % l—x)xgéﬁ(x—%)QZO,

1
adevarat. Egalitate are loc daca si numai daca x = 3

T l-z+ua
g < \/? & g(r) < /2. Egalitate are loc daci si numai daci 1 —x =

ma;f'rlnp
f(x)+g(m)§%®ﬁlfx+x/5§%— 1—/(1-oze
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Notam ¢t = /(1 — x)z si obtinem echivalent:

2
142t < (i—m—t) ©1+2t§9+1—t—3\/§- 1—¢
V2 2
3

2
4@)57152\/§~\/17t<:>t273t+§2272t4:>(tf%) > 0.

1 1 1\? 1
Egalitate are loc daca si numai daca t = 3 o —2’4r = 1 & (a:— 5) =0=>z= 3

Concluzia se impune.
7. Sd se rezolve in R ecuatia {27} = {27},
Dana Heuberger

Solutie. Notam cu (%) relatia din enunt. Observam ci toate numerele din multimea
S1 =NU (0, 1) sunt solutii.
Daci & € Z_, atunci 2% € (0,1) si (%) devine 2° = {2°} = 0, fals.
Daci = ¢ Z, atunci notdm [z] = k € Z si avem z € (k,k+ 1).
Relatia (x) devine:
2" = [27] + 2t —1 (1)
Pentru = < 0, avem 2% € (0,1) si (1) devine
27 =2l 1ol ol = (2)

Observam ci x € [—1,0) nu este o solutie a ecuatiei (2).
Pentru [z] = k < —2, notdm t = 1 — 2" i (2) devine

{x} = —log,(1 — 2F).
Deoarece k < —2, avem — log, (1 — 2¥) € (0,1) si obtinem

2k

k

x:k—10g2(1—2 ):logzﬁ
k

2
Asadar multimea Sg{ log,, 1T_oF keZ,k < 72} este solutie.

not

Pentruz > 1,z ¢Z, (1) & 2° =210 = [27] -1 2" t e N* & 20} (20) — 1) = ¢.
Asgadar,

t
2l — 1
Avem [z] = k > 1. Observam ca numarul k£ = 1 nu verifica (3).
Pentru k > 2, deoarece {z} € (0, 1), pentru ca relatia (3) si fie adevirata, trebuie si
avem

2f=} = (3)

1< <2ete (2" —1,2""" —2)nN".

t
2k —1
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Deoarece lungimea intervalului precedent este egald cu 28 —1 > 1, deducem c# exist&
numere naturale ¢ In acesta.
Din (3) deducem cé multimea

Sg:{k+log2 keI\Lk227te(2k—172k“—2)ﬂN*}

_t
2k — 1
este solutie.

Solutia ecuatiei este multimea S = 51 U Se U Ss.

T
8. Fie triunghiul ABC inscris in cercul C(O, R), cu unghiurile A, B,C € (Z’ 5) .

Definim punctele A, A1, Ba $i Bz astfel: A’ este piciorul indltimii din A, {A1} =
(AA'NC(OR), {Bs} = ABN A,C si {Bs} = A’Bo N AC. In mod analog se definesc
punctele Cs gi As. Sa se arate ca dreptele AAs, BBs si CC3 nu sunt concurente.

Dana Heuberger

T
Solutie. Sa observam ca, din conditia B € ( 7>, rezulta ca dreptele AB gi A1C

4’2

sunt concurente.

B,

Notam, ca de obicei, cu a,b, ¢ respectiv lungimile laturilor BC, C A, AB ale triun-
ghiului. Aplicand teorema sinusurilor in triunghiul AA;C, obtinem:

A1C =2R-cosC.

Aplicand teorema sinusurilor in AAB>C, obtinem:

AB> b

sn (c+3- 5] _sin<3_<g_ ))

67




Argument 1 /

. . AB b-cos(C — B)
SLApoL APz = T s2B
Aplicand teorema sinusurilor in ABB>C', obtinem:
BBQ o a
T N T
sin (2— ) sin (B— (2— >>
. . BB, — a-cos B
SLAPOL BB = T 2B
A . . . . A1 B> AB> .
Aplicand teorema sinusurilor in AAA; Bi, obtinem: = — si
T sin(m— B)
sin (5 - B)

apoi

ABz-cosB _ b-cos(C —B)cosB _ 2R-cos(C — B)cosB
sinB cos2B-sinB cos 2B

Folosind teorema lui Ceva in AAB>C, rezulta:

BgA o AlBQ C C COS(C — B)

A1By =

BsC ~ AC BB, a  cosC
analog obtinem:
C3B _a cos(A—-C)

CsA b cosA

. AsC b cos(B—A)
th AsB ¢ cos B
gl numai daca:

cos(C — B) cos(A — C)cos(B — A) =cos A -cos B -cosC (1)

. Rezulta ca dreptele AAs, BB3, C'C3 sunt concurente daca

™ 0
Datorita simetriei, putem considera 1 <A<B<C< 3
Atunci,

cos(C' —A) >cosA >0
cos(B—C) > cosC >0
cos(A — B) > cos B > 0.

inmul‘gind membru cu membru relatiile precedente, obtinem o contradictie cu (1).
Asadar dreptele AAs, BB3, C'Cs nu sunt concurente.

9. Fie a = cos g—l—ising si triunghiul ABC'. Definim punctele M si Ao astfel
incat A gi M sunt in acelagi semiplan de frontiera BC, A si Ao sunt in semiplane
opuse de frontiera BC' gi triunghiurile BCM si BC Ao sunt echilaterale. Analog
se definesc punctele N si Bo si apoi punctele P gi Cy. Fie C1 = TCO%(M) (Ch
este imaginea lui M prin rotatia de centru Co si de unghi %), A1 = rAO’%(N) $t
Bi =rp,,z(P). S se arate ca:
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a) ANA1B:1C1 ~ AABC < AABC este echilateral.
b) ACy = BM, BA = ON si CBy = AP.
C) ACl =+ BA1 =+ CBl =

Dana Heuberger
Solutie.

o

G

4,
a) Se cunoagte urmatoarea

Lemd&. Intr-un reper cartezian oarecare, notam cu literele mici corespunzatoare
afizele varfurilor triunghiurilor ABC si MNP, la fel orientate. Atunci,

AABC ~ AMNP < m(b—c) +n(c—a)+pla—b) =0.

Intr-un reper cartezian oarecare, notam cu literele mici corespunzétoare afixele
punctelor din problema.
Avem m =b+ a(c—10b), co = b+ ala —b), c1 = co + a(m — co).
Obtinem ¢; = b+ afa —b) + a*(c—a) si a1 = c+a(b —c) +a*(a—b), by =
a+a(c—a)+ab—c).
Apoi

ar(b—c) + bi(c—a) + c1(a—b) = —(a®+ b*> 4+ ¢® — ab — be — ca)(a—1)?
Folosind Lema, deducem ca
AA1BiCy ~ AABC & a® +b° +¢® — ab—be — ca = 0 & AABC

echilateral.
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ca—a — —
b) Obtinem ;b = «a, deci AC1 = rz (BM), de unde rezulta ca AC1 = BM.
m—
Analog se deduce ca BA1 = CN si CB; = AP.

¢) Deoarece A_C; = r%(ﬁ), BA1 =r2x (CTZl) $i CB1 =72z (@), deducem c&

3 3
AC| + BA, +CB) = ra; (BC + CA+ AB) =2 (7) = 0.

3

10. Care este cel mai mic numar intreg care se poate scrie sub forma
2 2 2
4y +z2—xy—yz—zr—— — — — — ,
x
unde x,y, z sunt anumite numere naturale nenule? Dar cel mai mare?

Cristinel Mortici
Solutie. Solutia este tmin = —3, tmax = 12. Important este ca rezulta:
1 1 1
-+-4+-€eN
r Yy z

Solutiile (z,y, z) ale acestei apartenente sunt: (2,3,6),(2,4,4),(1,2,2),(1,1,1).
Valorile lui ¢ corespunzatoare din egalitatea

t=z"+y +z —xy—yzr—zxr—— — — — —
T Yy oz
sunt respectiv: 12, -3, —1,3.
Rezulta concluzia.
11. Fie z1,22,23 € C cu|z1| = |z2] = |z3| =1, 21+ 22+ 23 =1 i 444 =
1. Sd se arate cd, pentru orice n € N, numerele 2", 23" 1 22" sunt afivele

varfurilor unui triunghi dreptunghic.

Nicolae Musuroia

Solutie. (21 + 22 4+ 23)% = 25 + 25 + 25 +3(21 + 22) (22 + 23) (23 + 21).

Din ipotezd rezultd 0 = 3(z1 + 22)(22 + 23)(23 + z1). Atunci z1 = —z2 sau z2 = —=z3,
sau zz = —21.

Fie 21 = —z2. Atunci 27"t 4 257! 4 220 = 227+ n e N
Rezulta:

2n+1 2n+1 2n+1
|zlnJr + 23" gt | =1,

adics 27"t 227 22"+ qunt afixele varfurilor unui triunghi dreptunghic.

12. Fie z1,22,...,25 €C" cu |z1] = |22| = = |z5], 21+ 22+ 23+ 24+ 25 =0

S 3., .3 .3, .3, .3

st 27 + 25 + 25+ 25+ 25 =0.
Sa se arate ca z1, 22, . .., 25 sunt afizele varfurilor unui pentagon regulat.

Nicolae Musuroia
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Solutie. z1, z2,..., 25 sunt solutiile ecuatiei
P — ottt oot — o3t  +out —o5 =0 (1)
Fie |z1| = |z2]| = -+ = |z5| = 0. Cu formulele lui Newton, ipoteza se scrie: o1 = s1 =
s3 = 0. Atunci:
- 1 1 1 o4-T
0:7«’1+22+"~+2’5:T(f+*+"'+*) =—.
z1 Z2 zZ5 05

Deci 04 = 0.
0 =53 =0152 — 02581 + 303 = 03 = 0.

1 1
Atunci: 212023+ -+ 232425 = 0 = 0 = r3( + - 4+ ) =
212223 232425

g2
=r3. 2= 0, =0.

g5
Ecuatia (1) devine: t° — o5 = 0, deci z1,22,...,25 sunt radicinile de ordin 5 ale
unui numéar complex nenul. Prin urmare, z1,22,...,25 sunt afixele varfurilor unui

pentagon regulat.
13. Fie n € N* un numar fixat si functiile f, g : R — R astfel incdt
glx)=z+a> +a2°+. . 425!
iar functia f are proprietatea
fe+2>+2°+- - 42" H <z
< @)+ (F@)° + (f@)” + -+ (f(2)" 7, Ve eR.

Demonstrati ca functiile f si g sunt bijective.

Adrian Pop
Solutie. Se verifica imediat ca g este bijectiva, deci inversabila.
Din relatia f(g(x)) < z, Va € R rezulta
fFH) <g7' (1), VIER (1)

Din = < g(f(z)) si g~ strict crescitoare, rezulta
97 () < fz), Vz €R. (2)
Din (1) si (2) rezultd f(z) < g7 '(z) < f(z), Vo € R, deci f = g~', care este bijectie.

14. Sa se arate ca in orice triunghi ABC avem:

1 1
<
mZ +mi+m2 ~ 3,38

notatiile fiind cele cunoscute.
Mihai Vigdeluc
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Solutie. Stim ¢4 ma, mp,me pot fi laturile unui triunghi A’B’C’, cu
3
S'=Sapor = ZS' Mai gtim c& in orice triunghi ABC are loc:

a®+ b+ > 4V38 (1)
Aplic#m (1) pentru triunghiul A’B'C":
me +mp +mg > 4V35,
dar
1 1

3
< .
mi+mi+mZ ~ 338

§'= 1S = mitmi+ms > 4V3 2523\/55;‘

15. Se considerd numerele complexe z1, = x1, + iyx, k = 1,2. Ardtati cd
V2
Vat+us+ oyt = 22 (laf +|l).

Mihai Vijdeluc

Solutie. Din inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz rezulta:
2(a* +b%) > (a® +b*)? = 1/2(a* + b4) > a®> + b*, Va,beR (%)

Avem z1 = x1 +1iy1,22 = T2 + i y2.
Folosind inegalitatea (*) obtinem:

V20t + ) > a2t + s s /2( +yt) > b 4y

Daca le adunam membru cu membru obtinem:
V20 + b+ 2+ ) > 0f 4+ od =
= (21 +91) + (@3 +u32) = |af* + |2 =

= et + o 2 L ([ P)

Clasa a XI-a

no1 ) 1 ha\ "
1. Daca h, = z n € N*, sd se calculeze lim —(1 + —) .

k=1 k ’ n— oo n n

D. M. Batinetu-Giurgiu

Solutie.
1 n . o
lim —(14,.@) — lim e élnn+nln(1+ 7:1) _
n—oo n n n— 00
tim (hn =g nn)+ lim n(in(1+50) -5 )

= en—oo n—oo
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1
Dar lim (hn -3 In n) =c,

n—oo
hmfﬁ:hmw:hm 1 =0
n—oo N n—o00 n—|—1—n n~><>o’l’b+1
- Lo m(d+z)—az 1 .
gi din faptul cd lim ———"—— = — rezulta ca
xz—0 x 2

(5) %
In{14+—)——
n n 1

i =_=

n—oo hn 2 2 ’
(%)

. }12
c+ lim #
Atunci limita ceruta este egald cu e n—o = e°, deoarece lim

b,
n—o0 % -

2. Dacam € Ry, n € N*, dar A, B,C sunt masurile in radiani ale unghiurilor
unus triunght ABC, atunci

1 1 (m+1)n 1 1 (m+1)n 1 1 (m+1)n S
( +sinA) +( +sinB> +( +sinC’) -

> 3% (3+ 2n\/§)m+l .

0.

D. M. Batinetu-Giurgiu

m+1
Solutie. Consideram functia f: (0,7) = R, f(z) = (1 + sinx) .

Se demonstreazd ca f”(z) > 0, Vz € (0,7) = functia f este convexa.
Notam cu E expresia din membrul stang al inegalitatii si aplicand Inegalitatea lui
Jensen, se obtine

. 1 n . 1 n . 1 n m-+1
* sin A * + sin B + + sinC
E>3 .

3m+1

1 \" n
Din Inegalitatea lui Bernoulli avem ca (1 + 7) > 14+ —— si analoagele, atunci

sin A sin A
, 1 1 1 et
+n sinA+sinB+sinC
E > I .

Considerdm functia g : (0,7) — R, g(z) = ——. Se demonstreaza ci g’ (z) > 0,
sinz

Vz € (0,7) = functia g este convexa.
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Aplicand Inegalitatea lui Jensen, se obtine
1 1 1 3
sinA  sinB  sinC ~ sin (#)

=2V3,

de unde rezulta concluzia. Egalitate se obtine in cazul triunghiului echilateral si
n=1.

3. Se considerd sirul (Tn)n>0 definit prin o = 2 §i Tni1 = 2 —Tn+1,Vn € N,

o . :,EO . 1‘1 ..... xn n
Sa se calculeze lim | ———— .
n—o0

Florin Bojor

Solutie. Deoarece Tp11 — &n = (Tn — 1)2 >0, ¥n € N, sirul (z,)n>0 este crescitor.
Presupunem ca este marginit superior, atunci el va fi convergent la £ > 2. trecand la
limita in relatia de recurenta, se obtine

(=0 0+l (l-1)>=0sl=1(F).
In consecinta, avem lim z, = oco.

n— oo
Relatia de recurenta poate fi scrisa

:L‘n+1—].
mn+1—1:xn(xn—1)<:>wn:71,VnZO.
Ty —
Atunci
.Tl—l xg—l :En+1—1
XTo - L1 Tp = . :$n+1_1
xo—1 x1—1 Tn — 1

i limita devine

n

_ " n™ s — lim -2=
lim (M> = lim (1* 1 ) e oo TnHL

n—oo Tn+1 n— oo Tn+1

Aplicand Criteriul Raportului se obtine

n n+1
. n . n+1 Tnal
lim = lim ( ) Nty
n—o0 Tp41 n—oo Tn42 nm
. \" .. n+1
= lim (1—&-7) lim —mM8M =
n—oo n n—o0o 1
Tn+1 — 1 +
Tn+1
. n
=e- lim =
n—o00 Tn+41
. n+1—n . 1
:€'11m7:€'hm 27:()
n—o0 In4+1 — Tn n—oo Tp — 21771 + 1
n
. . Tny1 — 1\"
Prin urmare lim { ——— =1.
n— oo Tn+1

4. Fien € N. Sd se rezolve in M2(Z) ecuatia Xt L X = I,
Florin Bojor

74



Argument 1 /

Solutie. Fie A € M»(Z) solutie a ecuatiei date, atunci
AT L A= (1)

Scriem relatia (1) sub forma A(A?™ + I) = I si aplicand determinantul la aceasts
relatie se obtine
det(A) - det(A*" 4 I,) = 1.

Dar det(A) € Z si det(A>™ + I5) > 0, atunci det(A) = 1.
Scriind relatia (1) sub forma A®"*! = I, — A si aplicind determinantul, se obtine
det([2 — A) =1.

A a b
Alegand A = (c d
urmare, matricea A verifica relatia A2 — A + I = O,. Inmultind relatia anterioar
cu A + I se obtine A=, = A% = I,.

Daca n = 3k, k € N, atunci

), a,b,c,d € Z, se obtine ad —bc— (a+d) = 0 = tr(A) = 1. Prin

(1)@A6k“+A=I2@2A=12@A=%12¢M2(Z);
Daca n =3k + 1, k € N, atunci

(1) e A% L A=, & A=2] = A® =8I (F);
Daca n = 3k + 2, k € N, atunci

Mo A*P pA=Le A+ A= A>—A+1,=0,.

Prin urmare, o matrice A € M>(Z) verifica ecuatia daca si numai daca n = 3k+2
§1 A2 —A-‘y—]g :OQ.
Printr-un calcul simplu, se obtine ca solutia ecuatiei A2 — A+ 1, =05 in My (Z) este

14+a—a?
s=<* —x
k l1—a

5. Se considera girul (an)n>1 definit astfel:

1,2,2,2,2,3,3,...3,4,4,...,4,... .
N N N —

a,keZ,k‘(l—&-a—aQ)}.

22 termeni 32 termeni 42 termeni
v . an
Sa se calculeze lim ——.

n— oo %

Gheorghe Boroica

Solutie. Se observd ci a1 = 1, an, = 2 pentru n € {2,3,4,5}, a, = 3 pentru
ne{6,7,...,14}.
In general, a, = k pentru 12—|—22—4—~~~—|—(/c—1)2 <n <1242 4. 4 k2
Pentru n € N*, existd k € N* astfel incat
P42 4+ k=1 <n<1P+22 + - k%

(0]
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can ko
deci — = —= si cum

Vo~ Yn
of(k—Dk(@k—1) _ ,—  5fk(k+1)(2k+1)

k

k < dn <
s[k(k+1)(2k+1)  Vn = [(k—1)k(2k—1)
6 6

Cum pentru n — oo, avem ca si k — o0, trecand la limita in relatia precedenta,
obtinem c& (teorema clestelui)

gasim ca

lim a—":%.

n—oo N

6. Fara a folosi derivate, sd se determine a > 0 stiind cd
14+4"+9°>2"+3"+a"%, VzeR

Gheorghe Boroica

Solutie. Pentru = > 0, relatia din ipoteza se scrie:
2"-D+B" -1+ @ -1H<HA" -1)+0O"-1) &

27 —1 3* -1 a®—1 4*—1 9% -1
& . + + < + .

xT x T x

Trecénd la limita pentru x — 0, x > 0, obtinem:
In2+In3+Ina<In4d+In9 < 6a <36 < a <6.

Procedand in mod analog pentru z < 0, gasim ca a > 6, deci a = 6.
Se verifica faptul ca a = 6 este solutie.

7. Fien € N* gi a1,a2,...,a, numere reale, astfel incat
(A+2) + (A +2)2 4+ (1 +2)" —n| <2, Ve (-1,0).
Sa se demonstreze ca a1 +as + -+ +an, =0.

Gheorghe Boroica

Solutie. Din ipoteza rezulta ca:
|(142)" =1+ (142)2 =14+ (1+2)" —1|<2°, Vz > -1 &

14+2)—1  (1+z)%2— 14z)% —1 2
(1+x) +(—|—x) 1+,,.+% gx—,V:r>71,:r7é0.

Trecand la limitd pentru z — 0, gasim cd |a1 + a2 + -+ - + an| <0, deci
a1 +az+---+a,=0.
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8. Fie Ac M3(R) cu A#" A si fie B=A— A.
a) Sd se calculeze tr(B201%).
b) Sd se arate cd exista un unic o > 0, cu det(als — B*) = 0.

Dana Heuberger

a b ¢ 0 -z -y
Solutie. a) Fie A = <d e f) Atunci, B = <m 0 —z), unde x = b —d,
g h i y oz 0
y=c—gsiz=f—h.
Avem det(B) = 0 si decarece A #° A, tr(B™) a=a>+y>+22>0.
Din relatia Cayley-Hamilton rezultd B> = o - B. Prin inductie deducem ci, pentru
orice k € N, B**! = o* . Bsi B%*+2 = o* . B2
Asadar B?1® = o0 . B deci tr(B***®) = 0.

22 —yz  az
b) Avem B* = | —yz 4> —xy|.
vz  —xy 2?

Atunci,

22 —yz
—yz Y

pp*(z) = det(z - Is — B*) = 2® — tr(B*)2® + tr((B*)")x — det(B*),

asadar pp+ = x?(x — ) are ridicinile 1 = 22 = 0 8i 3 = a > 0.

2:2 xrz
2

r((B)") = Zr

+ 2 :O

-y x

‘ ¥ —ay

9. Pentru orice matrice X € My (C), notam cu S(X) suma tuturor elementelor
sale. Fie A € M, (C) astfel incit pentru orice k = 1,n, S(AF) = n(n — 1)*.

a) Sd se arate cd pentru orice k € N*, S(A*) = n(n — 1)*.

b) Sd se dea un exemplu de astfel de matrice.

Dana Heuberger
Solutie. Relatia Cayley-Hamilton este:
A" —0p 1 AV o AT (=1)" oy A (=1) 00 - = 0,
Pentru m € N, m > n, inmul{im aceast relatie cu A™T™" si obtinem:
A" g Ao AT (1) T o AT (1) - AT = 0,
Avem:
S(A™ N =1 - S(A™) — -+ (=1)"01 - S(A™ ) o (1) o - S(ATTT

Folosind relatia precedenta si principiul inductiei noetheriene, rezulta concluzia.

1 1 1 ... 1 1 0
0 1 1 ... 1 1 1
b) Fie matricea A = 1 0 LR 1 ! =B-C,
1 1 1 0 1 1
1 1 1 1
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1 1 1 ... 1 1 1
1 1 1 ... 1 1 1
unde B — 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0
gi - 0 1 0 0 0 ©
0 0 0 0 0 0
0 0 o ... 0 1 1
Deoarece pentru orice s € N, B-C*® = C° - B = B, folosind binomul lui Newton
obtinem:
AF = (B— o) = % (=D~ (~)}) B+ (~1)*-C".
Rezulta ca
S(A™) = 2 (n = 1)* ~ 1) S(B) + S(C*) = (n — 1)*
si
S(APH) = L (n— 17 1) - S(B) - S(C*) = nn — 1)

10. Fie f : [a,b] = R, a < b o functie cu proprietatea lui Darbouz, iar

M multimea zerourilor reale ale lui f. Dacd sgn(f(a)) = sgn(f(b)) € {-1,1} si

card(M) = 2n+ 1, n € N, demonstrali ca f are cel putin un punct de extrem care
apartine lui M.

Gotha Giintter

Solutie. M = {z1,%2,...,Tont1} cCUa < 21 < T2 < -+ < Tant1 < b.

S& presupunem c& nici unul dintre punctele multimii M nu este punct de extrem
local. Rezulta VV € V,,, Jz,y € VNla,b] a.l 0= f(z:) < f(z) si 0 = f(z:) > f(y),
i=T1,2n + 1. Inseamn3 ci f 1si schimba semnul de fiecare data cand se anuleaza. Cum
f are proprietatea lui Darboux, deducem ca isi va schimba semnul exact de 2n+1 ori.
Agadar, dupi ultima schimbare de semn, semnul functiei va fi (—1)*""'sgn(f(a)) =
—sgn(f(a)). Deducem c& sgn(f(b)) = —sgn(f(a)), ceea ce este In contradictie cu
ipoteza. Astfel, presupunerea este falsd, deci existd cel putin un punct de extrem

local ce apartine lui M.

11. Fie n € N*. Ardtafi cd existd o unicd matrice A € M, (C) astfel tncat
A" =T, sidet(I, + A+ A%+ .- -+ A™) £0.
Gotha Gintter
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Solutie.
det(In,+ A+ A+ -+ A" ) £ 0o rang(In+ A+ A+ -+ A" 1) =n.
Din inegalitatea lui Sylvester obtinem
0 = rang [(A—In)(fn+A—|—A2—|—~~~+A"_1] >
> rang(A — I,)) + rang(I, + A+ A>+ ...+ A" ') —n =
=rang(A — I,).
Deducem cd rang(A—I,) =0 A—-1, =0, & A=1,.
Concluzia se impune.

12. Demonstrali cd existd un unic $ir (Tn)n>1 cu proprietatea
o 1 1 1 .

st caleulati lim (n+ )Nz, — 1).

n—00

Nicolae Musuroia

Solutie. Considerdm functia f : [0,00) — [0,00), f(z) = e* — z. Se constata
cad f este continud si bijectivd. Cum relatia data se scrie f(zn) = E, — 1, unde
1 1 1
En :1+ﬂ+a+“‘+a,
incat o, = (B, — 1) i ca

n € N*, deducem c& existd un unic sir (z,)n>1 astfel

lim z, = f' ( lim E, — 1) =fe-1)=1.

n—00 n—r00

Putem scrie
(n+ Dz —1) = (n+ D [fTH (B, —1) 1] =
— (4 DU (B = 1) — f (e - 1)]

B =) = [T e—1)
= HIE, —e).
B —(c-1 (n+ 1Y €)
Cum f~! satisface conditiile teoremei lui Lagrange pe intervalul [E, — 1,e — 1], de-
ducem c3 existd ¢, € (E, — 1,e — 1) astfel incat

FUE.=1) = fTH(e—1)

= (1) (en)-

E, —e
Tinand cont ca lim ¢, = e — 1, obtinem:
n— o0
-1 T Y
tim Y E D 2T (€2 iy (44 (c) =
n—oo En — € n—oo
—1y\/ 1 1
= —1) = = .
-1 = 5 = 705
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0
Aplicand Stolz-Cesaro, cazul o’ avem:

lim (n+ 1)!(E, —¢e) = lim Bn—e _ lim Ent1 = Bn =
(n+1)! (n+2) (n+1)!
= fim T2

n—oo —n + 1 -
o y ‘ -1
Atunci limita cerutd este: lim (n+ 1)/(z, — 1) = .
n— 00 e—1

13. Fie A,B,C € M2(R) cu AB=BA, AC=CA si A+ B+ C = Os.
Sd se arate cd det(A* + B* +C*) > 0.

Nicolae Musuroia
Solutie.

BC =B(-A—-B)=-BA-B*=-AB - B’ =CB.
Atunci, din A4 B + C = Oz, rezultd A®> + B®> 4+ C? = —2(AB + BC + CA) si
A4—|—B4—|—C4:(A2+BQ+02)2—2(A2B2+BQCQ+C2A2):
= (A’+B*+C%)? =2 [(AB+BC+CA)’*— 2ABC(A+B+C)] =
= (A*+ B*+C*? - 2(AB+ BC 4+ CA)* =

2
:(A2+B2+02)2—2I:%(A2+B2+CQ)] _

:%(A2+B2+C2)2.
14. Determinati functiile derivabile f : (0,00) — (0,00) cu proprietatea
2z
"(z) = f(z) + , Va € (0,00).
f@) = 1@+ 5 (0,%0)

Nicolae Musuroia

Solutie. Fie g: (0,00) = R, g(z) = @. Din ipoteza obtinem:
621
e“g(x) + ¢ (z) = e*g(x) + ——, Y € (0,00).
(@) + €9/ (@) = go) + =S5 Vo€ (0,00)

1 /
Efectuand calculele, deducem ci ¢'(z) - g(z) = 1, Vo > 0, adici <§gz(x)) =1,

Va > 0. Deci .

§g2(x):a:+g, Vx> 0.

Cum g(x) >0, Vx > 0, rezultd g(z) = v2z +¢, ¢ > 0.
Functia ceruta este f : (0,00) = (0,00), f(z) =€e"v/2x + ¢, ¢ > 0.
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: . iy : ah ! 4 pan
15. Fiep € RY fizat st sirul (xn)n>1, unde 1 € (0,1), iar xny1 = —————

p+1 7
. In
Vn € N*. Sd se calculeze lim .
n—00 Tn+2015
Adrian Pop
Solutie. Se demonstreaza prin inductie ci z, € (0,1), Vn € N*.
Tn (b — 1
Tntl — Tn = % <0,Vn € N* = (z,)nen+ strict descresciatoare = (Tn)nen+
p
convergent cu lim z,, = £ € [0, 1).
n—oo
P pe
Din ipotezi = £ = — 2" (P — 1) =0 = £ = 0.
p+1
p
Totl _Tn P o, T _PHL
Tn p+1 n—o0o Tpi1 p
2015
n . n n n 1
lim —F :hm(w .$+1.....x+2014):(1’i) .
n—00 Tn+42015 n—00 \ Tntl Tnt2 Tn42015 D

Clasa a XII-a
1. Dacd a € (0,00), b € (1,00) si f : R = R, g : (0,00) — (0,00) sunt

1
functii continue, astfel incat f este functie impard, iar g<f> = —g(z), YV > 0, sd
T

se calculeze
a?+1+4+a 1

dx.
Vo @+ DRI 1)

D. M. Batinetu-Giurgiu

1
Solutie. Notand cu [ integrala de calculat, cu schimbarea de variabila ¢t = —,
T

obtinem:

a?+1l+a 1
I= dr =
Ve @+ 1066 +1)

_ VaZiiza 1 1 3
B a2+1+a (1 + %2) <bf(9(%)) + 1) . (_7?2) dt =

a?2+1+a 1
= dx =
Variioa (@ +1) (0770 +1)
a+lta b/ (@)
dx,

N Va2+i-a (22 4+ 1) (b (9(=) 4+ 1)
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deci
a2+1+a 1

Vo x2+1dm:arctg< a2+1+a)farctg(\/a2+lfa>:
a2+1l—a

= arct ( ( a2+1+a)—( a2+1—a) )arct a
R SR Vs i B Vs g A

2] =

1
Atunci [ = 3 arctg a.

V3 5.2 440" 43
2. Sa se calculeze dz, unde n € N*.

oy (L+z2)(z? +an +1)
D. M. Batinetu-Giurgiu

1
Solutie. Cu schimbarea de variabila ¢ = —, obtinem:
x

I V3 5 4 gen 43 o 22V 5 g 432
ooyz (I+a)(@+an+1) 7 [, 5 24+ 1D+t +1)

_/2+\/§ 5+4xn+3m2n
2

dz =
_v3 @+ (@™ +azm +1) v

_ 2+v3 8(x*™ 4 2™ 4+ 1) — (5x*™ 4 42™ + 3) do —
_L_ﬁ (22 + 1) (22" + 2" £ 1) e
243 1
= 8/ ———dr —1I,
a_y3 ¥2H+1
deci
2+v3
I =4arctgx =4 (arctg (2 + \/§) — arctg (2 - \/§)) =
2-v3

B 2+\f—<2—\/§) B _4r
_4arctg(1+(2+\@) <2\/§>> —4arctg\/§—?.

3. Sa se determine functiile continue f : [0,27] — R care verifica relatia

/QW(fQ(JU) + 2coszF(x)dx = —m,
0

unde F este o primitivd o lui f.

Florin Bojor
Solutie. Deoarece
27 2m 27 27
/ coszF(z)dr=sinzF(z) —/ sinz f(x)dz= —/ sinz f(z)dz,
0 0 0
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27
. .2 . .. o .
iar / sin” x dx = m, relatia din ipoteza devine:
0

27
/ (f(z) —sinz)® dz = 0.
0
Cum functia f(z) — sinz este continud, rezultd cd f(z) =sinz, Vz € [0, 27].

4. Fie f,g : R = R doud functii cu proprietatea cd max(f,g) are primitive pe
R. Rezultd in mod necesar ca f si g au primitive?
Gheorghe Boroica

Solutie. Raspunsul este nu. intr-adevé.r7 luand

( 1 ( 1

1 cos—, x#0 ' lcos—|, =#0
=4 " Cew=4 T ,

(20 *=0 (3 z=0

avem cd max(f,g) = g are primitive pe R, dar functia f nu are prmitive pe R.

Observatie. Se putea lua

( 1

( 1
) 750 —
f(x):{ Coix r , g(x)_i cos —, z#0

=20 0, z=0

(2
5. Fie n un numdr natural, n > 2 gi f : [0,1] — R o functie continud, astfel

1
2

incat f(0) > 0 g / @y =14 —5 - Sd se arate cd existd c € [0,1] astfel incat
n

, 0
fle)=c"""h
Gheorghe Boroica

Solutie. Deoarece € > 1+ z, Vz € R, avem:

H%:/ 62f(w>dx2/ (2f(x)+1)d:r:2/ f(z)dx +1,
0 0

0
de unde

1
1
Afmmgﬁ. ()
! n2-1 1 . 9
Cum / x dr = ol folosind (1), deducem c&
0

[ (f@@)—a""") dw <.

Atunci existd a € [0, 1] astfel incat
J(@)—a" "t <0, (2)
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Functia g : [0,1] = R, g(z) = f(z) — 2" ~1 este continus si g(0)-g(a) <0, deci existd
c € [0,a] C [0,1] astfel incat g(c) = 0.

6. Fiea>0 sig:[—a,a] = R o functie derivabild si cu derivata continud. Sd
se determine funclia continud f : [—a,a] — R avdnd proprietdtile:

9 [ rwa= [ @)

i) ’ f@)dt =2g(z), YV € [—a,a.

Gheorghe Boroica
Solutie. Daca F este o primitiva pentru f, din (i¢) rezultd ca:
F(z) — F(—z) = 2¢g(x), YV € [—a,a] =
9(z) + f(—z) = 2¢'(x), Yz € [~a,d]. (1)
Cum g este derivabild si impard, rezultd ci functia ¢’ este pard. Atunci din (1)

deducem ci f(z) = ¢'(x), x € [—a, a], este o solutie pentru (1).
Fie functia h : [—a,a] — R, h(z) = f(x) — ¢'(x). Atunci

[ rs = [ (56 + @) - 240 @) o -

9y / " (@)da -2 / " f)g (2)de @)

Deoarece

g (<) (—dr) @
t P

J

Y j [ )de =
_ / " (20'(8) — £ (t)dt =

=2 [ e [ s
rezultd y = / (¢'(t))?dt. Folosind acum (2), deducem ci / h?(x)dx = 0, de unde

h =0, adicd f = ¢’ este unica functie care verifica relatiile din problema4.

7. Fie (A, +,-) un inel integru. Pentrum € N*, notamma =1a+1a+---+ 1la.

-~
de m ori

Dacad existd n, k,t € N*, cun par, k,t impare, k # t, (k,t) = 1, astfel incdt
Va,be A, (ka-a+ta-b)" =ta-a" +kq-b",

atunci sa se arate ca Va,b € A, (a+b)" =a™ +b".
Dana Heuberger
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Solutie. Notam cu (*) relatia din ipoteza.
Pentru a = 14 i b =04 in (x), obtinem k% = ta.
Pentru a =04 i b= 14 In (x), obtinem t% = ka.
Pentru a = 14 i b= —14 In (*), obtinem

(ka —ta)" =ta+ka(-1)" =ta+ka

Pentru a = —ta s b = ka — ta in (), obtinem
8 =tath+ka(ka—ta)" Y2 = ka “ta+ka(ta+ka) (2)

Deoarece (k,t) = 1, existd s,u € Z astfel incat k-s+t-u=1.

Obtinem 14 = ka-sa+ta-ua =1t -sa+ta-ua, decita este inversabil in A. Analog
rezulta ca si ka este inversabil in A.

Din relatia (2) deducem cd 2-ka-ta = 04. Deoarece k4 si ta sunt inversabile, rezulta
ca 1la + 14 =0, deci inelul are caracteristica 2.

Numerele £ si t fiind impare, obtinem k4 = 14 = t4, iar ipoteza devine:

Va,be A, (a+b)" =a" +b".

8. Fie (A,+,) un inel fard divizori ai lui zero, cu 1+ 1 # 0. Pentru a,b € A,
notdm cu [a,b] = a-b— b-a, comutatorul acestora. Fie f € End(A), astfel tncat

Va,y € A, [z, f(y)] = [f(2), y].

a) Sa se arate caVn € N*, Ve € A, [z", f(z)] = 0.

b) Daca Vx € A\{0,1}, f(z) # = si f este un morfism surjectiv, sd se arate cd
inelul este comutativ.

Dana Heuberger

Solutie. Notim cu (*) relatia din ipoteza verificatd de f.

a) Pentru orice = € A, [z, f(z)] C |f(z),z| = [z, f(z)], deci 2[z, f(z)] = 0.
Deoarece inelul nu are divizori ai lui zero si nici caracteristica 2, obtinem ca
Vo€ A, [o, f(2)] = 0. (1)

Apoi, pentru orice z,y € A, avem:

e, F@W)] - £(y) Z [F @), 0 f (W) = (F@)y —y - F(2)) F(y) =

=@y fW) -y f@) - fy) L F@) - F@y—y- f@)- fly) =
= [f(2) - f(v), 1),

asadar
Va,y € A, [z, f)f @) = [f@ )0 Z [z v, f©)] 2)

Pentru k € N, inlocuind  cu z* si y cu  in (2), obtinem:
Vo €A, 28, f(@)]- f(2) = 2", f ()]
85



Argument 1 /

Folosind (1) si relatia precedentd, se aratd usor, prin inductie, ca
VneN*, Vz e A, [z", f(z)] =0.

b) Fie a € A. Deoarece functia f este surjectiva, existd b € A astfel ca f(b) = a

Atunci, pentru orice x € A, avem:
[bx, f(z)] = [f(bx), 2] = f(b) - f(z)z — - f(b)- f(b)
=[Oz f(z) =z f(b) flz) =[f(b), 2] flz) =

= [a,2] - f(z)

si
b, f(2)] = b-a- f(a) = f(z)-b-ax Db fla)e— f@)-b-a

=0 f(z)] z w [f(b),z]z = [a,z] - x.

Obtinem ca
Va,z € A, [a,2] (f(z) —z) =0.

Deoarece inelul nu are divizori ai lui zero, rezulta ca
Va,z € A, [a,z] =0,

deci Va,z € A, a-x = x - a, agadar inelul este comutativ.
> i
2452

1
9. Sa se calculeze lim (1 + 7> 1i<jsn
n—oo n
Nicolae Musuroia

Solutie. Avem:
i o ;
1 Z i2-¢l__7’2 lim o Z iQijQ
lim (1+7)1§i<j§n :e"—’oo 1<i<j<n _
n— oo n
A i PR
Z i2452 Z 2452 Z 2452
. 1<i<j<n . 1<i<j<n+l1 1<i<j<n
lim ——mM—— lim
i n i n+l—n
— en—oo — en—oo —
n n i
lim Z i lim —L1_ __ntl
iz 2 T . \2
_ e i%4(n+1) _ en—)-oo = (n«ll»l) +1 _
fl L dx 1 in2
— eJo x2+1 —e2 "° = \/5
[a,b] — [a,b] doud funclii continue. Sa se arate

10. Fiea,beR, a<bysi f,g:
ca existd ¢ € [a,b] astfel incat:

/lc f®)dt + [bg(t)dt B

b—a
Nicolae Musuroia
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Solutie. Fie h: [a,b] — R, h(z / f(t)dt +/ g(t)dt — x(b — a) = h continua.

Dinagg(t)gbﬁa(bfa)g/ t)dt < b(b—a), deci

a

b
h(a):/ g(®)dt —ab—a) >0
si
/f #)dt — b(b — a) < 0.

Din h continud pe [a,b] si h(a) ) < 0, rezultd ci existd ¢ € [a,b] a.i. h(c) =0,
adica are loc concluzia.

11. Fie (A,+,-) un inel nenul cu proprietatea ca:
Py =zy+ar+y+1, Vaye A
Sa se arate ca A este corp cu doud elemente.

Nicolae Musuroia
Solutie. Particularizand, obtinem:
r=y=1=1+1=14+14+14+1=1+1=0
r=y=>0=a’+c+z+1,deci0=a’+1=>2>=—-1=1.
2?2 =1,Yz € A* = z este inversabil;
y=13+1l=a4+2+1+1=2+1=0=>2>=-1=1, Ve A"
22 =2% Ve A”

Deci
22 = 1nversab1l

‘ = x = 1. Deci A =1{0,1} si atunci A este corp.

12. a) Ardtali cd nu existd nici o matrice A € M2(Q), astfel incat
A' +20A% 4+ 3L, = O2.
b) Dati un exemplu de matrice A € M2(C), astfel incat
A* +20A°% + 31, = Oa.
Gheorghe Boroica
Solutie. a) Utilizand criteriul lui Eisenstein, polinomul
f=X"+20X?+3 € Z[X]
este ireductibil peste Z.
Dacé Pa este polinomul caracteristic al matricei A, atunci grad P4 = 2 si coeficientul
dominant este 1. Din teorema impdartirii cu rest, deducem ci existd R,C € Z[X],
R = aX + b, astfel incat
F(X) = Pa(X) - C(X) +aX +b.

Atunci
f(A)=Pa(A)-C(A)+aA+b-Ia=a-A+b- L.
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Presupunem ca existd A € M2(Q) astfel incat f(A) = Oz. Atuncia-A+b- Iy = O-.
Daci a = 0, atunci b = 0, deci f(X):Pa(X), contradictie cu f ireductibil.
b
Dacd a #0, atunci A = a - Iz, a = - Din f(A) =02 = (a4 + 2002 +3) I =

02 = (&2 +10)2 =97 = o® +10 = V97 & o? = £v/97— 10, contradictie cu a € Q.
Asadar, presupunerea facuta este falsa.
b) Se poate lua A = « - I, unde a? = £/97 — 10, adicd a =i - /10 £ /97.

13. Determinati functiile continue f : R — R cu proprietatea ca

RS Y .
I = avize f(m) e ek

Dan Barbosu

Solutie. Fie f : R — R solutie a ecuatiei date. Cum f e continua pe R, rezulta ca f
e primitivabila pe R. Din conditia enuntului, rezultda ca V F' : R — R primitiva a lui
f pe R are loc
x
F(x)=F (7
(z) T
Punéand in (1) = 0 = ¢ = 0. Prin urmare, orice primitivd pe R a lui f verificd
relatia

)-l—c, Vz eR. (1)

x
F)=F—2—_) vzeR 2
0= () .
Punem z := ——— 1n (2) si gdsim:

Vit
ot (i) e lt)

T

V14 x2

Daci in (3) punem z := , gasim

ro=r () = () = () 0

Continuand procedeul, dupi n pasi se obtine (inductie dupd n) ca:

X *
F(g;):F(\/ﬁ),VxE]R, VneN (%)

In (%) facem m — oo si tinand seam& cd F este continud pe R, gasim

T T
Flz)=lm F|—— ) =F| lim —— ) = F(0
( ) n—oo <\/1+n;y2) (n%oo \/1+nm2) ( )
pentru orice x € R.
Asadar F(z) = a, Vz € R (am notat F(0) = a).
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Prin urmare, f(z) = F'(z) = 0, Vz € R, deci unica solutie a ecuatiei este functia
nula.

14. Fie functia f : [0,1] — R derivabild, cu f' continud si astfel tncat f(1) = 0.
Sa se determine cel mai mare numdar real M, stiind cd

A (f)de > ( / 1 fa)ds)

Gabriela Boroica, C. N. ”Vasile Lucaciu”

2

Solutie. Avem

Alf(m)d;c —Alm'f(x)dx = f(1) Ale’(x)dx _ Ale(x)dx,

Folosind inegalitatea C — B — S, obtinem:
1 1
< / z?- dx/ (f'(x))*dx =
0 0

([ sras) = ([ o)

-3 [(vora.

A (@) > 3 ( / 1 f(w)drc>2,
deci M > 3.

Lusm f(z) =2? -1, 2 € [0,1]. Avem:

[(f’(x)fdx - Al dady = %

([ soras) =0 (2 -2)
4 4M

Din ipoteza deducem ca 3 > 5 < M < 3. Agadar M = 3.

2

deci

si
1)2 AM

0

15. Fie a,zo € R gi f : R — R o functie care admite primitive si pentru care
f(zo) = a. Dacd fiecare punct al domeniului de definitie al functiei este un punct de
mintm local pentru f, sa se calculeze primitivele functiet f.

Ludovic Longaver

Solutie. Prin ipoteza f(z) > f(y), Yz € Vy si f(y) > f(z), Vy € Vz. Acestea
implica f(z) = f(y), Va,y € Vo NV,. Astfel, f este constantd pe subintervale. Daca
f admite primitive, atunci ea avand si proprietatea lui Darboux, este constanta.

Deoarece f(zo) =a = f(z) =a, Vz € R. Atunci /f(m)dm =az+C.
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Probleme propuse

Clasa a IX-a

1. Fie n € N*\{1}, = € N*, k = 1,n si pentru orice m € N*, m < n notim

p(m) = [] (& + Tk+1), unde Tpmi1 = z1. Dacd n > 2017, si se arate ci
k=1

2015P(2019) 4 2017P(2017) 4 9014
se divide cu 2016.

D.M. Batinetu-Giurgiu

2. Daca z,y,z € R}, m € Ry, atunci

2m+2 2m—+2
° + Y +
R T O T e P o e s
Z2m+2 3

>
* (x4 y)m+ti(z +y + 22)m+L = 23m+3
D.M. Batinetu-Giurgiu

3. Daci t, este lungimea tangentei comune la cercurile descrise pe laturile [AB]
si [AC] ca diametre, cuprinse intre punctele de contact, ty, t. sunt analoagele lui t,
iar r este raza cercului inscris triunghiului ABC, atunci
(ta+t5)° | (B +te) | (t+ta)”
12 t2 t2

> 32475,

D.M. Batinetu-Giurgiu

4. Fie AABC si punctele M € (AB), N € (AC), iar BN N AC = {O}. Daci
Aramn = 2Ar0MmN, sa se demonstreze ca O se gaseste pe linia mijlocie a AABC
paralela cu BC.

Florin Bojor

5. Fie p un numar natural nenul fixat. Sa se arate ca pentru orice n € N, n > 2,

exista numerele naturale distincte a1, az, ..., a, divizibile cu p + 1, astfel incat
1 1 1 1
=
p ai az An

Gheorghe Boroica
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6. Sa se determine toate multimile de numere naturale, A, finite, cu proprietatea
caVr,y€ A= x-y— 2015z € A.

Gheorghe Boroica

7. Punctele A, B,C,M,N,P,Q € C(0,r) astfel incat O ¢ Int AABC, AM =
MC; AN = NC; M € (AB); N € AC; AB = BP; B € (AP); AC = CQ; C € (AQ).
Notdm CNNAP = {X} si BMNAQ = {Y'}. Daca XY ||BC si AB # AC, determinati
M (<«BQC) si m(<NPM).

Petru Braica

8. Fie a, b, ¢ lungimile laturilor unui triunghi de arie S. Aratati ca

\/a4fa2b2+b4+\/b4fb202+c4+\/64702a2+a4 <

< \/g (a* 4+ b* 4 ¢*) — 2452,
Gotha Giinter

9. Fie triunghiul ABC cu g > A > B > C si punctele D € (BC\[BC],
E € (CA\[CA] si F € (BA\[BA], astfel incat u(ABE) = 7 — 2B, u(ACF) = C si
uw(FAD) = A. Si se arate cd punctele D, E, F' sunt necoliniare.

Dana Heuberger

10. Sa se arate cd in orice triunghi ascutitunghic ABC avem:

A B
R(sin2A 4 sin2B +sin2C) < 2r (cos 3 + cos 5 + cos %) .

Ludovic Longaver

11. Sa se demonstreze ca, dacd Intr-un triunghi nedreptunghic ABC exista
relatia
tg' A+tg" B+tg'C = (tg A+ tgB+tgC)>,
atunci triunghiul ABC este echilateral.
Ludovic Longaver

12. Punctul M se afla pe cercul circumscris patrulaterului inscriptibil gi cu
diagonalele perpendiculare ABCD. Daca Hi, H2, Hs, Hy sunt ortocentrele triun-
ghiurilor MAB, M BC, MCD respectiv MDA, atunci H1 H> H3 H4 este dreptunghi.

Nicolae Musuroia
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13. Daca z,y, z sunt numere reale pozitive, astfel incat x+y+ z+t = n, atunci
are loc inegalitatea

on
t t t t t < —.
\/nm+yz+y +\/ny+acz+z —|—\/nz—|— x + y+\/n +rzy+x2 < B

Adrian Pop

14. Fie a,b,¢,d > 0 cu abc? + b%cd + cda® + d?ab = 4. Aritati ci
a4+b4—|—c4—|—d4+4abcd2 8.

(In legiturd cu problema VIIL410 din R.M.T. nr. 2/2015)
Mihai Vijdeluc

15. Sa se determine cel mai mic numar natural n pentru care
0,7 < {¥n} <0,(7).
Mihai Vijdeluc

Clasa a X-a

1. Fien € N*\{1}, 2zx = ar +i-by € C, k = 1,n, unde ay,by € Rsi oo
permutare a multimii {1,2,...,n}. Si se arate ci

 BNVCETORERCE) SIS
k=1 k=1

D.M. Batinetu-Giurgiu

2. Sa se rezolve in numere reale sistemul:
x4+ y2 =9
3ty Loyt — o 3%
D.M. Batinetu-Giurgiu
3. FieneN,n>2a>1siz1,x2,...,2, > 1 cu proprietatea x1-x2-...-Tp =
a™. Sa se determine minimul expresiei
1 2 1 n
E:logxla—kg logx2a+~~+g -log,,, a.

Florin Bojor
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4. a) Sa se demonstreze ca

\/t~$1 =+ (1 —t)xz >t/ + (1 —t)\/xz, Vit e (0,1), Vxl,xg > 0.

b) S& se rezolve ecuatia

3vV10z + 1+ 2V3x + 1+ V6zx + 1 = 6/7x + 1.
Meda Bojor

. o o R 4v/3
5. Fie AABC astfel incat m(<tA) = 120°. Sa se arate ca — > 1+

3
r 3
Cand avem egalitate?

Gheorghe Boroica

6. Se considerdi n € N, n > 2 i A, = {1,2,3,...,n}. S& se afle numarul
functiilor f: A, — An, stiind ci acestea au exact doud puncte fixe.

Gheorghe Boroica
7. Fie functia f : R\Z — (0,2), f(z) = {z} + {2z}

a) S& se arate cd f nu este injectivd, dar este surjectiva.

b) Sa se giseasca o functie g : (0,2) — R\Z, astfel incat
Vz €(0,2), (fog)(z) ==

¢) S& se rezolve ecuatia f(f(x)) = x, pentru x € (0,1).

Dana Heuberger

8. Sa se arate ca
2(V2+1)VI5 < (2v2+1) V3 (3v2+1) Nad

Dana Heuberger

9. Si se arate cdi, oricum am alege sapte numere din intervalul [—1, 1], putem

gdsi doud numere a si b pentru care v/3 < 2 (a b+ /(1 —a?)(1 - bQ)) < 2.
Ludovic Longaver

10. Fie e € C\{1}, €* = 1 si ABC un triunghi nedreptunghic. Si se arate c#
a(cos A+ cos B - cos C)4 b - (cos B+ cos C - cos A)+ ¢ - €% (cos C+ cos A - cos B) = 0.

Ludovic Longaver
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11. Se dau functiile f,g: R — R, f(z) = 2® — 3z + 4, g(z) = 2 + sin(z — 2).
S& se rezolve ecuatia f(f(z)) = g(g(z)).
Ludovic Longaver

12. Sa se rezolve ecuatia:
273177 42177 . 3" = 2(1 —x) + 5.
Nicolae Musuroia

13. Pe laturile patrulaterului convex ABCD se construiesc triunghiurile echi-
laterale ABM si CDP spre exterior si BCN si AD(Q spre interior.
S8 se arate c& M N PQ este paralelogram (eventual paralelogram degenerat).

Nicolae Musuroia

14. Sa se arate ca, daca a, b, ¢ sunt lungimile laturilor unui triunghi avand raza
cercului inscris egald cu unitatea, atunci

4(a+ b+ c) < abe.
Mihai Vijdeluc si Vasile Ienutas

15. Sa se demonstreze ca triunghiul ABC este echilateral, daca si numai daca
avem inegalitatea

b-\/ac-cosg -cos% <tly-l.
(£a, €. sunt bisectoarele interioare ale unghiurilor A, respectiv C).

Mihai Vijdeluc

Clasa a XI-a

rz 1

1. Daca A(x) = (1 -

), x € R”, sa se calculeze

A - T A@e), n e N, an e R, k=Ton.
k=1
D.M. Batinetu-Giurgiu

2. Daca m € N, sa se calculeze:

i (o)™ ()

D.M. Batinetu-Giurgiu

313
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T
3. Fie f : R* — R* o functie pentru care existd lim & =a€R].
x—oo T
Atunci existd lim (f(z + 1) — f(z)) = b € R, daci si numai daci existd
r—r00

siavem b=a-lInc.

D.M. Batinetu-Giurgiu

n

4. Sa se calculeze lim 2 —
n— o0 a

k=1 Cos —

Florin Bojor

5. S& se determine matricele A € M3 (C) care au determinantul egal cu 1 si
verifici relatia (A*)? + A = 21>, unde A* este adjunct matricei A.

Florin Bojor

6. Fie a un numdr real, astfel incat a > 2. S& se arate ci nu existd A € M3(R),
astfel incat A% — 34+ als = Os si det(A + 2I3) > 0.

Gheorghe Boroica

7. Fie A € Mzpi1(Z), p € N* gi m,n € Z. Si se arate c& m + n divide
determinantul matrice mA + nA®.

(Generalizarea problemei 26770, G.M. 5/2013)
Gheorghe Boroica

8. Exista functii derivabile neconstante f : R — R cu proprietatea:
dacd f'(z) € Z, atunci f(z) € Z?

Gheorghe Boroica

9. Jocul 15-puzzle este reprezentat de un patrat 4 x 4 care are inscriptionat
aleator numerele 1,2,3,...,15 gi avind un patrat liber (notat cu #). Prin mutari
succesive, (o mutare inseamnd o deplasare pe orizontald sau verticald a uneia dintre
piesele aflate 1anga patratul liber, astfel incat sa il ocupe pe acesta) jocul se incheie
atunci cand numerele sunt agezate crescator pe linii, de la stanga la dreapta, incepand
cu prima linie de sus. Se cere s se analizeze daca exista o posibilitate de a incheia
jocul, daca pe table se afla pozitia descrisa pe pagina urmatoare.
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4] 8 15
011 1] 9
2 51312
6| 7|14 #

Costel Chites

10. Fie A € M3(C), astfel incat A? = I3, Aflati urma matricei A.
Gotha Giintter

11. Fiek € N, k > 2 i z1,x2,...,x, numere reale, astfel Incat

k
n \% 1
— <
g Z;(n—i—z) ~ni¥n

Sa se demonstreze ca x1 + 2x2 + -+ + kxr = 0.

, Vn e N

Gotha Giintter

12. Fie A, B,C,D € M,(C), astfel incat ABCD = I,.
a) Sa se arate ci rang(BC + I,,) = rang(DA + I,).
b) S& se arate ci

rang(DA — I,) <

< = [rang(A+ I,)+ rang(B+ I,)+ rang(C+ I,)+ rang(D+ I,,)] .

N

Dana Heuberger

13. Sa se calculeze

lim L-FL-FL-F +;
nseo \1-2 ' 3.4 5.6 (2n—1)2n )"

Ludovic Longaver

14. Fie A, B € M3(C) doud matice cu proprietatile A- B = B - A,
det(A +iB) = det(A) — idet(B); det(A —iB) = det(A) + i det(B).
Sa se demonstreze ci det(A® 4+ B?) = det®(A + B).

Nicolae Musuroia
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15. Fie numerele p,q,r > 0 si sirul (an)n>1 care verifica relatia

(pn+ q)(an+1 — an) = pan +r(pn + q + p)(pn + q),

an n
Vn €N giar = (p+q)(r+1). Sa se calculeze lim ( 2) .
n—oo \ Prn

Adrian Pop

Clasa a XII-a

1. Fie (A, +,) un inel cu proprietatea c& dacd = -y =1, atunci y -z = 1.
Dacd a,b € A sia®- (b® + 1) = b?, atunci:

(a+1)-b°-a=a-(a+1)-b°
D. M. Batinetu-Giurgiu

2. Dacd f : R — R este o functie pard si continud pe R si @ € R}, s& se calculeze:

/“ (@) +o),

2 +1
D. M. Batinetu-Giurgiu

3. a) S& se arate ca existd doud functii primitivabile f,g : R — R astfel incét
functia h: R - R, h = max{f, g} — min{f, g} nu are primitive pe R.
b) Si se arate ci existd o infinitate de perechi (a,b) € R?, astfel incat functia
h:R—=R, h=a-max{f,g} +b - min{f, g} are primitive pe R, unde f,g : R - R
sunt doua functii primitivabile.

Gheorghe Boroica

4. Fie ecuatia z° +4x —14 =0, = € C si r produsul partilor reale ale

8
radacinilor complexe nereale ale ecuatiei date. Sa se arate ca r € (O7 ?)

Gheorghe Boroica
5. Si se determine numarul solutiilor (z,v, 2) ale ecuatiei z* +y* + 2% + 1=0

in corpul Zi7.

Dana Heuberger si Marcel Tena
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6. Fie inelul integru (A, +, ), cu elementele neutre 0 si 1. Notdm cu I multimea
elementelor inversabile, cu N multimea elementelor neinversabile ale acestuia si cu
N* = N\{0}. Consideram ci inelul are proprietatea:

Ve,yel, z4+y#0 = z+yel
Daci a € I\{—1}, s8 se arate cd functia f, : N* = N*, f,(z) = x4+ a+ ax este
bine definita si bijectiva.
Dana Heuberger

7. Fie D C R un interval si functia f : D — (0,00) derivabild, cu derivata

continua. , ,
fl@) Cf @)+ ) +z-2-f () ,
z? + f2(z)
sinx +sin2x 4+ 2x — x - cosx
222 + 1 — cos 2x

a) S se calculeze x.

b) S& se calculeze / dx, xz € (0,m).

Ludovic Longaver, Liceul ” Németh Lészl6”

8. Sa determine functia f : R — R care admite primitiva F' : R — R cu
F(0) =0, astfel incat

Vz € R, f(z)+ F(x)-cosz = ™" (2z - cosz + 1) .

Nicolae Musuroia

9. Fie f: R —> R* si F:R — R doua functii care verifica relatia:
= R, f (esinx) + f (ecosx) - F (ecosx _ esinac) )
Sa se arate ca F' nu poate fi o primitiva a lui f.

Nicolae Musuroia

10. Fie a > 1. Sa se calculeze

a n+a
. T
lim dx
n—oo [ " + a

Nicolae Muguroia

11. Fie p € N* un numar fixat. S& se demonstreze cé sirul (xn), -, astfel incat
pentru orice n € N* avem

1 n n
T
L= Vep- | —* g
T <(p+ )-n A T p—— x)

este marginit.
Adrian Pop
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12. Sa se demonstreze cd pentru orice n € N* are loc inegalitatea:

1 1 1 1 T —2
T‘ﬁ+ﬁ_"'_(4n—1)(4n+1)< 4
1 1 1 1 1
<13 35 57 " @n-D@n+1l)  @n+D@n13)

Adrian Pop

13. Sa se calculeze:

1 i j
L=1lm — > L AN
nsoo 12 arctg (n) arctg (n)

1<i<j<n
Daniel Sitaru si Leonard Giugiuc, Drobeta Turnu-Severin

14. Sa se arate ca:
1
1
T < arctgz dr < arctg —.
8 o 2

Daniel Sitaru i Leonard Giugiuc, Drobeta Turnu-Severin

15. a) Fie f : [0,00) — [0, 00) o functie continui, strict crescitoare, cu f(0) = 0.
Dacd a € [0,00), b€ Imf, o€ R}\{1}, atunci:

@ < (ff(m) d:c)2+§ (ff%y) dy>2.

b) S& se arate ca:

1 v oot 2
m (/ (& ° diU) + 672 (/ \3/ lny dy) Z 1.
0 (0]

Daniel Sitaru, Leonard Giugiuc, Drobeta Turnu-Severin
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Erata

1 ho\™
e La pag. 83, problema 1, clasa a XI-a, in enunt, in loc de lim 7(1 + )
vn

n—o0o n

e 1i 1 (1+hn>"
se va scrie n;n;o\/ﬁ —~ -
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