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Argument 15

Integritate, integrata integral!

Abstract. The purpose of this paper is to pay an homage to a brilliant math-

ematics teacher.
» N

b L

Motto:  Matematica
este liantul realizarilor
omenesti, da Incredere
in maretia omului, da
echilibru si certitudine.

Dumitru Angheluta
(1934-2013)

Una dintre cele mai fascinante caracteristici ale naturii umane este aceea
cd oamenii care ne-au marcat existenta raman peste timp in sufletul nostru,
ghidandu-ne. Ne-a parasit in mod neasteptat, la inceputul acestui an, dupa
o viatd inchinatd matematicii si oamenilor, Profesorul si Mentorul nostru,
Dumitru Anghelutd. A ramas, fara indoiald, In amintirea celor care l-au
cunoscut, ca un reper de profesionalism, de rigoare si meticulozitate, de o-
nestitate si inalta tinuta morala. In inima noastri, a fostilor lui elevi gincaisti,
ramane la fel de prezenta ca in anii de liceu - dar perceputa mult mai clar, din
alta perspectiva - recunostinta pentru privilegiul de a-i fi fost ucenici. Caci
dincolo de lungile (si cAteodata chinuitoarele, pentru unii) ore de matematic,
facute uneori gi dupa-amiaza, si in zilele de practica, ne-a invatat ce inseamna
daruirea, pasiunea pentru un domeniu, tenacitatea, respectul fata de principii,
fata de ceilalti, fata de lucrurile bine facute.

Si, dupa ce, mai mari fiind, ne-am dat seama ca sub aparenta lui raceala se
ascunde o personalitate complexa, un spirit deschis spre tot ceea ce inseamna
cunoagtere (nu doar cea matematica), multd modestie (chiar timiditate uneorti)
i multd dragoste de oameni, am apreciat i mai mult sobrietatea calda (la el nu
era o contradictie in termeni) a felului lui de a fi si tot ceea ce ne impartasea fara
sa fie nevoie de cuvinte. Parea egal cu sine, impéacat cu vremea si cu vremurile,
era Increzator in viitorul nostru i al gtiintei, avea ironii (acide, citeodatd) doar
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la adresa prostiei, lenei si necinstei. Si totusi, multe erau lucrurile pe care nu
le puteam sti inainte de 1989 (pe care nu aveam voie sau era mai bine s nu le
aflam) - nu aveam informatii care ne-ar fi ficut si valorizam altfel intAmplari,
atitudini i persoane. Si care, ajutandu-ne sa evaluam chiar gi superficial viata
”de dinainte de noi” a domnului Profesor, ne-ar fi permis sa intelegem mai
bine, mai devreme, un mare caracter gi un mare om.

Tata cateva repere remarcabile din viata acestui om exceptional: in pe-
rioada tulbure de dupa anul 1945, familia sa - cu un vechi parcurs in istoria,
cultura si administratia neamului romanesc - a fost persecutata politic si, ca in
atatea alte cazuri, copiilor (dou& perechi de gemeni) li s-au retezat pe nedrept
si in mod repetat aripile. In conditiile in care familia sa avea domiciliu fortat,
domnul Profesor a fost eliminat, mai intai din scoali, apoi de la examenul de
admitere la facultate, din cauza ”originii nesanatoase”. Dupa ce cativa ani mai
tarziu a fost acceptat cu bursa la Facultatea de matematica-fizica a Institu-
tului Pedagogic din Bucuresti (cici nu isi declarase la examenul de admitere,
cu indrazneala specificd varstei, originea sociald), a fost exmatriculat cu trei
luni inainte de absolvire, din aceleagi motive. A fost reprimit, intr-o perioada
de relativa relaxare politica, la Facultatea de matematica-mecanica a Univer-
sitatii Bucuresti, pe care a absolvit-o in anul 1961. Intre timp, incepand cu
anii copilariei, a muncit ca sa se intretina dand meditatii. In perioadele in care
a fost eliminat din diferitele scoli pomenite mai inainte, a lucrat ca muncitor
topometru la o schelda petroliera, apoi ca si ”calculator de salarii” tot acolo,
apoi ca profesor la o gcoald generald din Sfantu Gheorghe (Covasna) - de unde
a fost dat afard conform unei hotarari de Partid care 1i afecta pe toti cei cu
”origini nesanatoase” - apoi ca zilier la Drumuri si Poduri. Din fericire, anul
1961 i-a adus o incadrare stabild in Invatamant, la Liceul Teoretic din Vigeu de
Sus, unde in scurt timp s-a facut remarcat, prin calititile sale matematice si
umane de exceptie. In anul 1971 a preluat prima clasa speciala de matematica
la liceul ”Gheorghe Sincai” din Baia Mare, inaugurand o traditie de excelenta.
In anii aceia, in care locurile la facultati erau putine si concurenta era acerba,
simplul fapt de a fi elevul domnului Dumitru Angheluta era o garantie ca, daca
vei face problemele de pe celebrele lui liste (scrise impecabil, de méana, caci
lipseau culegerile bune), vei reusi din prima incercare la proba de matematica
a examenului de admitere n invatamantul superior, fara sa ai nevoie de un alt
ajutor.

Elevii lui au avut de-a lungul anilor si rezultate notabile la olimpiadele
nationale de matematicid. Cele mai stralucitoare medalii au fost ale lui Mi-
hai Ciucu, primul elev gincaist medaliat (intre anii 1983-1986) la Olimpiada
Balcanicd de Matematicid (cu premiul I !); actualmente profesor la Indiana
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University, Bloomington, in S.U.A. Sunt multi dintre fostii elevi ai domnului
Profesor raspanditi prin lume, cu profesiuni dintre cele mai diferite, pentru
care matematica a ramas - chiar dacd nu toti o practica - poarta de succes
a Inceputului de drum, un mod de viata care imprima in orice alt domeniu
rigoare, rabdare si care, dincolo de sabloane si algoritmi, te poate face sa te
entuziasmezi in fata unei idei pure, ingenioase.

S-a pensionat n anul 2000 - nu insa si simbolul care a devenit dansul pentru
matematica maramuregeana, simbol pe care noi cei care am avut sansa sa 1i
fim colegi la Colegiul National ” Gheorghe Sincai” ne straduim sa il perpetuam.

N-am facut parte nici din cea mai slaba generatie condusa de domnul Di-
riginte si nici din cea de aur (a lui Mihai Ciucu), dar colegii mei si cu mine
am primit, la cererea noastra, cel mai frumos dar pe care putea sa ni-l faca
(si cea mai grea temd, totodatd). Ne-am dorit, cu totii, ca motto-ul de pe
sonet (cine mai gtie de moda sonetelor?...) si ne fie, nu vreun citat celebru din
Sorescu sau Sténescu, ci un citat din domnul Diriginte (sa fie scurt, i-am spus
atunci, cateva cuvinte scrise de dumneavoastra, pe care sa le scanam gi care sa
ne urmareasca). 9i l-am avut, sintetizandu-i viata (chiar i pe cea necunoscuta
noué pe vremea aceea) si ghiddnd-o pe a noastra, peste ani:

Integritate, integrata integral!

vesnic recunoscatoare,

Dana Heuberger

Profesor, Colegiul National ”Gheorghe Sincai”, Baia Mare
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Asupra unor probleme de concurs

Dan Barbosu

Abstract. Scopul acestei note este de a prezenta o solutie unitari a urméatoarelor
doua probleme ce au fost propuse la concursul de admitere U. T. Cluj-Napoca.

o n 2n+2k+1 )
P1. Calculati: nli)ngo kl;lo BT (Admitere 2009)

n k
P2. Calculai: lim ] (1 + sin —2) (Admitere 2008)

n—00 p_ n
Ambele probleme cer calcularea limitei unui sir (b, )nen de termen general

n

b, = H(l—i—ak(n)) (1)

k=0
unde
ar(n) >0 g lim ag(n)=0. (2)
n—oo
E de vazut ca 1 bl P1 ax(n) = ! iar 1 bl P2
usor de vazut ca in problema ak(n) = g ——r iar in problema

k _
ar(n) =sin —, Vk =0,n.
n
Se va Incerca in continuare calcularea limitei sirului (1). Termenul general
al girului (1) se poate exprima in forma

> In(1+ax(n))
b, = ek=0 . (3)

In(1+
Cum lim a,(n) = 0, rezulta ca lim w
n—o0 n— o0 ak(n)

rangul N = N(§), astfel incdt Vn > N au loc inegalitatile

In(1 + ax(n))
ak(n)

Din relatiile (4), prin inmultire cu ag(n), rezultd cd Vn > N au loc inegalititile:

=1, adica V¢ > 0 exista
<1+¢. (4)

1-¢<

ag(n) — &ag(n) < In(l 4 ar(n)) < ar(n) + Lar(n).
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Prin adunarea membru cu membru a relatiilor ( ) se obtine

Zak(n)—SZak <Zln (1+ ak(n <Zak
k=0 k=0

k:O
n
Dacd lim ) ai(n) existd si este finitd, ficand & — 0 in (6), rezultd

nh_)rr;o Z In(1+ ag(n)) = nh_)rréo Z ax(n (7)

Rezuméand cele de mai sus, dacd lim Y ag(n) existd si este finit, atunci
n— oo
k=0

lim Z ak(
lim b, =e" “k=
n—oo

In cazul problemei P1 are loc:

(8)

n
1 1
i S enlo) = i 3 = pn2 =12
k=0

gl atunci, in baza lui (8), se giseste

lim M — eln\/i =.
n—o0 20 277, + Qk

In cazul problemei P2 se obtine

R o~k osing-singh 1
lim E ag(n) = lim E sin — = lim —="——F—=0— = |
n—00 n— 00 n2 n—oo sin = 2
k=0 = 2n2

e c oA .k
gi aplicind din nou (8) rezultd lim [[ ( 1+sin— | =e

n—oo k=0
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Reprezentarea numerelor reale intr-o baza de
numeratie

Hortensia Bolat

Abstract. This methodic paper is dedicated to the representation of real num-
bers, using a denumeration basis. The major part of the paper pertains to the p-adic
series expansion.

1. Introducere
Scrierea obignuitd (pozitionald) a numerelor naturale in forma
G 0100 = an - 10" + an_1-10""  + ...+ a1 -10 + ao

poate fi generalizata, folosind in loc de 10 o altd baza de numeratie p. Forma generala
a numerelor naturale este in acest caz:

1

a” p"+an—1-p" +--+ai-p+ao, cua; €{0,1,...,p—1}, i=1,n.

Teoria necesara este foarte bine pusa la punct. Mentionam importanta deosebita
a cazului binar (p = 2), cand cifrele admisibile sunt a; € {0,1}. Acest caz este folosit
la calculatoare, care se bazeaza pe circuite electrice 1 = circuitul este inchis; 0 =
circuitul este deschis). Trecand la numere care nu sunt naturale (ne putem restrange
la numere din intervalul (0, 1)), ideea este aceea de a folosi, pentru o bazi de numeratie

data p, puterile lui % in loc de puterile lui p. Ilustrarea concreta a acestei idei poate

fi data de calculul scolar din clasele mici. De exemplu, vrand sa calculam 1 : 3 = % ,

obtinem rezultate din ce in ce mai precise, cu zecimale din ce In ce mai multe: 0, 3;

0,33; 0,333;...;0,333...3 etc., care se apropie din ce in ce mai mult de é .
Examinand lucrurile din punct de vedere al analizei matematice, observam ca,

luand n zecimale, avem: 0,33...3 = % + ﬁ + -+ 10% . Aceasta e suma partiala

oo
de ordin n a seriei Y 1o, care are drept suma exact pe % .

n=1

Am exprimat in mod formal si corect faptul ca % =0,33... (o infinitate de zecimale).

Fractia zecimala 0,33 ... infinitd este periodica, in sensul ca cifra 3 se repeta.
Pentru astfel de fractii zecimale infinite periodice, elevii invata in primele clase formule
de transformare care dau wvaloare unei astfel de fractii zecimale periodice infinite ca
fractie ordinard (numér rational). In acest caz, acesta este % .

Esenta problemei este, de fapt, de naturd analitici. Avem niste serii speciale a
caror suma o calculam algoritmic. Deci, de fapt, problema este inglobata in teoria

seriilor, care poate fi privita ca parte a teoriei sirurilor, incadrabild in materia clasei a
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XI-a. Din pacate, teoria girurilor a fost complet scoasa din programa gcolara, ratandu-
se astfel sansa revenirii riguroase asupra formulelor de transformare mentionate mai
sus (si multe alte sanse produse de teoria seriilor).

Am crezut ca este util sa prezentam in acest articol metodic, in mod riguros si
cat mai explicit problematica de mai sus.

2. Serii. Notiuni elementare

Pentru o expunere dezvoltata privind seriile, se poate consulta [2].
Fie (@n)n>w un gir de numere reale (aici u este un numdr natural fixat). Pentru
m
orice m > u, notdm Sp, = Y a;.
i=u

Definitia 1. Spunem ca seria

o0
> a (1)
i=u

este convergentd daci sirul (Sm)m>w este convergent. In acest caz S = lim S, se

m—r o0
numeste suma seriei (1). Daci o serie nu este convergentd, atunci ea se numesgte

divergenta.

Observatii.
1. Seria (1) se mai scrie si astfel: > a;, Y. a; sau @y + Guyr + -+ an +....
i>u 7
2. De cele mai multe ori se lucreaza in cazul v = 0 sau in cazul v = 1.
3. am se numeste termenul de rang m al seriei (1), iar S, se numeste suma
partiald de ordin m a seriei (1).
Se constata c&, daci seria (1) este convergentd, atunci lim a,, = 0. Reciproca e falsi.

n— oo
oo
De exemplu, seria armonica Z % este divergenta, degi lim a, = 0.
n=1 n— o0

o0
Exemplu. (Seria geometrici) Se considerd a € R. Seria ) a”, adicd seria 1 +a +
n=0
a4+ +a"+ ... (cu conventia 0° =1, daci a = 0) se numeste seria geometricd
de ratie a. Ea este convergentd dacd si numai dacd a € (—1,1). In acest caz, suma

acestei serii este S = lia .

Conventie. Daci (1) este o serie convergentd, vom nota de multe ori suma S a seriei
cu acelagi simbol ca seria. De exemplu, in cazul seriei geometrice, vom scrie

')

Za":1+a+a2+...+a”+...:
n=0

l1—a’

Putem face operatii elementare cu seriile convergente.
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oo
1. Adunarea seriilor. Se consider seriile convergente Y. am, cu suma S si

m=u

oo oo
> by, cu suma T'. Atunci seria sumid » . (ap + bp) este convergentd, cu suma S + 7.
n=u pP=u

oo

2. Inmultirea cu scalari a seriilor. Se considera seria convergenta Z Am
m=u
oo
cu suma S si numirul real a. Atunci seria Y a-a., este convergentd, cu suma a- S.
m=u

3. Neglz]area unut numar finit de termenti ai seriei. Se consideré seria

convergenta Z am, cu suma S si un numar natural v > w. Atunci seria Z am este

m=u m=v
v—1
convergentd si are suma S = Y a;.
i=u

Aplicatie. Fie numarul real p > 1. Atunci

(2)

~ sl n
Intr-adevar, deoarece % € (0,1), seria geoemetricd »_ (%) este convergenta si are
=0

el n

suma —r = -2 . Rezult#, neglijand primul termen, c& seria > 13" este conver-
1—; p—1 ) ’ P

n=1

genta gi are suma pf;l —1= p%l . Inmultind ultima serie cu p — 1, deducem ca seria

o0
N v p—1 1 _
Inmulgitd cu ) o are suma (p — 1)p71 =1
n—

Consecinta. Pentru orice numar v € N avem
- 1 1
p—1 _
> T 3)
n=u

deoarece seria (3) se obtine din seria (2) prin inmultire cu pul,l .

Definitia 2. Spunem ci seria (1) este o serie de termensi pozitivi dacd a; > 0 pentru
orice © > u.

S& observam c&, pentru o serie cu termeni pozitivi, sirul sumelor partiale (Sm)m
este crescator: Sm+41 = Sm + Gm41 > Sm

Prin urmare, o serie cu termeni pozitivi este convergenta daca si numai daca sirul
sumelor partiale este marginit. Din aceasta observatie rezulta imediat

o0
Teorema 1. (Criteriul de majorare) Fie Y. an o serie cu termeni pozitivi. Se
n=u
oo
presupune cd ezistd o serie convergentd cu termeni pozitivi Y . by, astfel tncat by, > an
n=u

10



Argument 15

oo
pentru orice n > u. Atunci seria Z an este gi ea convergentd i avem S < T, unde

n=u
oo oo

S este suma seriei Y an, i T este suma seriei Y by.
n=u n=u
o0
Exemplu. Pentru orice a € R, avem remarcabila serie cu termeni pozitivi Z n%, ,
n=1
numita serie armonica generalizata de exponent a. Se arata ca ea este convergenta
dacd si numai dacd a > 1. Pentru a = 1, avem seria armonicd (care este divergentd).

3. Reprezentarea p-adica a numerelor naturale

Vom considera un numar natural fixat p > 2, numit bazd de numeratie. Ele-
mentele mulgimii {0,1,...,p — 1} se numesc cifre admisibile.
Fie n € Nsi ao,a1,...,an cifre admisibile. Notam

Y4+ ap+ao.

T T —
(@nan-1...a100)p = anp" + an—1p
In cazul p = 10 se omite p, notdnd numai @, an_1 - .. G100-

Teorema 2. (Teorema de reprezentare p-adicd a numerelor naturale)
Pentru orice numar natural M > 0 existd o unicd reprezentare in forma M =
(anan—1...a1a0)p, unde a; sunt cifre admisibile, n € N i an > 0.

Algoritmul de obtinere a reprezentarii din enuntul teoremei este cunoscut din
gimnaziu.

Exemplu. 19 = (10011)2 = (18)11.

4. Reprezentarea p-adica a numerelor reale

in monografia [1], cititorul poate gési un bogat material privind subiectul acestui
paragraf. In paragraful precedent, am ardtat cum se face reprezentarea p-adicad a
numerelor naturale. Incercand si extindem o teorie a reprezentarii p-adice pentru
numere reale, va fi suficient sa facem o astfel de reprezentare pentru numere strict
pozitive. Fie deci un numér a > 0. Avem a = [a] + {a}, unde [a] este partea intreagi,
iar {a} partea fractionard a lui a.

Deoarece gtim si 1l reprezentdm p-adic pe [a], rdméne si facem aceastd operatie
cu {a} in cele ce urmeaza.
De acum inainte, p > 2 este un numadr natural fixat (baza de numeratie), iar ele-
mentele lui {0,1,...,p — 1} sunt cifrele admisibile.

A. Serii p-adice

Definitia 3. Se numeste serie p-adica o serie de forma
oo}
an
> o @
3
n=1 p

11
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unde a,, € {0,1,...,p — 1}, pentru orice n.
Daca p = 10, spunem ca avem o serie zecimald. Daca p = 2, spunem ca avem o
serie diadica sau binard. Daca p = 3, spunem ca avem o serie triadica sau ternard.
Se observa ci orice serie p-adica este convergentd si are suma in intervalul [0, 1].
Intr-adevir, totul rezulti din faptul ca, pentru orice n, avem Z—Z < %}1. Folosim
criteriul de majorare si relatia (2).

Definitia 4. O serie p-adicd (4) se numeste periodicd dacd are proprietatea: exista
m, k € N* cu proprietatea ca an+r = an, pentru orice n > m.

Asadar, o serie p-adicd periodicd are una din urmétoarele forme (in primul caz
spunem ca avem o serie p-adica stmpld, in al doilea caz spunem ca avem o serie
p-adica mizta:

b1 bg bk bl b2 bk
PR R i = e
b1 bz bk:
+puk+l t g Tt (ut+1)k + Q)
al az at bl b2 bk b1 bg
;+?+“'+E+pt+1 +pt+2 +"'+W+W+W+“'
bk bl b2 bk
+pt+2k +oet pituktl + pituk+2 +o Tt ptt(ut Dk +... (1I)

De obicei, numarul k£ din definitia unei serii p-adice periodice se numeste perioadd
a seriei. Subliniem c& nici numéarul m i nici numarul £ din definitia unei serii p-adice
periodice nu sunt unic determinate. Orice numar n > m poate juca rolul lui m si
orice numér de forma nk, n € N*| poate juca rolul lui k.

Continuand pe aceastd temd, vedem c& definitia seriilor de tip (I) (serie periodica
simpl&) se poate obtine din definitia seriilor de tip (II) (serie periodicd mixtd) in cazul
particular cand ¢t = k si a1 = b1, az = ba, ..., ar = bg.

Definitia 5. O serie p-adica se numeste finitd daca existd m cu proprietatea ca
an = 0, pentru orice n > m. In caz contrar, seria p-adica se numeste infinitd.

Observam ca seriile p-adice finite sunt un tip special de serii p-adice periodice
(aici k =1).

Teorema 3. (Calculul sumei unei serii p-adice periodice)
1. Suma seriei p-adice periodice simple este

b1 bo b b1 bo bi
<7+72+.”+E)+( +W+...+ﬁ)+“.

p P pk+l
este
(biba ... br)p
pr—1

12
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2. Suma seriei p-adice periodice mizte

at b1 b2 b,
R RN Rl G R R

b1 b2 bk
A\ g T e T e ) e

este
(a1a2 P azblbg e bk)p — (a1a2 . ak)p
p'(p* —1)
Demonstratie. 1. Notam
b b b biba...b
gty e (b by
p p p p

Avem urmatoarele sume partiale ale seriei noastre:
1 1 1 1
o=p 5= (1 ) swm (10 L 1Y
Prin urmare suma seriei este, folosind subsirul (Spk)m al girului sumelor partiale:

. _ 11 1
s:lﬁnsmk—B-lgn(H?ﬂLﬁer)

=83 () =B

k

m=0 p
. k b1ba...b
deci § = B = (zmle
2. Notam
70,1 a2 at o b1 bg bk
A—;+]¥+-"+E, B_pt+1+pt+2+“.+pt+k'

Avem urmatoarele sume partiale ale seriei noastre:
1
St :A, St+k :A+B, St+2k :A+B <1+E) gee ey
1 1 1
St+mk:A+B<1+E+pﬁ+W> PRI
Prin urmare, suma seriei este, folosind subsirul (Si4+mk)m al sumelor partiale

11 1
S:hmstmk:A+Blim(1+ﬁ+ﬁ+7)

p('mfl)k
aenS(A) et
m=0 p _pT
1 B b k 1+b k—2++b
S:E(alp YbapTP 4 tar+ 04 ;5—1 k)
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S= a1 Faop" T L apt b pt T - bopP 4 L b —anptT —azpTr— L —ay
pt(pk_]-) ’
deci S = (a1a2"'atb1b2;“fk)p—(m)p. .
pt(pk —1)

Observatii. 1. Rezulta cd suma unei serii p-adice periodice este numar rational.
Vom vedea mai tarziu ca, invers, orice numar rational este suma unei serii p-adice
periodice.

2. Formula de calcul a sumei seriilor p-adice simple se poate obtine din formula
de calcul a sumei seriilor p-adice mixte, luand in particular grupul nerepetabil egal
cu grupul care se repeta, adica ludnd t = k si a1 = b1, a2 = ba,...,ar = bg.

3. Pentru p = 10 obtinem formulele uzuale din gcoala:
bibs ... by

99...9 ’
N——

de k ori

a) Suma seriei zecimale simple este:

a1a2...atb1b2...bk—alag...at
99...900...0
S—— N~

de k ori det ori

b) Suma seriei zecimale mixte este:

Notatii uzuale.

1. O serie p-adici generald (4) se mai noteaza si astfel: (0,a1a2...an...)p.
Daca p = 10, se omite p si se scrie 0,a1a2...an .. ..

2. O serie p-adica periodica simpli (v.1. din Teorema 3) se noteaza: 0, (b1bz . ..bg)p.
Daca p = 10, se omite p si se scrie 0, (b1b2...bg).

3. O serie p-adicé periodica mixt& (v. 2. din Teorema 3) se noteaza:

07 ajag ... at(b1b2 e bk)p

Daci p = 10, se omite p si se scrie 0,a1az . ..a¢(bibs ... bg).

In toate cazurile, notatiile de mai sus pot desemna si suma respectivei serii.

Exemple. Vom aplica Teorema 3, calculand cateva sume de serii p-adice periodice.

014 14

1. Considerdm p = 10 si seria 0, (014). Suma ei este S = 999 — 999"
2. Consideram p = 2 si seria 0,11(01)2.

, (T101), — (I1), 13—-3 5
Suma ei este S = 21 43 =5
3. Consideram p = 10 si ”aceeasi” serie 0,11(01).

) 1101 —11 109
Suma ei este S = 9900 — 99"
4. Consideram p = 11, cu cifrele admisibile 0,1,...,9 si a = simbol pentru 10.

. ) . (Ia)11 1-114+10 7
Fie seria 0, (la)11. Suma ei este S = S 120 =0

14
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B. Reprezentarea cu ajutorul seriilor p-adice

Propozitia 1. Pentru orice numdr x € [0,1], existd un sir (an)n de numere din

multimea {0,1,...,p — 1} cu proprietatea cd x = % .
n=1
= po1
Demonstratie. Dacd z = 1, am vizut ci avem relaia 1 = ’;;n si afirmatia este
n=1

demonstrata, cu a, = p— 1 pentru orice n. Daca z = 0, luam a,, = 0, pentru orice n.
S& considerdm un numir z cu 0 < z < 1. Construim girurile (an)n §i (Tn)n:

{ pT = a1 + 1, ar = [pz] )
PTp = Ant1 + Tptl, Anil = prn}, n > 1.
Din definitie se vede ci a, € {0,1,...,p — 1}, pentru orice n, deoarece pr < p si
pr, < p, avand In vedere ca 0 < x, < 1, pentru orice n.
Vom arata ca pentru orice n avem
ai as an Tn
r=—+—=+-+—+ — (6)
p P pro P

Demonstratia acestei ultime afirmatii se face prin inductie asupra lui n.

Intr-adevir, din prima relatie de definitie (5) rezultad x = % + %1 .

Acceptand relatia (6) pentru un numar n, vom avea, folosind a doua relatie de definitie
din (5), z, = okl 4 Indl o Tn :Zﬂ + ;Zi{ si atunci (6) devine

P P P
o= (e ) e
adicd (6) pentru n + 1 in loc de n. Demonstratia prin inductie este completa.
Din (6), obtinem pentru orice n : ‘x — i % =x— 3 % =< pin — 00, ceea ce

i=1 i=1

n

NIV a;
arata caa:—hmzp—;—
n . .

=1 1

O

NgE
‘m

7
pt
1

Remarca. Sa presupunem ca exista n cu proprietatea x, = 0. Atunci:
— pe de-o parte, rezultd cd (6) devine

a;
=1
— pe de altd parte vom avea, folosind a doua relatie de definitie din (5): ant+1 =0,
ZTn+1 = 0 gi continuadnd, an, = 0, x,, = 0, pentru orice m > n + 1.
In acest context, deducem c& (7) este, de fapt, relatia din enunt;:
n [eo]
a; a;
7 7
= P = P
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Am reusit s& demonstrdm ci orice numir z € [0, 1] este suma unei serii p-adice,

eventual finite (v. Propozitia 1 gi remarca precedentd). Acest fapt va fi exprimat si
astfel:

Orice numdr x € [0, 1] se poate dezvolta in serie p-adicd (finitd sau infinitd).

oo
Definitia 6. Fie z € [0,1]. O serie p-adicd ). ;—Z, cu proprietatea ca
- n=1
r=y. % , se numeste serie de reprezentare (p-adicd) pentru x.

1

n

Propozitia 1 se exprima acum astfel:

Propozitia 1°. Pentru orice x € [0, 1] existd o serie de reprezentare p-adicd.
Bibliografie
[1] Nicolescu M., Analizd matematicd, vol. 1, Ed. Tehnica, Bucuresti, 1957

[2] Nicolescu M., Dinculeanu N. si Marcus S., Analizd matematicd, vol. 1, (ed. a 5-a),
Ed. Didactica si Pedagogica, Bucuresti, 1977

Profesor, Colegiul Tehnologic ”Grigore Cerchez” Bucuresti
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O lema de teoria grupurilor

Omer Cerrahoglu

Abstract. In this paper we prove and show some applications of a lemma on
the order of the product of two subgroups of a group.

1. Introducere—Motivatie

Rezultatele la concursuri arata cid existd o discrepanta foarte mare intre rezul-
tatele de la clasele VII-X si cele de la clasele XI-XII, discrepanta fiind mai pronuntata
la cele la clasa a XII-a. O intrebare naturala ce trebuie pusa intr-o asemenea situatie
este ”De ce?”, care este motivul pentru care existd o asemenea discrepanta. In cele
din urma, subiectele sunt propuse in conformitate cu materia predata la toate clasele,
gi atunci ar fi oarecum normal de agteptat ca rezultatele sa fie in general la fel la
toate clasele, eventual cu putine discrepante (care rezultd inevitabil din faptul ca nu
se poate ca la toate clasele subiectele sa aiba aceeasi dificultate). Cu toate acestea, un
anumit detaliu nu este considerat: algebra superioara si analiza se fac doar in doua
clase (a XI-a si a XII-a), pe cand algebra, combinatorica, geometria, mai mult sau
mai putin, chiar din clasa I. Astfel, pentru problemele de pana la clasa a X-a, elevii isi
dezvolta o intuitie de timpuriu, iar asta Inseamna mai mult sau mai putin ca inteleg
problemele, unde prin a intelege ne referim la o intelegere profunda, intuitiva. Pe de
alta parte, algebra superioara si analiza se fac doar in doua clase, iar atunci elevii nu
reusesc sa igi dezvolte aceasta intuitie, aceasta intelegere, iar atunci, chiar daca prob-
lemle nu necesita cunostinte foarte avansate (ba s-ar putea spune chiar din contra, ca
folosesc foarte putine cunostinte), ele nu sunt rezolvate de catre majoritatea elevilor.
In acest articol vom prezenta o lema, impreuna cu aplicatii ale ei, pentru a veni in
sprijinul elevilor, pentru a dezvolta aceasta intuitie.

2. Lema

Se va presupune ci cititorului ii este cunoscuta teorema lui Lagrange (de grupuri)
si notiunea de grup normal (desi aceasta din urma o vom folosi doar la ultima prob-
lem&). Vom nota prin &(G) ordinul unui grup finit G, sau chiar a unei multimi finite
G (caz In care ordinul este de fapt cardinalul multimii). Lema suni in felul urmator:

Lema3. (Teorema 2.B. [1]) Fie G un grup, iar H si K doua subgrupuri finite ale
sale. Notam HK = {hk:h € H,k € K}. Atunci avem cd

c(H)e(K)
c(HNK) -

17
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Demonstratie. (Urmarind [1]) S& observam cd multimea HK ar putea si nu fie
grup (si nici nu este in cele mai multe cazuri). Tot ceea ce ne spune lema este cate
elemente are aceastd multime. Pentru a intelege mai bine ”fenomenul”, vom analiza
intéi cazul in care H N K = {e}, unde prin e se intelege elementul unitate al grupului
G. Ceea ce avem de ardtat este cd 2(HK) = e(H)e(K). Deoarece in mod evident
o(HK) < ¢(H)e(K) (pentru ca fiecarui element din H K i se poate atribui o pereche
(h,k) € H x K in mod injectiv, astfel incat elementul din HK este hk), deci am dori
sd aratam ca are loc chiar egalitatea. Aceasta poate avea loc dacad si numai dacid
injectia de care vorbeam mai Inainte este chiar surjectie, care inseamna ca de fapt
fiecarui element din HK i se poate atribui o unica pereche. Aceasta revine la a
demonstra ca daca hk = hiki, cu h,h1 € H si k, k1 € K, atunci h = hy ¢i k = k1.
Pentru a demonstra aceasta, vom folosi bineinteles faptul cd H N K = {e}. Deci si
presupunem c& hk = hik;. Atunci, inmultind la stanga cu (h1)™' si la dreapta cu
k=1, obtinem c& (h1)”'h = ki1k™!, iar pentru cd H si K sunt grupuri si HNK = {e},
avem ca (hl)flh =kt = e, deci h1 = h si k1 = k, ceea ce demonstreaza problema
in acest caz.

Trecem acum la cazul general. Precum in cel precedent, vom analiza cand avem
egalitatea hk = hik1, pentru h,h1 € H si k, k1 € K. Precum mai inainte, aceasta
are loc dacd si numai daci (hi) 'h = kik~'. Dar pentru ci H si K sunt grupuri,
(hl)flh = k1 k™! va trebui sa fie egal cu un element din H N K. Mai mult, pentru
orice element a din H N K si h si k fixate, existd gi sunt unici hy si k1 astfel incat
(h1)"'h = k1k™* = a, dati de relatiile hy = ha™* si k1 = ak. Aceasta inseamni ci
dacd ne uitdm la toate produsele hk cu (h,k) € H N K, fiecare element din HK va

aparea de 2(H N K) ori, ceea ce demonstreazi faptul cd ¢(HK) = % O

3. Aplicatii

Cu toate ca lema pare simpla gi inocenté, ea are multiple aplicatii. Ideea de baza,
dupa cum se va si vedea, este ci, in mod evident, 2(HK) < 2(G). Aceasta implica
faptul ca dacd 2(H) si e(K) sunt suficient de mari, atunci si ¢(H N K) va fi mare.
Dar sa trecem acum la aplicatii. Prima problema s-a dat la concursul ”Laurentiu
Duican” in anul 1993:

Problema 1. ([2]) Sd se arate cd un grup cu 2(2n + 1) elemente, unde n este un

numar natural, are cel mult un subgrup de ordin 2n + 1.

Eugen Paltanea, Sabin Tabarcd

Demonstratie. Presupunem contrariul i fie atunci H si K doua subgrupuri distincte
ale lui G de ordin 2n + 1. Deoarece, precum am precizat in observatia anterioara,
o(HK) < (@), avem c& e(H N K) > 22t Dar pe de o altd parte H N K este
subgrup al lui H si din Lagrange avem atunci cad @(H N K)|e(H). Din inegalitatea
o(HN K) > 2%t avem cd singura optiune viabila este 2(H N K) = 2n + 1 care
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implica faptul ca H = K, contradictie. Deci exista cel mult un subgrup de ordin
2n + 1. O

Urmatoarea problema a fost data la concursul ” Spiru Haret” in anul 1988. Demon-
stratia este foarte similard cu cea precedenta. O alta solutie este posibila, dar lasam
cititorul sa o gaseasca.

Problema 2. ([3]) Fie G un grup de ordin 2n, cu n > 2 natural, tar Hy si Hy doud
subgrupuri ale lui G de ordin n, astfel incat Hi N Ha = {e}, unde e este elementul
neutru al lui G. Determinati grupul G.

O(Hq) C(H3)
O(HiNHy) —

2(@G), care e echivalent pe baza ipotezei cu n? < 2n. Aceasta implicd n < 2, deci
din ipotezd n = 2. Deci #(G) = 4. Dar existd doar doud grupuri de ordin 4: cel al
lui Klein si cel ciclic. Pentru cel ciclic nu exista Hi si Ha cu proprietatea ceruta, dar
pentru grupul lui Klein exista. Lasam cititorul sa demonstreze acestea.

Demonstratie. larasi, pentru a avea @(H1H2) < &(G) trebuie ca

Cei care cunosc teorema lui Cauchy vor sesiza ca urmatoarea problema implica
faptul ca orice grup cu pq elemente cu p > ¢ prime are exact un subgrup de ordin
p. Aceasta problema se utlizeaza pentru a caracteriza grupurile cu pg elemente.
Cititorului interesat ii recomand&m si citeascd capitolul 2 din [1].

Problema 3. (Corolar la Teorema 2.B. [1]) Demonstrati ca un grup G cu pq ele-
mente, unde p > q sunt douda numere prime, are cel mult un grup de ordin p.

Demonstratie. Sa presupunem ca ar exista doua subgrupuri de ordin p ale grupului
G. Fie aceste doua grupuri H si K. Aplicand lema pentru ele, obtinem ca pqg >
62(137;1!()' Pentru ca p > ¢, trebuie ca 2(H N K) > 1. Dar H si K au ordinul p care
e prim, deci nu au subgrupuri proprii. Asta inseamna ca singura posibilitate este ca
HNK = H, sau cu alte cuvinte H = K. Deci G are cel mult un subgrup de ordin p.
S& observam cid nu avem nevoie de ipoteza ¢ prim. O

Demonstratia urmatoarei probleme, datd la concursul ”Gheorghe Vranceanu”
in 1988, este mai complicatd decat solutia alternativa care existd. Aceasta solutie
alternativa se bazeaza mai mult sau mai putin pe demonstratia teoremei lui Lagrange
gi lasam cititorul sa o gaseasca.

Problema 4. ([3]) Fie G un grup cu 2n elemente, iar H un subgrup al sdu cu n
elemente. Demonstrati cd ©> € H pentru orice x € G.

Demonstratie. Bineinteles, unul dintre cazuri este trivial, si anume cel in care
x € H. Deci presupunem ci z € G\H. Pentru a aplica lema, avem nevoie de 2
grupuri; cu toate acestea, noi avem pana acum doar unul, anume H. Celalalt grup
ar trebui sa fie cumva legat de x, ceea ce ne conduce la grupul ciclic generat de x,
pe care il notam (z) (avem c& (z) = {2’ : i € N}). Subgrupul (z) este finit pentru
cd ordinul lui z in G este finit. Aplicdm acum lema pentru H si (z) si obtinem ci
o(H N (z)) > e((z)). Pentru ci (z) nu e inclus in H (pentru ci, in particular,
@ ¢ H), trebuie obligatoriu ca 2(H N (z)) = 32((z)) (din Lagrange). Dar acum ne
vom folosi de caracterizarea subgrupurilor unui grup ciclic (in cazul in care cititorul
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nu a mai intalnit acest rezultat, ii recomanddm si incerce sa-l demonstreze singur):
pentru orice subgrup al lui (z), unde ordinul lui = este k, existd d|k astfel incat
subgrupul se poate scrie ci (%) (adici subgrupul este chiar subgrupul ciclic generat
de xd). In plus, acest subgrup are ordinul %. Asadar, pentru }f N (x) se observa cid

singura variantd viabild este d = 2 (ca s& avem ca 2(H N(x)) = 5¢((x)), care implica

faptul c& 2% € H. d

Urmatoarea problema a aparut pe lista scurta a Olimpiadei Nationale din anul
2005. Aceasta poate fi generalizatd in mai multe feluri; in [5] cititorul poate gisi o
astfel de generalizare. Pentru aceastd problema vom avea nevoie, pe langa lema, de
niste inegalitati simple.

Problema 5. ([4]) Fie p un numdr prim, iar e elementul neutru al grupului G de
ordin 2p*. Hy si Ho sunt doud subgrupuri ale lui G pentru care Hy N Hy = {e} si
H, U Hsy are cel putin 2p°> — p + 2 elemente. Demonstrati cd cel putin unul din cele
doua subgrupuri este chiar G.

Dana Heuberger

Demonstratie. Pentru inceput, sa presupunem ca niciunul din grupurile H; si H»
nu este G. Atunci @(Hi), 2(Hz) < 1 2(G). Ceea ce dorim si aratam este ca e2(Hi Ha)
este mare, pentru care avem nevoie s stim ca 2(H)e(H2) este mare. Aceasta putem
s-o facem daci stim cd (H,) + «(H2) este mare, pentru care vom folosi urmatorul
caz particular al principiului includerii i excluderii: daca A gi B sunt doua multimi,
atunci (AN B) + (AU B) = 2(A) + ~(B). Din aceasta avem, pe baza ipotezei,
ci ¢(H1) + e(H2) = 2p* — p+ 3. Si observim ca pentru doud numere x si y cu
suma fixatd, produsul lor este cu atdt mai mic cu cat modulul diferentei dintre ele
creste, cum este demonstrat de egalitatea 2y = ((z + y)* — (z — y)*). Pentru ca
o(H,), 2(Hs) < p?, produsul ¢(H;)e(Hs) este minim cand unul dintre ordine este
p? iar celdlalt p> —p+3 (ca modulul diferentei dintre cele doud ordine si fie cat mai
mare). Asadar 2(H:)e(Hz) > p*(p® — p + 3). Dar pe baza lemei avem urmitorul
gir de inegalitati: 2p? = #(G) > e(H1Hz) = e(H1)e(Hs) > p*(p® — p + 3), de unde
2> p? —p+3,sau p> —p+ 1 < 0, care este falsi pentru orice p > 2. Asadar unul
din cele 2 subgrupuri este chiar GG, demonstrand problema. S& observam ca nu am
folosit nicaieri ca p este prim. O

Problema urmatoare caracterizeaza grupurile finite ce pot fi acoperite cu 3 sub-
grupuri proprii. Unul din corolarele acestei probleme este ca orice grup finit ce
poate fi acoperit cu 3 subgrupuri proprii are ordinul divizibil cu 4. Astfel de prob-
leme de acoperiri au mai aparut: in anul 1992, la concursul ” Gheorghe Titeica” s-a
dat urmatoarea problema: demonstra{i cd niciun corp nu poate fi scris ca reuni-
une a 3 subcorpuri proprii. In cazul in care corpul este finit, putem aplica problema
urmatoare: daca avem corpul K, si (K, +) si (K'\{0}, -) sunt acoperite cu 3 subgrupuri
proprii, ceea ce ar implica faptul ca ambele au ordinul divizibil cu 4, fals. Totusi,
demonstratia nu este prea grea nici in cazul in care corpul este infinit, si lasam citi-
torul sa o gaseasca. O alta problema a aparut la acelagi concurs in anul 1994 si cerea

20



Argument 15

sa se arate ca niciun corp finit nu poate fi scris ca reuniune de subcorpuri proprii.
Aceasta are cel putin 2 demonstratii: prima utilizeaza faptul ca, pentru orice corp
finit K, orice subgrup al grupului K\{0} este ciclic. A doua foloseste caracterizarea
corpurilor finite. Cititorului interesat ii recomandim capitolul 7 din [1].

Problema 6. Demonstrati ca un grup finit G poate fi scris ca reuniune de 3 sub-
grupuri proprii dacd $i numai dacd exista un subgrup normal H al lui G pentru care
grupul cdt G/H este izomorf cu grupul lui Klein.

Demonstratie. Sa presupunem ca G = G1 U G2 U G3, unde G1, G2, G3 sunt sub-
grupuri proprii ale lui G. Pentru ca niciun grup nu poate fi scris ca reuniune de doua
subgrupuri proprii (aceasta o ldsdm cititorului, cici iese imediat din nigte ordine) nu
avem relatii de incluziune intre cele 3 grupuri (adicd nu putem avea Gi1 C G2, spre
exemplu). Pentru inceput, si ar&tdm ci cel putin unul din cele 3 subgrupuri are or-
dinul %ﬂ(G). Sa presupunem contrariul. Atunci, din teorema lui Lagrange, avem ca
fiecare din cele 3 grupuri are ordinul cel mult %&Z(G). Dar pentru ca fiecare contine
elementul neutru al lui G, reuniunea lor are cel mult 2(G) — 2 elemente, deci nu pot
acoperi tot G. Deci unul dintre subgrupuri (fird a restrange generalitatea, G1) are
ordinul 1 2(G) (nu poate avea ordin mai mare cici altfel ar coincide cu G). Aplicand
lema, se obtine, precum in exemplele anterioare, cd 2(G1 N G2) > %&Z(GQ) si analog
pentru G3 (de fapt are loc urmatorul rezultat: pentru doua subgrupuri H si K ale
unui acelasgi grup finit G astfel incdt e(H)3 (@) avem ¢ 2(H N K) > 1a(K)). S&
studiem acum cardinalul reuniunii celor trei subgrupuri. In primul rand il avem pe
G1, care "aduce” 1 2(G) elemente. Apoi avem Gs, care aduce cel mult (de fapt exact)
%ﬂ(Gg) elemente noi, caci restul sunt deja incluse in G;. Similar, si G3 aduce tot cel
mult %Q(Gg) elemente noi reuniunii celor doua de dinainte (iaragi, cel putin jumatate
din elementele sale se afli deja in G1). Deci reuniunea celor trei multimi are cel mult
1(2(G)+ a(G2)+ e(G3)) elemente. Deoarece 2(Gs), 2(Gs) < 1 2(G), aceasta reuni-
une are cel mult 2(G) elemente. Pentru ca trebuie sd avem exact ¢(G) elemente, avem
egalitate in toate inegalitatile, deci 2(G2) = 2(Gs) = 3 (G). Fie acum H = G1NGs.
Pentru ci avem egalitate in toate inegalitétile, avem ca 2(H) = 1 2(G). Reuniunea
dintre G1 si G2 are 2 #(G) elemente. Mai riman un numar de 1 2(G) elemente care
vor trebui ”furnizate” de Gs. Fie deci H1 = Gz N Gy si Hy = G3 N G2. Avem ca
o(Hy) = o(Hz2) = 1 2(G). In afarii de elementele din H; U Ho, mai avem cele 10(G)
pomenite anterior. Deoarece &2(G3) = 1 (G), singura posibilitate este ca Hy = Hy
(pentru cd reuniunea lor trebuie si aiba cel mult 1 2(G) elemente, cate au fiecare in
parte). Dar atunci H1 C G1 NGz si e¢(H1) = &(G1 N G2), deci H = H1. Vom aréta
ca H este subgrupul lui G cerut. Pentru fiecare grup G;, cu i intre 1 si 3, subgrupul
H defineste pe ele doua clase laterale (nu existd diferenta intre clase laterale stangi
si drepte aici, caci dupa cum se stie, pentru orice grup finit K, orice subgrup al sau
de ordin %&Z(K) este normal, adici clasele laterale stangi si drepte coincid), pe care
le numim H gi K;. Atunci clasele laterale pe care H le definegte pe G sunt H si cele
3 clase K;. Dar aceste clase K; sunt simultan si drepte si stangi, iar acest lucru nu
se schimba cand consideram pe H ca subgrup a lui G. Aceasta arata cd H e normal
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in G si c& G/H are ordinul 4. Dar si observam ci in grupul G/H, fiecare element
are ordinul cel mult 2: pentru H este clar, iar pentru K; rezultd din faptul ca are
ordinul 2 cand consideram pe H ca subrup al lui G;; ordinul lui K; nu se schimba
cand il consideram pe H ca subgrup al lui G. Dar existda un singur grup de ordin
4 in care fiecare element are ordinul cel mult 2 gi anume grupul lui Klein. Aceasta
demonstreaza o implicatie a problemei, si anume ca dacd G se scrie ca reuniune de 3
subgrupuri proprii, atunci existd un subgrup normal H al sdu, astfel incat G/H este
izomorf cu grupul lui Klein. Cealalta implicatie este simpla: daca celelalte 4 clase
definite de H sunt H si K; pentru ¢ intre 1 si 3, atunci putem considera G; = HU K.
Demonstratia ca acestea sunt grupuri o lasam cititorului. (]

4. Incheiere

Lista cu aplicatii nu este nici pe departe completa; in acest articol am dorit
doar sa familiarizam cititorul cu aceasta lema si modurile in care ea se poate aplica.
Recomandam cititorilor interesati sa caute si sa gaseasca ei insusi alte aplicatii ale
acestei leme.
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Polinoame ireductibile si corpuri finite

Costel Chiteg

Abstract. The purpose of this paper is to count the irreducible polynomials of
a certain degree of the field F,,.

in generarea corpurilor finite, un rol important il au polinoamele ireductibile si
idealele generate de catre acestea. Ne propunem sa numaram polinoamele ireductibile
de gradul n peste corpul Z,, unde p este un numér prim. Acest rezultat ne va justifica
pe cale combinatoriald existenta unui corp finit cu p™ elemente ( unde p este un numar
prim), rezultat cunoscut ca o teoremd a lui Galois. Cunostintele depdsesc programa
analitica de liceu, dar sunt necesare in pregatirea olimpiadelor gcolare. Consideram
ca aceasta abordare oferd o perspectiva studiului algebrei in anii de facultate.

1. Parte introductiva

Vom prezenta unele notiuni si rezultate de baza.

Definitia 1. Fie R un inel. Doua elemente a, b € R se numesc asociate in divizibilitate
- gl notdm a ~ b - dacd a|b si b]a.
Exemplul 1. In inelul Z, avem 2 ~ (—2).

Observatia 1. Fie R un inel gi @ € R. Are loc echivalenta a ~ 1 daca si numai daca
a este inversabil in R.

Definitia 2. Fie R un inel integru. Un element ¢ € R nenul i neinversabil se numeste
ireductibil daca orice divizor a € R al lui q este asociat cu ¢ sau cu 1, adicd a ~ ¢ sau
a~ 1.
Definitia 3. Fie R un inel si § # I C R. I se numeste ideal stang (drept) al lui R
daca

1) Vo,yeIrezultd x —y € 1.

2) Vr € R,Vx € I, rezultd rxz € I ( respectivzr € I ).

Un ideal stang si drept se numeste ideal bilateral.
Observatia 2.

a) In cazul inelelor comutative, notiunile de inel stang, drept sau bilateral
coincid.

b) Dacd R este un inel si a € R atunci Ra = {ra | r € R},
aR={ar| r€ R} si aRa={ara| r € R} suntideale ale lui R generate
de elementul a. Ra este ideal stang, aR este ideal drept, iar aRa este ideal
bilateral.
Idealele generate de un singur element a € R se numesc ideale principale si
se noteaza cu (a).
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¢) In inelul comutativ Z, idealul generat de 5 este: (5) = 5Z = {5k | k € Z}
d) Pentru orice polinom h € R[X], idealul generat de h este

I'=(h)={h-glge R[X]}

Propozitia 1. Idealele lui Z coincid cu subgrupurile grupului aditiv Z.

Demonstratie. I = {0} este un ideal al inelului comutativ Z, numit idealul nul. Fie
I # {0} un ideal al lui Z. Alegem cel mai mic numéar din multimea N* N I, pe care il
notam cu n. Rezultd nZ C I.

Fie x € I. Aplicand teorema impartirii cu rest, rezulta ca existd si sunt unice
q,v € Z astfel incat x = ng+r,0 < r < n—1. Obtinem r = x — ng € I. Din
minimalitatea lui n rezulta r = 0, adicd x = nq € nZ, de unde rezulta si incluziunea
I CnZ. Asadar I = nZ. Dacar € Z si x € I = nZ, atunci rz € I, deci acestea
sunt toate idealele lui Z si coincid cu subgrupurile grupului (Z, +). O

Observatia 3.

1) Dacé avem corpul comutativ k, in inelul &k [X] functioneazi teorema Impértirii
cu rest. Rezultd ci orice doud polinoame f, g € k[X] au un cel mai mare
divizor comun (f, g).

2) Orice polinom nenul din k[X] se descompune in mod unic (cu exceptia
ordinii factorilor sau a unei asocieri in divizibilitate ) intr-un produs finit
de polinoame ireductibile. Spunem c4 inelul k [X] este factorial.

3) Daci avem corpul comutativ k, iar f € k[X] este un polinom de gradul doi
sau trei, atunci are loc echivalenta: f este ireductibil daca si numai daca f
nu are radacini in k.

4) In cazul in care k este un corp comutativ si gradul polinomului f € k [X]
este mai mare sau egal cu patru, afirmatia precedenta nu mai este valabila.
De exemplu, polinomul f = (X2 + 1) (X2 + 2) € R[X] nu are radacini
reale, dar este reductibil peste R.

2. Inel factor

Prin imitarea constructiei inelului Z,, care se obtine factorizand inelul Z cu
ajutorul relatiei de congruenta modulo n, se introduce notiunea de inel factor al unui
inel oarecare R.

Fie R un inel comutativ gi I un ideal bilateral al sau. Introducem relatia de
echivalenta ~ pe R, astfel: Ya,b € R, avem a~b< a—be€ I.

Relatia ~ este o relatie de echivalentd (reflexivd, simetricd si tranzitivd) pe R.
Obtinem multimea factor R/I = {a + I |a € R}.

Propozitia 2. Fie I un ideal al inelului comutativ R. Operatiile de adunare $i
inmultire pe multimea factor R/I, date prin: (a+ 1)+ (b+1)=a+b+1 si(a+1I)-
(b+I)=a-b+1,Va,be R sunt corect definite.

Mai mult, (R/I, 4, -) este un inel comutativ, numit inel factor, iar functia ™: R —
R/I, w(a) =a+ 1 este un morfism surjectiv de inele, numit surjectie canonicd.
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Observatia 4. In inelul Z al numerelor intregi, un ideal oarecare este de forma nZ,
cu n € N. Relatia de congruenta modulo n, introdusa in matematica de C.F. Gauss,
este: pentru a,b € Z, avem a ~ b < a —b € nZ < n| (a—»b). Inelul factor este
Z/nZ = Tn.
Aplicatia 1. Considerim polinomul f = X%+ X +1 € Z [X]. Stim ci Z. este corp,
deci Z3 [X] este un domeniu de integritate. Cum grad (f) = 2, f (ﬁ) =1, f (i) =1,
rezulta ca f este un polinom ireductibil.

Fie I = (f) idealul principal generat de f, adicA I = { f-g|g € Z2 [X]}.
Ne propunem sa determinam clasele de echivalenta si tablele operatiilor in inelul
factor. Aplicand teorema impdrtirii cu rest, pentru orice h € Zs [X] existd si sunt
unice q,7 € Zo [X] pentru care h = f-q+ r, cu grad(r) < grad(f). Obtinem
grad (r) < 2, de unde deducem ci r € {0, 1,X,X +1). Cum aceste polinoame nu
sunt congruente modulo f si orice polinom h € Z [X] este congruent modulo f cu
unul dintre ele, rezulta ca inelul factor este:

22 [X)/ (1) = { 0], [1] [X], [X + 1] }, unde [0] = {f - 9|9 € Za[X]},

[(]={f g+1lgeza(X]}, [X]={f -g+X[geZalX]},

X+1]={f-9+X+1|geZ[X]}.
Scriem tablele operatiilor de adunare i inmultire in Z [X] / (f):

+ [0] [1] [X] [X +1]
0 B L X1 [x+1]
1 1 0 [X +1] [X]
[X] X| [X +1] 0 1
[X+1] | [X +1] [X] H H
o i (X]  [X+1]
o |9 o [0] [] .
1 0 1 [X] [X +1]
[X] 0] [X] X +1] [1]
[X+1] | [0] [X+1] [1] [X]

Studiind tablele operatiilor deducem c& Zs [X]/ (f) este un corp comutativ cu 4

elemente. El contine un subcorp izomorf cu Zs. R
Grupul sdu multiplicativ.  U(Z2 [X]/ (f)) = { [1] (X7, [X + 1]} este ciclic, un
generator al sdu fiind [X].
Propozitia 3. Fie k un corp comutativ, f € k[X] un polinom nenul si I = (f)
idealul generat de f. Urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:

a) f este ireductibil peste corpul k.

b) k[X]/I este un corp.

¢) k[X]/I este un domeniu de integritate.

Demonstratie. ”a) = b)” Polinomul f este ireductibil. Fie g + I € k[X]/I
nenul, deci g ¢ I. Atunci, deoarece f este ireductibil si f [ g, obtinem (f,g) = 1.
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Rezultd cd existd s,t € k[X] pentru care s- g +t- f = 1. Trecand la clase, rezulta
(g+1I)-(s+1I)=1+1, asadar g + I este inversabil, deci k[X] /I este un corp.

"b) = c)” este evident.

”¢) = a)” Multimea factor k[X] /I este un inel integru. Presupunem ci f nu este
ireductibil. Deoarece inelul k[X] este factorial, existd hi,hs € k[X] pentru care
f = h1- hg, cu grad (h1) < grad(f) si grad(hz) < grad(f). Trecand la clase
se obtine: I = (hi+1I) - (ha+I). Deoarece k[X]/I este un inel integru, rezulta
hi+1=1Isauho+I=1,deci hy €1 sauhy € I, adicd f | h1 sau f | h, contradictie.
Asadar f este ireductibil. a

Cu ajutorul unor notiuni avansate de teoria corpurilor se obtin urmatoarele rezul-
tate importante:

Propozitia 4. Daca p este un numar prim si n € N* atunci exista un polinom
ireductibil f € Zn [X] cu grad (f) =n.

Definitia 4. Fie m € N*. Functia p: N* — {-1,0,1},

1, daca m=1
w(m) = 0, dacd existd e; > 1 , unde m = pi'ps?...pyv, se
(D))", dacil=e1=ea=...= e,

numeste functia lui Mobius.

Propozitia 5. (Formula lui Gauss) Fie n € N* gi p un numdr prim. Numdrul
polinoamelor monice si ireductibile de gradul n din Z, [X] este egal cu

1 n
Nn:fE d)-pd.
- p(d)-p

d|n

Observatia 6. Din tabelul urmator putem determina N,,, pentru valori mici ale lui

p:
n\p 5 7

2 10 21

3 40 112

4 150 588

5 624 3.360

6 2.580 19.544

7 11.160 117.648

8 48.750 720.300

9 | 217.000 4.483.696

Observatia 7. Este cunoscut faptul ca daca avem corpul finit k, atunci exista
numarul prim p astfel incat 1 +1+ ...+ 1 = 0. Numaérul p se numeste caracteristica
~—————

de p ori 1

lui k si este minim astfel incat 1+ 14 ...+ 1=0.
—_————

dep ori 1
Mai mult, existd n € N* astfel incat k are p™ elemente.
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Propozitia 6. Fie numarul prim p si f € Zy [X] un polinom ireductibil de gradul
n. Corpul Zy [X]/ (f) are p™ elemente.

Indicatie. Folosind Propozitia 3 deducem, ca in Aplicatia 1, cd Z, [X]/ (f) este un
corp cu p" elemente.

Observatia 8. Se stie ca grupul multiplicativ al unui corp finit este ciclic. In
consecintd, grupul multilpicativ al corpului din Propozitia 6 are ¢ (p"™ — 1) generatori.

3. Exercitii propuse

Exercitiul 1. Definim functia N : C — R, N (a4 bi) = a® + b%, numitd functia
norma.

a) Dacad z1,22 € C, atunci N (z1) - N (22).

b) Ardtali cd z € Z[i] este inversabil dacd st numai dacd N (z) = 1. Deduceti

ca U (Z[i)) = {-1,1,—14,1}.

¢) Care dintre elementele 2,1 + 4,3 sunt ireductibile in inelul Z [i]?

Exercitiul 2. Fie f = X*+ X® 4+ 1 € Z» [X].

a) Demonstrati cd f este ireductibil.
b) Care este cardinalul corpului Zs [X]/ (f)?

¢) Determinati [X2 + X+ i] in corpul Z2 [X] / (f)-

Indicatie. a) f (f)) =f (i) =1, deci f nu are factori de gradul intai. Dintre
toate polinoamele de gradul al doilea, de forma X2 4+ aX + b, singurul ireductibil este
g=X?>4+X+1. Cum ¢®> = X*+ X% +1 # f, rezultd ci f este un polinom ireductibil
peste Za.

b) Aplicind teorema Impartirii cu rest in Zs [X], obtinem 16 resturi posibile prin
impértirea unui polinom arbitrar la f, deci Z2 [X] / (f) are 16 elemente.

¢) Determindm a, b, ¢,d € Zs pentru care
[X?+ X +1] - [oX® +0X* + X +1] = [1].
Rezultd usor cia =b=c=1gi d =0, deci [X2+X+i]_1 = [X3+X2+X].
Exercitiul 3. Construiti un corp finit cu 27 de elemente.

Indicatie. Polinomul f = X%+ X%+ X +2 € Z3 [X] este ireductibil, iar Z3 [X] / (f)
este un corp care are 3% = 27 de elemente. Acestea sunt clasele [aX 240X + c] , unde
a,b,c € Zs.

Exercitiul 4. Dacd p: N* — {—=1,0,1} este functia lui Mobius, atunci
1, daca n=1
;M(d)_{ 0, daca n>2
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Indicatie. Daca p1, p2, . . . pr sunt factorii primi din descompunerea lui n > 2, atunci:

Do) =pnW)+ Y w)+ D ppm)+o A+ plpropz-.pr)
al

1<i<k 1<i<j<k
=(1-1"=o0.

Exercitiul 5. Fie (G,+) un grup abelian si functisle f,g : N* — G. Atunci are loc
echivalenfa: g(n)=>. f(d) & f(n)=> n (g) -g(d).

d|n d|n
Exercitiul 6. Sa se determine polinoamele monice ireductibile de gradele 2,3,4,5
peste Zs.

Indicatie. Pentru n =2, avem

Nz—;;;ll(d)'ﬁ_;(H(l)'22+u(2)'21)_;(42)_1

intr—adevér, dintre polinoamele de gradul 2, singurul ireductibil este X2 + X + 1.
Pentru n =3, Ng =3 p(d) 24 =3 (u(1) 2 +p(3)-2) =1 (8-2) =2

a3
intr—adevér, dintre polinoamele de gradul 3, cele ireductibile sunt: X2 + X2 + 1 si
X?+ X +1. s
Pentru n =4, Ny = 5y p(d)-27 = 3 (p(1)-2"+p(2)-2° +p(4)-2) = 3.

d|4
intr—adevér, dintre polinoamele de gradul 4, cele ireductibile sunt: X* + X% + 1
X'+ X241 §i X'+ X +1. Pentru n=5, Ns=13 p(d)-24 =6.
d|5

intr—adevér, dintre polinoamele de gradul 5, cele ireductibile sunt: X° + X2 + 1,
X4+ X341, XP4+ X4+ X34 X241, XP4+ X34+ X2+ X+1, XP+X*+ X3+ X+1
si X+ X4 X2+ X 41
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Cateva rezultate neelementare despre progresii
aritmetice

Vasile Pop

Abstract. This article presents several notable results from the progression and
partition theory.

1. Introducere

Lucrarea contine cateva rezultate mai putin cunoscute si de un nivel superior
despre progresii aritmetice. Din lipsa de spatiu, am dat lucrarii un aspect informativ,
fara a ne propune argumentarea sau demonstrarea teoremelor prezentate, urmand
ca In numerele urmétoare ale revistei sa revenim in detaliu la unele din rezultatele
expuse.

Cunostintele necesare problemelor strict legate de progresia aritmetica sunt ab-
solut elementare si le prezentam doar pentru unitatea lucrarii.

Definitie. Un sir (an)» de numere (reale, complexe, intregi, rationale) se numeste
progresie aritmeticd daca existd un numar r astfel ca an+1 — an, = T, pentru orice
n € N. Numarul r se numeste rafia progresiei iar termenul ap se numegte primul
termen.

Observatie.

e Expresia termenului general a,, al unei progresii aritmetice este a, = apo+n-r,
n € N.

e O progresie aritmeticd finitd este o succesiune de termeni consecutivi ai unei
progresii aritmetice: ax, Qk+1,. .., Gk+tp-

e O progresie aritmeticd (finitd sau infinitd) poate fi prelungitd cu termeni noi,
de exemplu progresia (an)n>0 cu an = ap+n-r, n € N poate fi prelungitd la progresia
(infinitd in ambele sensuri), (bx)rez cu by =ao+ k-7, k € Z.

2. Partitii ale numerelor naturale in progresii aritmetice

k

Teorema 2.1. Dacd N = |J P; este o partitie a mulfimii numerelor naturale in
i=1

k progresii aritmetice Pi, Ps, ..., Py, avand ratiile r1,72,...,7% € N, atunci are loc

11 1
relatia — 4+ — 4 -+ —=1.
L2 Tk
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Observatia 2.2. Reciproca teoremei nu este adevarata. Mai precis, daca ludm

1
rn=2,r2 =3, r3 =6, atunci —+ —+ — = 1, dar nu exista nici o partitie a lui N
T1 T2 3
in trei progresii aritmetice de ratii 2, 3, respectiv 6.

In legaturda cu suma inverselor unor numere naturale, amintim:

Conjectura lui Erdds 2.3. (despre progresii aritmetice) Dacd A este o submulfime

1
(infinitd) de numere naturale $i Y, — = oo (seria este divergentd), atunci mulfimea
acA
A contine progresii aritmetice oricdat de lungi.

Observatia 2.4. O variantd a conjecturii lui Erdos este: Daca sirul de numere

naturale a1 < a2 < az < ... nu confine trei termeni in progresie aritmetica, atunci
o0
> — < oo (seria este convergentd).
a
n=1 """

3. Progresii aritmetice monocolore

Unul dintre domeniile de cercetare ale anilor 1920-1930 a fost partitia sau col-
orarea numerelor naturale. Un prim rezultat celebru, raspuns afirmativ la conjectura
lui Baudet, a fost obtinut de B. L. van der Waerden.

Teorema 3.1. (1927) Orice colorare a numerelor naturale cu un numdr finit de
culori contine progresii aritmetice monocolore (oricat de lungi).

Teorema 3.2. (1933) Pentru orice numere naturale k > 2 gin > 3, existd un numdr
minim N astfel incdt, oricum am colora numerele naturale de la 1 la N folosind
k culori, se pot gasi m numere naturale in progresie aritmetica, de aceeasi culoare.
Numdrul minim se noteazd N = W (k,n) si se numeste numdrul lui Van der Waerden.

Observatia 3.3.

e Determinarea numerelor W (k, n) este si probabil rdméane o problemé deschisa.

e Dintre numerele cunoscute precizam: W(2,3) = 9 (Chvatal), W(3,3) = 27
(Chvatal), W(4,3) = 76 (Beeler si O’'Neil), W(2,4) = 35, W(2,5) = 178 (Stevens si
Shantaram), W (2,6) = 1132 (Kouril si Parel), W(3,4) = 293 (Kouril 2007).

Recent (2008) doi tineri si celebri matematicieni au obtinut un rezultat remarca-
bil, atat in teoria Remsey cat si in teoria numerelor.

Teorema 3.4. (Green-Tao) Multimea numerelor prime contine progresii aritmetice
oricat de lungi.

4. Progresii aritmetice de forma [na] si {na}

Teorema 4.1. Daca o € R\Q, atunci sirurile an, = [na] si by, = {na}, n € N contin
progresii aritmetice oricat de lungi.

Observatia 4.2. In leg&turd cu sirul de forma [na] amintim un rezultat cunoscut:
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Teorema 4.2. Sirurile [na) si [nf], n € N* formeazd o partitie a mulfimii numerelor

1 1
naturale dacd gi numai dacd o, B € R\Q si —+ = = 1.
o

B

5. Caracterizarea unei progresii aritmetice finite A prin cardinalul
multimilor A+ Agi A— A

Teorema 5.1. Multimea finitd A C R formeazd termenii unei progresii aritmetice
dacd gt numai dacd |A+ Al =2|A| — 1, unde A+ A= {a+blac Abe A}.

Teorema 5.2. Multimea finita A C R formeazd termenii unei progresii aritmetice
dacd si numai dacd |A — Al =2|A| — 1, unde A— A= {a—bla € Abe A}
Observatia 5.3. La Olimpiada Nationala din 2004 s-a dat urmatoarea problema:

Multimile finite A C R gi B C R sunt termenii unei progresii aritmetice dacd gi numas
dacd |A+ B| = |A| +|B| — 1.

6. Progresii aritmetice care contin patrate perfecte sau cuburi perfecte

Teorema 6.1. Dacd o progresie aritmeticd (infinitd) de numere naturale confine un
pdtrat perfect, atunci ea contine o progresie aritmeticd infinitd de pdatrate perfecte.

Teorema 6.2. Dacd o progresie aritmeticd (infinitd) de numere naturale conine un
cub perfect, atunci ea contine o infinitate de cuburi perfecte.

In incheiere, recomandam elevilor sa incerce sa demonstreze unele din rezultatele
prezentate, dar mai important este sa le poata aplica in alte probleme.
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Asupra unei probleme de la concursul ”Euclid”

Dan Teodor Toma

Abstract. In this article, we generalize a problem from the final stage of the
”Euclid” National Contest.

v

La etapa finala a Concursului National de Matematica ” Euclid”, clasa a X-a M1,
subiectul I, s-a dat urmatoarea problema:

Care este probabilitatea ca 3 numere din multimea {1,2,...,n}, n > 3 sd fie in
progresie aritmetica? Acelasi lucru pentru 4 numere si n > 4.

Problema se poate generaliza:

Care este probabilitatea ca q numere din mulfimea {1,2,...,n}, n > q¢ > 2, sd
fie in progresie aritmetica?

Cazurile posibile sunt toate submultimile de ¢ elemente, deci C}l. Cazurile fa-
vorabile sunt acele grupe de ¢ numere care pot forma o progresie aritmetica. Pentru
a le numara, vom determina cate progresii de ratie pozitiva r, cu q elemente, se pot

forma din multimea {1,2,...,n}, n > ¢ > 2. Acestea sunt:
1, 1+, 14+2r...,14+(g—1)r
2, 2+, 242r,...,24(¢g—1)r

n—?l(’é—l) n—r‘(q’—Z), n—r(q-—”?)),...,n

Deci n — r(q — 1) este cel mai mare prim termen admis de ratia r, astfel incat
al g-lea element sa fie mai mic sau egal decit n. Se observa ca, pentru ratia r, avem
n —r(q — 1) progresii.

Ratiile progresiilor studiate pot lua valori de la 1 pana la un numar pe care il
vom nota cu Tmax. Elementele multimii {1,2,...,n} sunt pozitive, deci putem scrie
n—r(g—1)>0.
rmax €ste cel mai mare Intreg care satisface aceasta relatie

Tmax < 27 < max + 1
n-rlg-1)>0=r< = T e i érmax:{ - }
qg—1 Tmax € N qg—1
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Pentru a afla numaéarul total de progresii, este suficient sa adunam numerele
n- T(q - 1)7 r= ﬁmax
n—1g—1)+n—-2(q—1)+-+n — rmax(g— 1)
= Pmaxn — (@ — 1) (1 4+ 2+ -+ + Tmax)

Tmax Tmax + 1
preget )

Tlnax + 1
= Tmax (n —(¢— I)T)

- 1] <H—<q—1)[q"12]+1)

Probabilitatea ceruta este:
n (g 1) [
a—1|\" 2

= Tmax — (q —

Elev, Colegiul National ”Mihai Viteazul”, Bucuresti
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Tabara de matematica,
Baia Mare, 07 - 11.01.2013

Dana Heuberger si Meda Bojor

In perioada 07 - 11 ianuarie 2013 s-a desfisurat la Colegiul National ” Gheorghe
Sincai” a paisprezecea editie consecutiva a taberei judetene de matematica.
Prezentam subiectele testului final si lista premiantilor.

Clasa a IX-a

1. Se considera a,b € Z, a # 0 si ¢ un numar natural prim.
a) S# se rezolve ecuatia a - [2]* + (a +¢) - [#] + ¢ = 0.
b) S& se arate ci dacd ecuatia a - [x]> + b - [x] + ¢ = 0 are solutii reale, atunci
(latcl=1b]) - (la-c+1] = b]) = 0.

Gheorghe Boroica

2. a) Sa se arate ca pentru orice n € N, n > 3, are loc inegalitatea
2" >n?—n+2.

b) Si se rezolve in Z ecuatia 2°7 = 22 4+ z + 2.

3. Pe cercul de centru O se considera punctele distincte A, B, C. Demonstrati

071+5§‘: OB +0C| = |0C + OA|, atunci AB = AC = BC.

ca daca

Test selectat de:
Gabriela Boroica, Gheorghe Boroica

Clasa a X-a

1. Sa se rezolve ecuatia /1 — Va2 — 142 =+vx2 + 2.

2. Se considerd z € C astfel Incat |z — 1| < 2 si |z — 24| < 1. S& se arate ci:
a) |z — 1| + |z — 2i] > /5.
b) |2z — 1 — 2i| < /5.

Pentru cate valori ale lui z are loc egalitatea?

Dana Heuberger

34



Argument 15

z
3. Se considerd functia f: C — C, f(z) = =+ a-Z, unde a € C*\R, cu || # 1
a
este fixat, iar @ si Z reprezinta conjugatele numerelor complexe « si z.
a) S se rezolve ecuatia f(z) =1, dacd a =2 — 1.
b) S# se arate c& functia f este bijectiva si si se calculeze f~*.

Marius Perianu, Argument 10

Clasa a XI-a

1
1. a) S se calculeze |0 +
1

O =~ N
D Ut W
O =
Tt > O
W N =

Syl

b) Fie A,B S Mn(R), A = (ai]‘)
bj,n+17i, Vi7j S {1, 2, . ,TL}.
Sa se arate ca det(A) = (—l)ci det(B).

ii=T = (bij); j_1, astfel incat a;; =

Cristina Ocean

2. Fie A,B € M, (R), A # B, pentru care existd a € R*, astfel ca A*> = B3 =
a-Insi f: Mp(R) - Mn(R), f(X)=AX + XB.

a) Si se calculeze f(A% + B? — AB).

b) Sa se arate c& functia f este surjectiva.

c) Sa se arate cd existda X,Y € M,(R), cu Z # Y, astfel incat det(f(X))
det(f(V)).

Dana Heuberger

3. Se considera girul (Zn)n>1, cu 1 > x2 > 0, astfel incat

T I b AL i R

1 To In T1 - Tn

a) S& se arate ca sirul este o progresie geometica.

§ . 1 A T 1
b) Dacam1=1§1x2=§,calcula‘g1 lim z, E—&——Q—&—---—i—j .

n—o0o 2 In

Ludovic Longaver

Clasa a XII-a

2 4

1 _2> si B(z) = L4xA, iar G = {B(z)/x €

1. Se considera matricele A = (
R}.
a) S& se arate ca A% = Os.

b) S& se arate cd B(x) - B(y) = B(z +y), Vz,y € R.
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c) S& se calculeze det(B" (1)), n € N*.
d) Sa se calculeze

2(75) 2 (55) 2 (53) - (35 mm)

2. Se considerd functia f: R — R, f(z) = 6712, iar F' o primitiva a sa.

a) S& se arate cd F este concava pe intervalul (0, c0).

b) Sa se calculeze /x V/ f(x)dx.

c) S& se arate cd functia h : R — R, cu proprietatea (h o h)(z) = 6712, Vz eR,
nu are primitive pe intervalul (0, c0).

3. Fie G ={f:R — (0,00)/f derivabild si zf'(z) = f(z)In f(z)}.
a) S& se arate cd functia h: R — (0,00), h(z) = %", cu a € R, apartine multimii

G.
1
b) S& se arate cd dacd f € G, atunci — € G.
c) S& se arate cd dacd f,g € G, atunci f-g € G.
Test selectat de:
Crina Petrutiu, Nicoale Musuroia
Premiantii
Clasa a IX-a

Excelenta. Cotan Paul (C. N.”Gheorghe Sincai”).

Premiul I. Butnar Adrian (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Chis Selena Ioana (C. N.
”Gheorghe Sincai”), Zicher Blanka (C. N. ”Gheorghe Sincai”).

Premiul al II-lea. Avram Lara Andra (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Neamt Viad (C.
N. ”Gheorghe Sincai”), Pop Iasmina (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Teykar Dan (C. N.
”Vasile Lucaciu”), Bob Raul (C. N.”Gheorghe Sincai”), Voit Radu (C. N.” Gheorghe
Sincai”), David Roxana (C. N. ”Gheorghe Sincai”), On¢ Rares (C. N. ”Gheorghe
Sincai”), Todoran Larisa (C. N. ”Gheorghe Sincai”).

Premiul al III-lea. Ari Paul (C. N. ”"Gheorghe Sincai”), Cormos Codruta (C.
N. ”Vasile Lucaciu”), Kalisch Denisa (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Oniga Robert (C.
N. ?Gheorghe Sincai”), Birle Rares (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Bocut Oana (C. N.
”Gheorghe Sincai”), Libotean Florinel (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Ungureanu Radu
(C. N. ”?Gheorghe Sincai”), Pop Claudia (C. N. ”Gheorghe Sincai”).
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Clasa a X-a

Excelenta. Bud Cristian, (C. N. ”Gheorghe Sincai”).
Premiul I. Miclea Andrei, (C. N. ”Gheorghe Sincai”).

Premiul al IT-lea. Santejudean Bogdan, (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Stretea Roland
(C. N. ”Vasile Lucaciu”), Vele Corina (C. N. ”Gheorghe Sincai”).

Premiul al ITI-lea. Nicolaescu Andrei (C. N.” Gheorghe Sincai”), Fodorut Ioan (C.
N. ”Vasile Lucaciu”), Bdddreu Victoria (C. N.” Gheorghe Sincai”), Pirvan Narcis (C.
N. ”Gheorghe Sincai”).

Clasa a XI-a

Excelenta. Bretan Paula Alice (C. N. ”Gheorghe Sincai”).
Premiul I. Ofrim Adriana (C. N. ”Gheorghe Sincai”).

Premiul al II-lea. Trif Dan (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Visovan Adrian (C. N.
”Gheorghe Sincai”), Pop Dan (L. T. ”Petru Rares”).

Premiul al III-lea. Tuga Anca (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Pricop Gabriela (C. N.
”Gheorghe Sincai”), Rinja Daiana (C. N. ”?Gheorghe Sincai”), Pop Rozana (C. N.
”Gheorghe Sincai”), Cosma Diana (C. N. ”Gheorghe Sincai”).

Clasa a XII-a M2

Excelentd. Soponar Vlad (C. Ec. ”Nicolae Titulescu”).

Premiul I. Nagy Delia (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Mereu{i Florina (C. N. ”Vasile
Lucaciu”).

Premiul al II-lea. Birsan Cristina (C. N. ”Vasile Lucaciu”), Pop Raluca (C.
N. ”Gheorghe Sincai”), Nicoard Andrei (C. Ec. ”Nicolae Titulescu”), Kis Maria
Anisoara Beti (C. Ec. ”Nicolae Titulescu”), Iobagi Claudia (C. N.” Gheorghe Sincai”).

Premiul al ITl-lea. Voivod Anamaria (C. N. ”Vasile Lucaciu”), Petrus Florina (C.
N. ”Vasile Lucaciu”), Precup Persida (C. N.”Gheorghe Sincai”), Jiga Robert (C. N.
"Vasile Lucaciu”), Sabau Lorena (C. Ec. ”Nicolae Titulescu”), Marton Sergiv (C.
Ec. "Nicolae Titulescu”), Crisan Claudiu (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Coza Ionug (C.
N. "Vasile Lucaciu”), Toldas Iacob (C. N. ”Vasile Lucaciu”), Maxzim Stefan (L. T.
”Emil Racovitd”).

Clasa a XII-a A

Excelenta. Petca Alezandra (C. N. ”Vasile Lucaciu”).

Premiul I. Pasca Viad (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Achim Adrian (C. N. ” Gheorghe
Sincai”), Herman Paul (C. N. ”Vasile Lucaciu”), Dragos Hanna (C. N. ”Gheorghe
Sincai”), Suciu Viad (C. N. ”Vasile Lucaciu”).

37



Argument 15

Premiul al II-lea. Boczor Carla (C. N. ”Vasile Lucaciu”), Profeanu Ileana (C.
N. ”Gheorghe Sincai”), Feier Florin (C. N. ”Vasile Lucaciu”), Tdrtan Diana (C. N.
”Vasile Lucaciu”), Somfalvi Rita (C. N. ”Vasile Lucaciu”), Agoston Mdadalina (C. N.
”Gheorghe Sincai”), Pop Sergiu (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Topan Teodora (C. N.
”Vasile Lucaciu”), Vatamaniuc Alexandru (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Lazdr Adina
(C. N. ”Gheorghe Sincai”), Simonca Marian (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Trif George
(C. N. ”Gheorghe Sincai”), Dragomir Vliadut (C. N. ”Vasile Lucaciu”).

Premiul al III-lea. Naghi Andrei (C. N. ”Gheorghe Sincai”), balint Andor (L. T.
”Emil Racovitd”), Donica Renata (C. N. ”Vasile Lucaciu”), Buzild Bianca (C. N.
"Vasile Lucaciu”), Dragos Andreea (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Pop Marinel (C. N.
”Vasile Lucaciu”), David Carla (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Ghirasin Cristian (L.
T. ”Emil Racovitd”), Panici Andrei (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Szanto Alex (L. T.
”Emil Racovitd”), Pop Alexandrina (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Sfara Anamaria (C.
N. ”Vasile Lucaciu”), Muntean Horia (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Peterfi Andre:i (L.
T. ”Emil Racovitd”), Zicher Norbert (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Pinte Dan (C. N.
”Gheorghe Sincai”), Tyran Viorel (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Buican Bettina (C. N.
”Gheorghe Sincai”), Ciurdas Viad (C. N. ”Gheorghe Sincai”).
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Tabara Judeteana de Excelenta
09 - 12 septembrie 2013, Baia Mare

Gheorghe Maiorescu

In perioada 09 - 12 septembrie 2013 s-a desfigurat la Colegiul National ” Gheorghe
Sincai” Tabara Judeteana de Excelenta. La aceasta tabara au fost invitati sa participe
elevii din judet care au obtinut rezultate foarte bune la Olimpiada judeteana de
matematica.

Responsabilii taberei au fost profesorii Vasile Ienutag (Sc. ”George Cosbuc”) si
Gheorghe Boroica (C. N. ”Gheorghe Sincai”).

Prezentam in continuare subiectele testului final.

Clasa a IX-a

1. Sa se rezolve ecuatiile:

a) [z] + 3 - {z} = 2013, = € R, unde [z] reprezintd partea intreagd a numéarului
x, lar {z} reprezintd partea fractionara.

b)z?+3?> -2 24+3.-y=0, 2,y € Z.

2. Se considers a, b, ¢ € R astfel incat a? + b? 4+ ¢ = 4. S& se arate ci:
a)a®—2-a><0
b) -8 <a® +b% +c* <8,
3. Fiex,yc N*sia=2>+2-y4,b=y>+2 .
a) Dati 3 exemple de perechi (z,y) pentru care a este patrat perfect.

b) S& se arate cd a si b nu pot fi simultan patrate perfecte.

Subiectele au fost selectate gi propuse de:
(Prof. Gheorghe Boroica - C. N. ”Gh. Sincai” Baia Mare)

Clasa a X-a

1. S& se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia log,[z] 4 [log, 2] = 4, unde
[a] reprezintd partea intreagd a numirului a.

2. Se considera functia f : R — R, care verifica relatia f(f(z)) = 2z + f(x),
Vz eR.
a) Sa se demonstreze cd functia f este injectiva.

b) S& se demonstreze ca f(2z + f(z)) = 3f(z) + 2z, Vz € R.
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c) Sa se arate ci existd atat functii strict crescitoare cat si functii strict des-
crescatoare care verifica relatia data.

3. Figura de mai jos este reuniunea patratelor cu latura de 2 cm si a interioarelor
acestora, iar interiorul patratului de dimensiune 4 x 4 nu face parte din figura.
a) O furnicd pleaca din punctul A si vrea si ajungs in B mergand doar pe laturile

patratelor din figura. In cate moduri poate face acest lucru, stiind ca furnica va alege
intotdeauna un drum de lungime minima.

A

b) S& se arate cd oricum am alege 129 de puncte care apartin figurii date, exista
cel putin dous avand distanta dintre ele mai mici sau egald cu v/2 cm.

Subiectele au fost selectate si propuse de:
(Prof. Florin Bojor - C. N. ”Gh. Sincai” Baia Mare)

Clasa a XI-a
2 i) §i B(z) = I, + 24, 7 € R,
a) Sa se arate cd B(z) - B(y) = B(z +y), Vz,y € R.

_ _ 1 1 1 .
b) S& se determine matricea C—B(ﬁ> B(ﬁ) B(m), n € N*.

¢) S& se calculeze det(C), unde C' este matricea de la punctul b).

1. Se considera matricele A =

2. Fie A € M>(C) cu A28 = O,.
a) S& se arate ca A% = Os.
b) S& se arate cd det(A + I2) = 1.
c) S& se rezolve ecuatia det(A + 2013z - I2) =1, z € C.
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3. Se considerd functia bijectiva f : [0,00) — [0,00), f(z) = = + In(1 4+ z) si
sirul (@n)nen cu ap > 0 §i ant1 = £ (an), n € N.
a) S& se arate ca functia f este strict crescatoare.
b) S& se arate cd an, > 0,Vn € N.
c) Sa se arate ca sirul (a,)nen este descrescitor.

Subiectele au fost selectate si propuse de:
(Prof. Nicolae Muguroia - C. N. ”Gh. Sincai” Baia Mare)

Clasa a XII-a

” astfel incat pentru orice x, y, z,

1. Pe R se definegte legea de compozitie ” *
t € R avem:
1) (xxy) — (zxt) = (z+1¢)* (y + 2).
2) xxx=0.
3)0xz ==z
a) S& se calculeze 17 % 23.
)

b) Sa se verifice daca legea este asociativa si are element neutru.

2. Fie functia f : R — R care are primitiva F' pe R, astfel incat pentru orice

5 _ f(@)
R*, f(z°) = :
z €RY, f(2%) = 35
a) S se arate ci pentru orice z € R, F(x) = F(2?).

b) S& se arate cd f este functia nuli.

3. Sa se arate ca nu existd functia f : R — R™ care are primitiva F', astfel incat
pentru orice z € R*, F(z) - F(2 —z) = F(1 — z).

Subiectele au fost selectate i propuse de:
(Prof. Dana Heuberger - C. N. ”Gh. Sincai” Baia Mare)

Inspector, 1. S. J. Maramures
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Concursul ” Argument”
al Colegiului National ”Gheorghe Sincai”
Editia a I'V-a

Dana Heuberger

In 9-10 noiembrie 2012 a avut loc la Colegiul National ” Gheorghe Sincai”’ din
Baia Mare cea de-a patra editie a concursului de matematicid ” Argument”, cu par-
ticiparea loturilor de elevi ale unor licee de elita: C. N. ”Liviu Rebreanu” Bistrita,
C. N. ” Andrei Muresanu” dej, C. N. ” Alexandru Papiu-Ilarian” Targu Mureg, C. N.
”Mihai Eminescu” Satu Mare, C. N. ”Dragog Voda” Sighetu Marmatiei, C. N. ” Vasile
Lucaciu” si C. N. ”Gheorghe Sincai” din Baia Mare. Pregedintele concursului a fost
si de data aceasta dl. conf. univ. dr. Vasile Pop de la Universitatea Tehnica din
Cluj-Napoca.

Clasa a V-a

Fiecare problema are un singur raspuns corect.

1. Cel mai mare cub perfect de trei cifre este:
a) 999 b) 961 c) 729 d) 512

2. Daca 2a + 2b+ ¢ = 50 si 3a + 3b — 2¢c = 40, atunci a + b este:

a) 30 b) 20 c) 10 d) 15

3. Fie m,n € N. restul impartirii numarului a =5-n+10-m + 21 la 5 este:

a) 1 b) 0 c)3 d) 4

4. Daca suma dintre un numar si rasturnatul sau este 1251, atunci suma cifrelor
numarului este:

a) 9 b) 18 c) 16 d) 19

5. Numarul z care verifica egalitatea 1z + 2z +3x + - - - + 92 = 495 este egal cu:

a) 3 b) 5 c) 7 d)9

6. Numarul 372 : 95 : 273 — 32% .5 : 16° este egal cu:

a) 32 b) 17 c) 33 d) 16

7. Se considers girul 10° 4+ 1; 10" 4+ 2;10% +3;...;10%°° 4+ 500. Ultimele trei cifre
ale sumei termenilor acestui gir sunt:

a)250  b)251  ¢)255  d) 361

8. Cate numere de trei cifre impartite la 17 dau restul 87
a)19  b)43 )53 d) 69
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La urmatoarele probleme se cer solutiile complete.

9. Se considerd numerele naturale situate intre a si b, inclusiv a i b. Notam cu
r(a;b) suma resturilor Impartirii acestor numere la 7.
a) Calculati r(8;14).
b) Calculati (1, 50).
¢) Determinati z € N, stiind c& r(1,z) = 2010.
10. Se considera o secventa de numere naturale, cu proprietatea ca orice sapte
termeni consecutivi au suma para gi orice opt termeni consecutivi au suma impara.

a) Sa se determine o secventd formata din 10 numere naturale cu proprietatea
de mai sus.

b) S& se determine numérul maxim de termeni ai unei secvente cu proprietatea
de mai sus.

Clasa a VI-a

Fiecare problema are un singur raspuns corect.

1. Numarul (2% -3%)8 : (22 -3)' — 2! . 29 este egal cu:
a) 4 b) 8 c) 11 d) 23

2. Daca z,y,z € Ngi 2 - y* - 2¥ = 36000, atunci x + y + z este:
a) 18 b) 1 c)5 d) 10

3. Dacd a-b =720, iar [a,b] = 60, atunci a + b este:
a) 6  b)4096  c) 125  d) 72

4. Cel mai mic numar natural, care impartit la 3, 4, 5, 8 i 9, da restul 1 este:
a)24  b)8l ) 361  d) 48

5. Dacd M € (AB), N si P sunt mijloacele segmentelor (AM), respectiv (M B),
iar NP = 2012 cm, atunci lungimea segmentului (AB) este:

a) 4024 cm b) 2000 cm ¢) 1024 cm d) 500 cm

6. Punctele A, B, C, D sunt coliniare, in aceasta ordine. Daca 2AC = AB+ AD,
iar BC = 2% cm, atunci lungimea segmentului (BD) este:

a) 2 cm b) 2%2 cm c) 2%% cm d) 2% cm

7. Numarul natural a, care are trei divizori naturali gi a caror suma este 57,
este:

a) 49 b) 81 c) 121 d)9

8. Dac# numirul 5101 . 2100
este:

a) 4 b) 9 c) 2 d) o

+ a este divizibil cu 9, atunci o valoare pentru a
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La urmatoarele probleme se cer solutiile complete.

9. a) S& se arate cd patratul unui produs de 3 numere prime distincte are exact
27 divizori naturali.

b) Determinati numerele naturale a si b, prime intre ele, pentru care a -b =
2P . 39.5" unde p,q,r € N*, p < g < r, iar a - b are exact 30 divizori naturali.

¢) S& se arate cd in orice submultime cu 7 elemente a multimii
A={27-37.5"/p,q,7r € {0,1,2}}
existd 2 elemente, asfel incat unul il divide pe celalalt.
10. Pe o drepata se considerd, in aceasta ordine, punctele A1, Aa,..., A,, cu
A1A2 =1 cm, AsAs =2 cm, AsAy =3 cm,...,Ap_1A, =n—1 cm.
a) Dacd A1 A, = 990 cm, determinati numaérul natural n.

b) Se sterg segmentele (A1Az), (A1A45), (A7As), (A10A11),. .., etc. S& se deter-
mine suma lungimilor segmentelor ramase, stiind ca n = 100.

Clasa a IX-a

1. Pentru fiecare numir a € (0, 1) definim
z1 ={2a}, z2 = {221}, z3 = {222},..., 29 = {228},

unde am notat cu {z} partea zecimald (fractionard) a numarului z.
Sa se determine valorile lui a pentru care 1 + 2 + - - - + z9g = 1022a.

2. Pentru fiecare pereche de numere reale (z,y) notdm cu M (z,y) cel mai mare
dintre numerele 222 — 3y si 2y — 3z si cu m(z,y) cel mai mic dintre numerele 2z — 3y
si 2y —3z2. Si se determine cea mai mici valoare a lui M (x,%) si cea mai mare valoare
a lui m(z,y).

3. Pornind de la polinomul de gradul II cu coeficienti reali az? + bz + ¢, se
construiegte un sir de polinoame aplicand in orice ordine si de oricate ori urmatoarele
operatii:

a) se inlocuiegte x cu px+g¢, cu p, ¢ numere reale arbitrare (nu neapérat aceleagi);
b) se schimb4 intre ele a cu c.
Decideti daci, pornind de la polinomul z? — 3z + 1, se poate ajunge la polinomul
202+ + 1.

Clasa a X-a

1. Fie x un numar real cu proprietatea ca numerele sin 5z, sin 6z si sin 11z sunt
numere rationale. Sa se arate ca sin 16x este numar rational.
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2. Fie f,g: R — R doua functii care verifica relatia

flz+gy)=2x+y+3, Vz,yeR
S& se determine g(z + f(y)).

3. Sa se demonstreze inegalitatile:

a) V2(x+y+2) < \/x2+y2+\/y2+22+\/22+m2,Vx,y,zE]R.

b) (102122 4 z1y2 + T2y1 + 5y1y2)® < (1027 + 2z1y1 + 5yi) (1023 + 2x0y2 + 5y3),
Vxi,y1,x2,y2 €R.

Clasa a XI-a

1. Fie A € M, (R). S& se arate ci:
a) Daca Tr(A- AY) =0, atunci A = 0.
b) Dacd A- A" = A%, atunci A" = A.
c) Dacd A- A' = —A?, atunci A" = —A.
(T'r(B) este suma elementelor de pe diagonala matricei B).
2. Fie SL2(Z) = {X € M2(Z)|det A = 1}.
a) S se arate ci ecuatia X2 + X2 = I, nu are solutii in SLo(Z).
b) Si se arate cd ecuatia X%+ X % = —I, are solutii si s& se determine multimea

(X" + XX+ X7 = —L} .

1 1
3. Se considerd girul (Sp)n>1, unde S, =1+ §—|— e —,n>1.
= n

a) S& se arate cd sirul este nemarginit si pentru n > 2, S, nu este numar intreg.

b) S& se arate cd existd N € N* astfel ca primele patru zecimale ale numéarului
Sn sa fie 2012.

Clasa a XII-a

1. Fie a1,a2,...,an si b1,b2,...,b, numere reale distincte si consideram ma-
tricele coloana
Al = [1 ar a? ... a{’]t,...,An: [l an al ... aﬁ]t;
Bi=[1 b 5 ... b, Ba=[1 b b2 ... b3]"

Sa se arate ci det[A1, A2, ..., An,B; — B;] =0, Vi,j = 1,n, atunci

det[B1,B2,...,Bn, A; — Aj] =0, Vi,j=1,n

(am notat cu [A1, Ag, ..., An, B; — B;] matricea pétratica de ordin n+ 1 cu coloanele
Al,AQ, PN ,An §l B; — B7)
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2. Si se decida daca exista functii f : R — R cu primitiva F' : R — R care sa
verifice una din conditiile:

a) F(f(z)) =22% Vz €R.
b) F(f(z)) = 32% Vz € R.

3. a) Fie E o multime nevidd, M multimea functiilor f : E — E i f € M.
Demonstrati ca daca f este surjectiva dar neinjectiva, atunci exista cel putin doua
functii f1, fo : E — E astfel incat fo fi = fo fo = 1g.

b) Dati exemplu de multime infinitd E si f : E — E pentru care existd exact
doua functii fi, fo : F — E astfel incat fo fi = fo fo = 1g.

Premiantii concursului ” Argument”, editia a IV-a

Clasa a V-a

Excelenta. Pop Cdlin Grigore (Sc. ”Nicolae Iorga”).
Premiul I. Robu Viad Nicolae (Sc. ”Nicolae Iorga”).

Premiul al II-lea. Becsi Paul (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Andreicut Teofil (C. N.
”Gheorghe Sincai”), Onea Viad Florin (Sc. ”Nicolae Iorga”).

Premiul al IIT-lea. Francioli Daria (C. N. ”Vasile Lucaciu”), Cordea Razvan (Sc.
”Nichita St&nescu”), Filipas Rdzvan (Sc. nr. 1 Seini), Rusznak Erika (Sc. ” Octavian
Goga”).

Mentiune speciala. Ilies Iulia (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Stef Fduard (C. N.
”Gheorghe Sincai”), Ciocan Florin (Sc. ”Lucian Blaga”), Moldovan Nicolae (Sc.
”George Cogbuc”), Breban Alezandru (Sc. ”Nichita Stdnescu”), Cozmuta Rares (C.
N. ”Vasile Lucaciu”), Boroica Adrian (C. N.”Gheorghe Sincai”).

Mentiune. Muresan Diana (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Petrisor Alex (Liceul de
Arta), Filip Mihai (C. N. ”Vasile Lucaciu”), Opre Mihnea (C. N. ?Mihai Eminescu”
Satu Mare), Palca Robert (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Forro Schek Zsanett (C. N.
”Gheorghe Sincai”), Marian Alezandra (Sc. ”Nicolae lorga”), Pop Ioana (Sc. ”Oc-
tavian Goga), Barbul Thomas (C. N. ” Gheorghe Sincai”).

Clasa a VI-a

Excelentd. Mercea Ioana (C. N. ”Gheorghe Sincai”).
Premiul I. Petz Alin (C. N. ”?Vasile Lucaciu”).

Premiul al II-lea. Zelina Paul (C. N. ”Vasile Lucaciu”), Confiu Alezandru (Sc.
”Nicolae Iorga”), Cioroga Rares (C. N.”Mihai Eminescu” Satu Mare).

Premiul al ITI-lea. Sava Bogdan (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Buzild-Garda Andra
(Sc. ”George Cosbuc”), Muresan Ioan (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Osan Stefania (C.
N. ”Gheorghe Sincai”).
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Mentiune speciala. Petrovan Raul (C. N.”Gheorghe Sincai”), Varady Iulia Maria
(Sc. ”Nicolae Torga”), David Cdtdlin (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Petrean Mdcelaru
Alez (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Muthi Sonia (C. N. ”Gheorghe Sincai”).

Mentiune. Campan Tudor (C. N. ”Vasile Lucaciu”), Soporan Tudor (C. N. ”Vasile
Lucaciu”), Pop Alezandra (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Bordeanu Lucia (Sc. ”Lucian
Blaga”), Suteu lonut (Sc. ”Octavian Goga”), Onet George (C. N. ”Mihai Eminescu”
Satu Mare), Baban Diana (Sc. ”George Cosbuc), Diaconecu Malina (C. N. ”Vasile
Lucaciu”), Maslinca Mihai (C. N. ” Gheorghe Sincai”), Ardelean Ariana (Sc. ”George
Cogbuc”), Mardar Paul (C. N. ”Gheorghe Sincai”).

Clasa a VII-a

Excelentd. Lucaciu Sergiu (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Pop Viad (C. N. ”Gheorghe
Sincai”).

Premiul al II-lea. Neta Razvan (Sc. ”Nicolae Iorga), Bojor Barbu (C. N.” Gheorghe
Sincai”), Salamon Timea (Sc. ”Nicolae Iorga”).

Premiul al ITI-lea. Hagdau Iulian (Sc. ”Nicolae lorga”), Darolfi Larisa (C. N.
"Vasile Lucaciu”), Hort Iulia (Sc. ”Lucian Blaga”), Petca Diana Andreea (Sc. ”Nico-
lae Torga”).

Mentiune speciald. Lendeschi Karina (Sc. ”Nicolae Iorga”), Mare Alezandru (C.
N. ”Gheorghe Sincai”), Tamdian Andrei (Sc. ”George Cosbuc”), Maries Maria (C.
N. ”Gheorghe Sincai”), Palca Mihaela (Sc. ”Octavian Goga).

Mentiune. Mos Alezandru (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Steiner Karina (C. N.
”Gheorghe Sincai”), Barz Tania (Sc. ”George Cosbuc”), Ardelean Andreea (Sc.
”Nichita Stinescu”), Danil Lidia (Sc. ” George Cogbuc”), Damsa Dinu (Sc. ”Nichita
Stanescu”), Irimus Ileana Maria (Sc. ”Nicolae Iorga”), Sofran Iulia Florica (Sc.
”Nicolae Iorga”).

Clasa a IX-a

Excelentd. Onul Fara Ingrid (C. N. ”Petru Rares” Beclean).

Premiul al II-lea. Pop Darius (C. N. ”"Dragos Voda” Sighetu Marmatiei).
Premiul al III-lea. Cotan Paul (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Butnar Adrian (C. N.
”Gheorghe Sincai”).

Mentiune speciald. Sabdu Viad (C. N. ”Al. Papiu Ilarian” Tg. Mures), Tintar
Oana (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Olaru Dragos (C. N. ”Al. Papiu Ilarian” Tg.
Mures).

Mentiune. Avram Lara (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Put Bogdan (C. N. ”Dragos
Vod&” Sighetu Marmatiei), Florea Cdtdlin (C. N.” Al. Papiu llarian”), Zicher Blanka
(C. N. ?Gheorghe §incai”), Todoran Ana Corina (C. N. ”Liviu Rebreanu” Bistrita),
Baican Viad (C. N. ” Andrei Muresanu” Dej).
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Clasa a X-a

Excelentd. Miclea Andrei (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Moldovan Bogdan (C. N.
”Onisifor Ghibu” Cluj-Napoca).

Premiul al ITI-lea. Bud Cristian (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Poienaru Bianca (C.
N. ”Petru Rareg” Beclean).

Mentiune speciald. Bura Lucia (C. N. ?Mihai Eminescu” Satu Mare), Stretea
Roland (C. N. ”Vasile Lucaciu”), Horvath Bojan Paul (C. N. ”Emil Racovitd Cluj-
Napoca”).

Mentiune. Topan Mihai (C. N. ”Emil Racovitd” Cluj-Napoca), Petrus Andrei (C.
N. ”Vasile Lucaciu”), Avram Diana (C. N. ”Al. Papiu Ilarian” Tg. Mures), Fodorut
Ioan (C. N. ”Vasile Lucaciu”), Rafiuv Kinga (C. N. ”Mihai Eminescu” Satu Mare),
Rusu Cosmin (C. N. ”Petru Rares” Beclean).

Clasa a XI-a

Excelentd. Buboi Andrei (C. N. ”Silvania” Zaldu).
Premiul al II-lea. Tdtar Mara (C. N. ” Al. Papiu Ilarian” Tg. Mures).

Premiul al IIl-lea. Berce Vasile (C. N. ?Mihai Eminescu” Satu Mare), Bretan
Alice (C. N. ”Gheorghe Sincai”).

Mentiune speciala. Covaci Rares (C. N. ”Al. Papiu Ilarian”), Fdrcas Viad (C. N.
”Emil Racovitd” Cluj-Napoca).

Mentiune. Tiplea Tudor (C. N. ”Dragos Voda” Sighetu Marmatiei).
Clasa a XII-a

Excelent’. Cerrahoglu Omer (C. N. ”Gheorghe Sincai”).
Premiul al IT-lea. Miron Flaviu (C. N. ”Emil Racovitd” Cluj-Napoca).
Premiul al ITI-lea. Muresan Horea (C. N. ”Silvania” Zalau).

Mentiune speciald. Pasca Viad (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Csereoka Petca (C. N.
”Mihai Eminescu” Satu Mare).
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Concursul ”Gheorghe Sincai” pentru
micii matematicieni
23 aprilie 2013

1. Consideram numerele:
a=[(12-6:3)x6—53 x 8
b=[11+12x (13+126:9)]:5—5

iar ¢ verifica relatia 34 — [(100+ 3 x ¢) x 4+ 5] : 13 = 1.
1) Aflati numerele a, b, c.
2) Demonstrati ci 5 x a —4 x b =8 x (¢ + 2).

2. In clasa a V-a a Colegiului National ”Gheorghe Sincai” sunt 28 de elevi,
fetele fiind cu patru mai putine decat baietii. Elevii se impart in dou& echipe, care
culeg mere dintr-o livada.

1) Cati baieti sunt in clasd? Explicati.

2) Fetele din prima echipa culeg tot atitea mere cat béietii din echipa a doua.
Fetele din echipa a doua culeg dublul merelor stranse de baietii din prima echipa si
de patru ori mai mult decat baietii din echipa proprie.

Care dintre echipe a cules cele mai multe mere?

3. Se da sirul de numere: 0, 1, 1,2, 2,2, 3,3,3,3,4,4,4,4,4,5, ...

1) Scrieti urmétorii 7 termeni ai sirului.

2) Cu cat este egald suma primilor 30 de termeni?

3) Scrieti toate secventele de cel putin doi termeni consecutivi (adicd unul dupa
altul) ai girului care au suma egala cu 11.

Testul a fost elaborat de: Prof. Dana Heuberger

Nota. Acest concurs se adreseaza elevilor de clasa a IV-a.
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Rezolvarea problemelor din numarul anterior

Clasa a IX-a

1. Sa se demonstreze ca:

1 + ! > 2v/2, VxE( T ﬂ).

sin (% + sin? 1:) sin (% — sin? 1:) 4’4

D. M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti

1 1

- - + = -
sin (% + sin? a:) sin (% — sin? a:)

Solutie. Fie s = . Conform inegalitatii lui Berg-

strom avem

4 4
s > =
~ sin (% + sin? x) + sin (1 — sin? x) 2sin I cos(sin® z)

4
= 2v2 > 2v/2

cos(sin?x) ~

caci numarul cos(sin2 z) € (0,1],Vz € (, . ﬁ)
Y 4747
2. Suma a doudzeci de numere naturale nenule este egald cu 3689. Sd se afle

valoarea mazxima a celui mai mare divizor comun al acestor numere.

Gheorghe Boroica

Solutie. Fie d cel mai mare divizor comun al numerelor naturale nenule a1, az, . . ., azo.
Din ipoteza avem ca
ai az a20
=d{—+—+-+—)=7-17-31. 1
a1 +az+---+az <d+d—|— + d) (1)

a; —_— no 20 a;
Cum =€ N*, i € T, 20, rezultd ci s 2 > i > 20, si din (1) deducem c& valoarea

=1
20 g,
maximi pentru d este 7 - 17 = 119 deoarece egalitatea » . — = 31 este atinsd, de
i=1
exemplu a1 = a2 =--- = a9 i az0 = 12- 119 = 1428.
3. Sd se arate cd ecuatia x° 4+ y° + z* +t° = u® are o infinitate de solutii in N*.

Gheorghe Boroica

Solutie. Se observd ci [2,3,4,5,6] = 60 si, in plus, daci (z,y, 2, ¢, u) este solutie ca
i In enunt, atunci si multipletul (z - a® y-a®,z-a®t a'? - alo), a € N*| este

solutie. Cum 22 + 3% + 1% +2° = 25 deducem cd z = 2-a*°, y = 3- 4%, z = a'?,
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t=2-a'% u=2 a'" a € N*, reprezinta o familie infiniti de solutii pentru ecuatia
din enunt,.

Analog, (8-a®*,2-a%,5-a'®,2-a'%,3-a'"), a € N*, reprezintd o altd familie
infinita de solutii pentru ecuatia data.

4. Sa se determine functiile f : N — N, care verifica simultan conditiile:
a) f(m-n) = f(m)+ f(n), Vm,n € N;
b) f(a) =0, pentru orice numar natural a care are ultima cifrd 4.

Meda si Florin Bojor

Solutie. Vom nota cu u(a) ultima cifrd a numarului a. Daci u(a) = 4 si el se scrie
sub forma a = b-¢, cu b,c € N, atunci f(a) = 0si f(b-c) = f(b) + f(c), de unde
f(b) = f(c) =0. Cum f(b), f(c) € N, deducem ca f(b) = f(c) =0.

Daci u(a) € {1,2,3,6,7,8,9}, atunci existd k € {2, 3,4, 6,8} astfel incat u(ka) =
4, deci f(a) = 0 conform celor spuse mai sus.

Dacs u(a) = 0 sau u(a) = 5, atunci existd k € N* gi p € N astfel incat a = 5" - p,
unde u(p) # 0 si u(p) # 5. Avem:

F(5%) = [(5) + F(5) = 2/ (5); F(5°) = [(5° - 5) = (5°) + [ (5) = 3/(5)

gi prin inductie matematica, f(5") =n - f(5), Vn € N*.

Fie A= {5"p|k e N“sipe N, p /5}. Notand f(5) = b, obtinem f(5*-p) = k-b

_ k-b, neA
f(n){ 0, neN\A.

Toate functiile anterioare verifica relatiile din ipoteza problemei.

daca k € N* §ip/:’5

5. Sd se arate cd ecuatia [x - y] = [z] - [y] are o infinitate de solutii (x,y), cu
z,y € (1,00)\Z.
Existd solutii (z,y) ale acesteia cu x,y € (—o0,0)\Z?

Dana Heuberger

1
Solutie. Pentru k € N*, alegem =, y(k, k+ E) Atunci

1
[]=lyl=ksiz-y€ <k27k’2 + §+ 16k2) C (K2, (K +1)?), deci [z -y] = k>,
Daca [z] = —k si [y] = —t, cu k,t € N*, trebuie si avem [z -y] = k-¢t. Cum
z € (=k,—k+1),y € (—t,—t+1), obtinem z -y < k- ¢, deci [z - y] < k-¢t. Atunci nu
existd solutii (x,y) ale ecuatiei, cu z,y € (—o0,0)\Z.
6. Se considerd ecuatia {x} + {2z} = {3z}.
a) Sa se rezolve ecuatia.
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b) Sd se demonstreze cd existd o infinitate de solulii zn, € R\Z ale ecuatiei, astfel

1
incat pentru orice n € N*| x, + = nu e solutie a ecuaties.

c) Sa se demonstreze cd existd sirul de solutii (zn)n>1 ale ecuatiei, astfel incdt

(xn + g) e tot un gir de solutii ale ecuatiei.
n>1

Dana Heuberger

Solutie. a) Ecuatia este echivalentd cu [z] + [2z] = [3z].

1
Fie k € Z. Daca z € {I@k + g), atunci [z] + [22] = 3k = [3z], deci toate

1
elementele multimii |:l<:7 k+ g) sunt solutii.

keZ
1 2
Daca z € [lc + g,k + g), atunci [z] 4 [2z] € {3k, 3k + 1} si [3z] = 3k + 1, deci

1 2
in acest caz ecuatia are solutii daca si numai daca x € {k + 3 k + g), adica toate

1 2
elementele multimii U [kz + -, k+ f) sunt solutii.
rez 2 3

2
Daca z € {k + 3 k+ 1), atunci [z] + [2z] = 3k + 1 si [3z] = 3k + 2, agadar nu

avem solutii in acest caz.
Multimea solutiilor ecuatiei este:

1 1 2
U [k,k+§)UU [k+§,k+§).
kEZ kEZ

b) Pentru n € N*, z, = n+ % € R\Z este solutie, iar z, + % =n-+ % nu este
solutie a ecuatiei.

1 1
¢) Pentru orice n € N* alegem x,, € {n + 5 n 4+ g)

1 1 2
Deoarece x,, + 3 € {n + SR + §>, girul indeplinegte cerinta.

7. Se considerd triunghiul ABC' si punctele M € (BC), N € (AC), P € (AB),
astfel incat BM = CN = AP. Fie X, X',Y,Y', Z, Z' respectiv mijloacele segmentelor
[AN], [CP], [BP], [AM], [CM],[BN].

a) Sd se arate cd X X' este paraleld cu bisectoarea unghiului A.

b) Sd se arate cd se poate construi un triunghi cu laturile de lungimi XX', YY",
z7'.
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c) Sd se arate cd XX' =YY' = ZZ' dacd si numai dacd triunghiul ABC' este
echilateral.

Dana Heuberger

Solutie. a) Notdam BM = CN = AP = z. Fie D € (BC), E € (AC), F € (AB),
respectiv picioarele bisectoarelor interioare ale triunghiului ABC. Avem

:;(ﬁa+m>:;(j@+§m)
2 (b AB+e-0) = 1029 3,

2bc
A
X
P
Y' N
Y 71 X
B C
M Z

1 1
b) Analog rezultéW:5<P—A>+m) §iﬁ:§(m+ﬁ>,
W+W:%(ﬁ+ﬁ+ﬁ+ﬁ7[+m+c_fv> =7.

¢) Metoda I. Fie I centrul cercului inscris in triunghiul ABC si fie punctele
— — — ey 2
U_,X>/ W astfel incat 0= XX, IV = YY' §i IW = Z2'. Deoarece IU + IV +
W = 0 si IU = IV = IW, rezulta ca triunghiul UVW este echilateral, deci
m (UIV) =m (VIW) =m (WIU) = 120°.
Obtinem m <UIV) =m (Zj\B) =120°,m (m) =m (B/I\C’> =120°sim (ﬁ) =
m (m) = 120°, deci triunghiul ABC' este echilateral.

A
b+CCOS§,

Metoda a IT-a. Deoarece AD = obtinem X X' = zcos 5 si apoi

;o B ;L C
YY —:I?C085 si 27 —xcosi.

Observatie. Dacd punctele X, X', Y,Y’, Z, Z' impart segmentele [AN], [CP],
BP], [AM], [CM], [BM] in raportul k > 0, se demonstreazd ugor cd XX ' +YY' +

= 0 daca si numai daca avem k = 1 sau triunghiul ABC este echilateral.
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8. Sd se arate cd dacd a,b,c € [0,00) st ab+ be+ ca =1, atunci:

b+0?  (cta)? (a+b)?_
1+ a2 1+ 02 14+c¢2 =7

Nicolae Musuroia

Solutie. Avem ci 14 a® = ab + bc + ca + a®> = (a + ¢) - (a + b) si analoagele.
Atunci, din inegalitatea mediilor, rezulta

(b+e)?  (c+a)  (a+b)?

14+ a2 1452 14+ ¢2

ng/( (b+o? | (ctaP @b _,

a+batc) (b+c)b+a) (c+a)lc+b)

9. Se considera hexagonul ABCDEF. Notam cu Gi,G2,Gs,Ga centrele de
greutate ale patrulaterelor ABCD, BCDE, CDEF, respectiv ACDF'.
Sd se arate cd G1G2G3G4 este paralelogram (eventual degenerat).

Nicolae Musuroia

Solutie. Fie O un punct in plan. Avem:

OG1:3<@1+0?+0?+O_D>), O_2>:i(O_B>+07+O_D>+O_E>),
O—Gg):i(O?JrO?JrO_E)nLW’), @:E(WHO?JFO_I})JFO_F)).

o e e e
Cum OG14+0G3 = OG2+0Gy, rezulta ca patrulaterul G1 G2GsG4 este paralelogram,
eventual paralelogram degenerat.

10. Sa se demonstreze ca:
T+ 2y rT+y+z 3z +y
20 +2y+2 T+2y+3z 2r+3y+ 3z

<2, Vz,y,z>0.

Florin Bojor

a+c
b+c’

a
Solutie. Se arata ugor ca daca 0 < a < b si ¢ > 0, atunci 7 <
Ca urmare, avem:
T+ 2y 2x + 3y + 2z
20 +2y+z  3x+3y+3z’
r+y+z 3r+2y+2z
z+2y+3z  3r+3y+3z’
3z+y T+y+ 3z
2z +3y+3z  3x+3y+3z°
Prin adunarea celor trei inegalitati se obtine concluzia.
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11. Demonstrali ca:

100 101 102 200 1 1

/101101 + /102102 + /103103 Tt /201201 - 100! 200!

Cristinel Mortici, Targoviste

Solutie. Cheia este inegalitatea (n!)2 > n™, care se obtine prin inductie sau prin
inmultirea inegalitatilor

1->n
2(n—1) >

(n—=1)2>n
n-1>

Atunci n! > y/n” gi obtinem concluzia astfel:

200 200 200
Z / + Z + Z ( )
n | —+ |
= n =+ 1 'I’L 1) I n: (n 1)

1 1 1 1

~ 100! 201! ~ 100! 200!°

200 n 1 1 100
Ob: ie. ——— — | — — —— ] ~6.4418 x 107 .
servatie n:ZIOO o < 001 200!) X

12. Sa se arate cd in orice triunghi ABC' ascutitunghic avem:

sinA-cosB-cosC  sinB-cosA-cosC  sinC-cosA-cosB
cos? A cos? B cos? C'

tgA-tgB-tgC.

l\)\r—t

Gheorghe Boroica
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Solutie. Daca S este suma din membrul stang, atunci avem:

_ sinA-cosB-cosC tg A-cosB-cosC
S= T A T

_ Z tg A-cosB-cosC -sin A

B sin(B +c¢) - cos A

cos A

— Z tg? A -cos B - cos C _ ﬂ Berg;trom
a sinB-cosC +sinC -cos B tg B +tgC -
(tg A+tgB+tgC)’ 1

— —(tgA+tgB
= 2(gA+tgB +tgC) 5 (ted+tgB+tgC)

1
=3 tgA-tgB-tgC.

Sa mai observam ca avem egalitate, rezultd ca AABC este echilateral.

13. Fie progresia geometicd (an)n>1, cu an =2", ¥Vn € N*.
Se considerd numerele x € [ak,ar+1], Vk € 1,n. Sd se determine mazimul si mi-

nimul sumei i |22k —3-2%|, precum si numdrul de n-upluri (1,22, ..., 2,) pentru
care se ob;m::alcest mazim, respectiv minim.

Ludovic Longaver
Solutie. Relatia zx € [ak,ar+1] < 2k < g < 26 o |22k —3- 2k| < 2k cu
egalitate pentru xj = 2% sau z;, = 2°*' (doud posibilititi).
Atunci i 12-xp —3-2%| < i 2k = 2"+l — 2. Maximul sumei este deci 2" — 2

k=1 k=1
si se realizeaza pentru 2-2-...-2 = 2" n-upluri. Minimul sumei din enunt, este 0 si
—_————

n ori
se realizeazi pentru z, = 3- 2871 ¢ [ak,akt1], VK € 1,n, adicd minimul se atinge
pentru un singur n-uplu.

14. Sd se arate cd dacd a;,b; €ER, i € 1,4 cu
ai+a3>as+a; s (a1 —b1)? + (a3 —b3)® < (ag — ba)® + (as — bs)?,
atunci
(a} — a3+ a3 —a3)(b] — b3 + b3 — b3) < (a1b1 — azbs + asbs — asby)®.
Generalizare.

Nicolae Musuroia

Solutie. Consideram functia f: R — R,
f@)= (a1 -z —b1)* = (az -z —b2)* + (a3 - & — b3)* — (asx — bs)>.
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Atunci
flx) = (a% —ai+ ag - ai)ac2 —2-z(a1b1 — az2b2 + asbs — asbs)
+ b7 — b3 + b3 — bj.

Deoarece f este o functie de gradul al doilea si f(1) < 0, deducem c& A > 0, adica
are loc relatia ceruta.

Generalizare.
FieneN, n>2 a;,b; R, i=1,2n, cu
af+a§+~~~+a§n_1 >a§+ai+~~~+a§n
si
(a1 —b1)* + (az — b3)* + -+ + (a2n—1 — ban—1)*
< (az —b2)?® + (an — bn)?> 4 -+ + (azn — b2y’
Atunci
(@ —ai4ai—al+ --4a%,_1—a3,) (b —b2+bF— b2+ -+ b1 —b2,)
< (a1b1 — agbs + - -+ + agp—1bap—1 — a2nb2n)2~
Demonstratie. Consideram functia f : R — R,
f(@) = (arz—b1)? — (agz—b2)> + (asz —b3)> — - -+ (azn 12 —ban_1)> — (aznz —ban)>.

Atunci f(z) = (a? —a3+a3 — -+ a3,_1a3,)2® — 2x(a1by — azba + - - -+ azn—1b2n—1 —
aznban)z + (b7 — b3 + -+ + b3, — b3,,).
Din f(1)<0sia=al —a3 +a3+---+a3,_1 — a3, > 0 rezulti A > 0.

15. Sa se arate ca daca n € N, n > 3, atunci:
2 (1—(:0 1)—}—i(l—co 1)4— +n71(1—co ! )
n—1 °2) T h—2 °3 2 1

1 1
—|1- .
<2( nfl)

Horia Zlamparet

Solutie. Demonstram ca daca n € N, n > 3, atunci:
2 (1—(:0 1)—}—i(l—co 1)4— +n71(1—co ! )
n—1 °2) T h—2 °3 2 1

1 1
—|1- .
<2( n—l)

1—cosx

Solutie. Vom folosi inegalitatea

- <<§7 Vxe(mg) (1)

avand urmatoarea demonstratie:
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T
Considerdm pe cercul trigonometric punctele M (cos z,sinz), unde = € (0, 6) si

A(1,0). Lungimea segmentului AM este mai micd decit lungimea arcului de cerc AM.
Deci, putem scrie \/(1 — cosx)2 + sin?z < x. Prin ridicare la patrat si impéartire cu

. 1l—cosz «
r obtinem —— < —.
T 2

Cum =, & ! 0,2) si folosind (1) rezultd c 1 LIy
um 5,57,,.,71_16 »5 ) & folosin (1) rezulta ca 7COSE< \%)
Vk=1,n— 1. Atunci:

<1<i+i+ +;><

2\22 32 (n—1)2
(- ),
2 n—1

penultima inegalitate fiind obtinuta aplicand C.B.S.

Clasa a X-a

1. Sa se arate ca dacd ar € R, 2z, € C, k€ 1,n, n > 2 sim € Ry, atunci:

m—+1

n

Zk:

1

D. M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti

|Zk|m+1

I
=

M:l

k

Solutie. Conform inegalitatii lui J. Radon, avem:

n n+1
- > |Zk|)
| + <k1 (1)

()

Z'Z

bl
10z
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n+1

NE

Zk

k

n
k=1

2. Fie z € C* astfel incat |z| = r. Sa se afle minimul expresiei

E(z) = \/r — Re(z) + /7 + Re(z).

Deoarece ceea ce

n
D 2
k=1

< > |zk|, folosind (1), deducem cd s >
k=1

M:ﬂ

trebuia demonstrat.

Gheorghe Boroica

Solutie. Fie z =z +i-y cuz,y € R, unde r = /22 + y2 > 0. Atunci

2
E*(2) = (\/7' — Re(z) +4/r+ Re(z)) =2r+24/r? — 2 > 2r,
cu egalitate daci si numai dacd r? — 22 =0 < y = 0.
Ca urmare, deoarece F(z) > 0, deducem cd E(z) > +/2r, cu egalitate pentru

z =z € R*, deci minimul lui E(z) este v/2r gi se realizeazd pentru z € R*.

3. Fie n un numdr natural, n > 2 gi numerele x1, 2, ...,z, € [0,1].
Sa se arate ca
2)
5]

2+ ad+ o+ an — (T2 + 22Tz + -+ Lo 10 + Tpar) < [f
Gheorghe Boroica
Solutie. Daci a € [0, 1], atunci a® < a. Asadar,
F(zi,22,...,%n) @tﬁ#—x%+---—|—:ri—(x1x2+x2:r3+---+1:nx1)
<zi+z2+ -+ xn— (T1T2 + Z2x3 + -+ TRT1)
=z1(l —z2) +x2(l —x3) + - + xn-1(1 — zn)
+ 2n(1— 1) not E(x1,22,...,Zn).
Deoarece xi, 5i 1 — z € [0, 1], pentru orice k € 1,n, avem:
E E(x1,22,...,2Zn) <x1+ 22+ - +xn sl
E(xz1,22,...,2n) < (I1—z2)+ (1 —23)+ -+ (1 —zn) + (1 — x1).

n
Asadar, prin insumare, gasim ca E < 3 deci

n

F(:Uhxg,...wn)gg. (1)
Deoarece F' (1,2, ..., o) este o functie convexi in raport cu fiecare variabild, aceasta
igi va atinge maximul in unul din cele 2" varfuri ale domeniului de definitie, adica
pentru z; = 0 sau z; = 1 pentru orice ¢ € {1,2,..., n} Atunci Fhax este un numar
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n
intreg si utilizdnd (1) deducem c& F(z1,x2,...,%n) < {5} .

n n
Cum F(0,1,0,1,...) = [5} , deducem ca maximul functiei F' este chiar [5} .
4. Sa se determine functiile f : R — Ry care verifica relatia
f2(x) - cos’ z +sin® x - f(x) = cos” z(1 — 2sin” z - cos’ ), Vz €R.
Gheorghe Boroica

Solutie. Observim ci f(x) = cosx este solutie ciici f > 0 si cos” = - cos® x + sin* z -

cos? x = cos® z(cos* & + sin z) = cos? (1 — 2sin - cos® x), Vz € R.

Aritdm ci f(z) = cos® x este unica solutie. Fie g o functie care verific relatia din
ipotez#. Atunci g?(x)-cos® x+sin® zg(x) = cos? x(1—2sin? 2 cos® x), Va € R, Scizand
aceasta din relatia din ipoteza, obtinem:

(f(x) — 9(x)) [cos® a(f(x) + g(x)) +sin* 2] = 0, Yz € R.
Dacé exista xo € R astfel incat f(xo) — g(zo) # 0, atunci:

cos® zo(f(zo) + g(z0)) +sin*zo = 0 &

{ sin? 9 =0 { sinxzg =0 f,go
cos® (o) (f (o) + g(w0)) = 0 f(zo) + g(zo) =0
{ sinzg =0
f(@o) =g(wo) =0~
contradictie cu f(zo) — g(zo) # 0. Asadar, f = g si deci f(z) = cos®z.
5. Se considerd ecuatia z* + ax® + ba? + cx +d = 0, unde a,b,c,d € R,

lal, 1], |cl,|d| < 1. Dacd xx, k € 1,4 sunt rdddcinile ecuatiei, atunci demonstrati cd
|zk| < 2.

Gheorghe Boroica

Solutie. Daca |zx| < 1, atunci este evident ci |zx| < 2.
Daca |z| > 1, atunci demonstram c& |zx| < 2. Din faptul ci z;, este rdacing,
rezultd c& 23 +a -5 +b- 22 +c-xp +d =0, deci

|z = |—(a~xi+b~a¢i+c~xk+d)|

< lal - exl* + 6] - [ex]* + |e] - |ex] + [d]
|ze| — 1
okl =17

Cu notatia t = |zk| > 1, inegalitatea anterioara devine:

< ol + |onl* + Jow| + 1=

4
—1
t4Sttjt<>:>1t5—2t4+1§O@t4(t—2)+1§0. (1)

60



Argument 15

Daca am avea t > 2, atunci membrul stdng din (1) este strict pozitiv, fals.
Ca urmare, ¢t = |zx| < 2.

3
6. Rezolvati ecuatia 21 — 21771 = 1 log, (3[z] + 1) pentru = > 0.

Gheorghe Gherasin, Sighetu Marmatiei

Solutie. Se observa ca x = 0 este solutie. Pentru z > 0 avem:
2] + [a] 0, x € N*
x|+ |—x| =
-1, z € (0,00)\N".

DarCa x € Ii 5 atunci avem:

2" L _ g log,(3z + 1) & % (21 —) =log,(3z —1).

i L
Fie log,(3z +1) = p, deci 3z +1 =27. Cum 3z +1 € N, 3z + 1 > 4, deducem

4 1
ca p € N, deci si §<2”” — 2—1) € N*. Atunci z poate fi 1 sau 2. Pentru z = 1 rezulta
4 1 . . o4 1
3 2 — 3) = log, 4, adevarat, iar pentru « = 2 rezulta ca 3 4— 1= log, 7, fals.
Daci z € (0,00)\N*, atunci notdm k = [z] € N. Ecuatia devine:

13 4 1
2 e = s (k1) & 5 (2’“ - 2k+1) — log,(3k + 1).

1
T 9kt
Asadar, solutiile ecuatiei sunt x =0 si x = 1.

4
Ca si mai sus, deducem ca §<2k ) € N*, ceea ce implica k € (.
7. Sa se determine numerele a, B € R pentru care
|24+ a-z24+8|<1,VzeC, |z =1
Vasile Giurgi, Sighetu Marmatiei

Solutie. Trebuie ca
|22 +a-24+6| <1, VzeC, |z|=1. (D
Punem in (1) in loc de z pe i - z i obtinem
|—22+i-a-24+8|<1, VzeC, |z|=1. (2)
Adunéand inegalitatile (1) si (2) gasim cd
2> +a 2+ B+ -2 +i-a-z+f]
> +a-z+B—i-a-z—f
=22+ a-z(1—i)| = |z| - |22 4+ a(l — )| = |22 + a(1 — i)].
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impéartind aceastd inegalitate cu |1 — i| = v/2, obtinem:

\@z‘lzfi+a, Vz€eC, |z] =1
sau
\/§~ «
1> — =1.
= 1—i+\/§’ VzeC, |z (3)
1—3i .
Punem z = i (Jz] = 1) si rezulta ca

V2

. «@ a? o?
1>)i+—|el>/l+>e1>1-1% s a=0.
V2 2 2

Relatia (1) devine:
|22 +B8] <1, VzeC, |z[=1 (4)

Inlocuind z cu i, respectiv 1, obtinem:
—14pl<le-1<-1+8<1 s
1+8<1e-1<1+p8<1.

Ca urmare, 0 < 8 <2gi —2 < 8 <0, deci 8 = 0 si atunci relatia (4) este adevirata.
In concluzie, « = 8 = 0.

21 - |z2z3| = 22

8. Sa se rezolve in C sistemul: R
23 - |zaz1| = 23

(

i 2

{ Zo - |2324] = 21

i 2

U 21 [z122] = 23

Erika Darolti
Solutie. Dacd z; =0 (i € 1,4), atunci 21 = 22 = z3 = 24 = 0.
Daca 2z # 0, Vk € 1,4, atunci inmultind egalititile sistemului obtinem:

2 2222 2
21202324 + |21222324|7 = 21232325 & |21222324|" = 21222324,

Trecand aici la module, g&sim c& |z1222324| = 1, iar sistemul devine:

( 1 2
1 21 = Z4
I |21.24]
I

1
: zZ2 = Z%
{ |2221]

1
] = Z%
i |2223]
i 1 2
L ~ ‘2324‘ %
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Trecand la module in fiecare ecuatie din sistem, obtinem ca
‘2:4|3 = ‘Zl|3 = ‘22|3 = ‘Z3|3 =1, deci |Zk‘ =1, ke 1,7

Sistemul devine

((21=2
1
| 22:2’%
{ 23225
1
U 21 =23,

deci z1 = 2% = 2§ = 25 = 215, deci 21° = 1 si atunci z1 = e, k € 0, 14, unde ¢}, este
radacina de ordinul 15 a unitatii. Atunci zo = Ei, 23 = Ei gl z4 = 52, de unde
S = {(Ek,ei,sﬁ,si) | ke€0,14, ;° = 1} .
9. Fie triunghiul ABC i punctele M € (BC), N € (AC), P € (AB) astfel

. . AN CM BP ) R ) ) o
ncat — = —— = —— = k. Fie punctele X, Y, Z in exteriorul triunghiului, astfel

AC~ BC —_AB
incit NABC ~ ANYA~ ABPZ ~ AXCM.
a) Sa se demonstreze cd triunghiurile ABC si XY Z au acelasi centru de greutate.
b) Sa se demonstreze cd AABC ~ AXY Z < AABC este echilateral.

Dana Heuberger
Solutie. Notam ca de obicei cu litere mici corespunzatoare afixele punctelor din
problema.

A Y

N

C

Y
X

a) Avem AY||BC i AABC ~ ANY A, deci y — a = k(c—b).
Analog, z—b=k(a—c)siz—c=k(b—a). Obtinemz+y+z=a+b+c.
b) Avem cd

aly—2)+b(z—x)+clz—y) = (a® + 0>+ —ab—ac—be)(1 — k). (1)

Atunci AABC ~AXYZ & XYZ < aly—2)+b(z—x)+c(z—y)=0 D2y p2 g
® —ab—ac—be=0< AABC este echilateral.
10. Sa se arate cd in orice NABC avem:
1 1 1 1
<
mZ - m} +m§-m% +m%-m§ - 52’
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unde mq reprezinta lungimea medianei din A, iar S este aria triunghiului ABC.

Nicolae Musuroia

Solutie. Se stie c& ma, mp, m. pot fi laturile unui triunghi A’B'C’, cu 8’ = Sarg/or =
3
ZS’. Se gtie ca In orice triunghi ABC are loc:

a® + b+ <9IR”. (1)
Aplicdm (1) pentru triunghiul A’B’C":

m2+mi+n2<9-R?

unde
R — MaMpMe  MaMpMe Mg MpMe
45’ 4. %S 35
2.2 2
mgmymg

Obtinem m2 + mi + m? < 5

Evident, egalitate avem in cazul triunghiului echilateral.

care este echivalenta cu inegalitatea ceruta.

11. Fien €N, n>2 giai,az,...,an € (1,00). Sd se rezolve in R ecuatia:
n—1 n—1
Z 2'08n % _ <Z a¢> log,z=n—z.
i=1 i=1

(In legiturd cu problema 25683, G. M. 12/2006)
Nicolae Musuroia

Solutie. Ecuatia devine:

n—1 n—1
Zailognm— (Zm) log,, x =n —x.

i=1 i=1
Notam log, « = t. Atunci
ai+ah+-+al +n'=n+(ar+az+ oo+ an—1)t. (1)

Cum membrul stang reprezinta o functie convexa, iar membrul drept o functie de
gradul I, ecuatia are cel mult doua solutii. Dar ¢t; = 0 si t2 = 1 sunt solutii. Prin
urmare t; = 0 si t2 = 1 sunt singurele solutii ale ecuatiei (1).

Gasim z1 =1 g1 z2 = n.

12. Sa se determine functia injectiva f : R* — R* cu proprietatea:
(fof)(@) (fofof)(z)=1 VzeR"

Nicolae Musuroia
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Solutie. Din relatia data obtinem

1 1

(fof)z)= Fo i@ si (fofof)(z)= Fo @)
Atunci
1
o) =1 e ren@) =G oso NU@)
1 1
“Tonu@) ~ Gotohw e,
i ! = T T *. Cum f este injectiva, obtinem
dec1f(m)—f(f( ), Vo € R*. Cum f este injectiva, obt
! = f(z x *

Folosind relatia data obtinem (f o f o f)(z) = f(z), V& € R* si, din injectivitate, va
1
rezulta cd (f o f)(z) = =, Vo € R*, iar din (1) gisim f(z) = —, Vo € R*. Aceasta
x
functie injectiva verifica relatia din problema.
13, Resolvati in B , 2-113”72“”+1+772 1
. Rezolvati in Ry ecuatia: TSI T 4+ 3

Ocean Cristina

Solutie. Pentru z > 0 avem ca 11¥ — 2¥ + 1 > 0 si ecuatia se scrie
5 1
24 ——m— =2 —. 1
LTI W
Fie functia f: [0,00) = R, f(z) = 117 — 2" 4+ 1. Pentru 0 < z < y avem:
Fly) = flz) =11Y —2Y —11° + 2% = 115(11Y"° — 1) —2°(2"° —1) > 0
caci 11¥ > 2% > 01 11Y7% —1 > 2Y7% —1 > 0. Deci f este strict crescatoare si
pozitiva pe [0,00). Asadar, ecuatia (1) are cel mult o solutie pe [0, c0) céci membrul
stang este o functie strict descrescatoare, iar cel drept este o functie strict crescatoare.
Cum z = 1 este solutie, avem S = {1}.

14. Determinati cea mai micd valoare pe care o poate lua expresia
2° +1
V8419

atunci cand z parcurge multimea numerelor complexe de modul mai mic sau egal decat

V2 1.

l2* — 1]+ +12° = 1],

Cristinel Mortici, Targoviste
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Solutie. Avem
1

2
2P<3—2vV2=—"
|| - \/§+\/§

deci
2* +1]
V8 + V9

=22 =1+ [P+ |1 > -1 = -1 =2

2% — 1] + 12 =1 > 22 =1 + |- |2+ 1+ |2° - 1

Minimul cerut este egal cu 2, deoarece, pentru z = /2 — 1, expresia este egald cu 2.

15. Se considerd numerele complere zi, = 1, + 1 -yx, k € 1,3. Sd se arate cd:

2
> Izl oy +at > 75 (121 + laal” + J2al)

Dorin Marghidanu si Nicolae Musuroia

Solutie. Din inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwarz, obtinem:

o (P + 93 +a3)?
- 3 )

1
Vsl +us +os > - (l1]* + 3 + a3)

1
22|t +yd + ot > —= (=2 + 45 +al);

V3

1
0zt i + a3 > 7 (lzs)* + yi + ).

Adunand cele trei inegalitati, obtinem inegalitatea ceruta.

1] + 2 + 73

deci

si analoagele

Clasa a XI-a

1. Sd se arate cd oricare ar fit € R*, girul (In(t))n>2, de termen general
L(t)=n'"" ((n—i— ' "N+ '—n' g nt) ,
este convergent.

D. M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti

Solutie. Avem:




Argument 15

n+1\'/ "V FI\?t
undeun:< )( ),VnZQ.
n Vn
Uy —
S# observim ci avem: lim wu, =1, lim — =1gi
n— oo n— oo 1nun
n-t nt+l/ T 17\ "t
lim u, = lim |:(1+1) <¢) :|
n— oo n— oo n (L/ﬁ

:et.lim n+1¥ t:et
n— oo n "t/n +1 ’
Trecand la limita in relatia (1) deducem ci lim I,(t) = In(e’) = ¢t € R, deci sirul
n—oo

(In(t))n>2 este convergent.

Observatie. Daci t = 1, atunci I,(1) = (n+ 1) "Wn+ 1 —n{/n < I, n > 2,
adica girul lui Romeo T. Ianculescu. Asadar, acest sir este convergent si

lim I, = lim L,(1) = 1.
n— oo n—oo
2. Se considerd n € N* gt A € M, (Z) astfel incat
I"_A+A2_A3+A4_"'_A15+A16:On,

Sa se arate ca:
a) det(A — A?) #£0;
b) det(I, — A+ A?) = 1.
Gheorghe Boroica

Solutie. a) Din ipoteza rezulta ca:
In=A(l, — A+ A*— ... 4+ A¥®) "2 4. B,
deci det(l,,) =1 =det A - det B, de unde A este inversabili.
De asemenea, in ipoteza se obtine:
(In— A+ (I, — A)A* + ...+ (I, — A)A™ = — A"
sau
(In — AL, + A + A" +... 4 A" = - A",
Atunci
det(I, — A) - det(I, + A* + A* + - 4 A™) = (det(A))"® £ 0,
deci det(,, — A) # 0.
Ca urmare, det(A — A%) = det A - det(Z,, — A) # 0.
b) Inmultind relatia datd cu A'7, obtinem:
AV AT A1 420 432 4B
deci

In_A+A2_A3+A4_"‘_A31+A32—A33:On7
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de unde

In= A(L,— A+ A =AY L, — A+ AP 4 -+ A’ ([, — A+ A*) =0, &

Ln=(A—A*+ A" — .. 4 AN, — A+ A?).
Atunci

det(A— A"+ A" — ...+ A*) det(I,, — A+ A%) =det(I,) =1
i cum A € M,,(Z), deducem c& det(I,, — A+ A%) € {+1}.
, LoN? VB N2 , .
Deoarece det(I, — A+ A°) =det | | A — an + 7[" > 0, folosind relatia
anterioars vom obtine det(I,, — A + A%) = 1.
3. Se considerd matricele A, B € M3(Z) si functia

fR—=R, f(z) =det(A+zB).

Sd se arate cd dacd f(3) =0 i f(5) =0, atunci f(15):5!.
Gheorghe Boroica
Solutie. Utilizand definitia determinantului de ordinul trei, cum f(z) este o suma

de 6 termeni de forma +(a1z + b1)(azx + b2)(asx + b3) cu ax, by € Z, k € 1,3, vom
avea ci f(z) = az® +bz® + ¢ -2+ d cu a,b,c,d € Z. Deoarece

f@) = f(3) = f(z) = a(a® = 3%) + b(a® = 3%) + c(x = 3)
= (z —3)(az” + m -z + n), unde m,n € 7Z,

cum f(5) = 0, vom avea ci ax® + ma +n = a(z —5)(—a) = (x —5)(az — a- @), unde
—aa —ba =m € Z si baae = n € Z. Din prima relatie se obtine a - a € Z.
Asadar, f(z) = f(z) — f(3) = (z — 3)(z — 5)(az — a - @), de unde

f(15) =12-10(15a — a - o) = 5!(15a — a - «) : 5!
caci 15a —a-a € Z.

an
4. Se considerd sirul de numere reale (an)n>1 astfel incdt lim — = 2.
- n—oo 1

1) Sa se arate ca lim an, = +o0;
n—o0

1) Sd se calculeze:

o omneai+(n—1adi+---+2-d2_, +ad2
lim .

n—oo ’I’L4

Gheorghe Gherasin, Sighetu Marmatiei
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a
Solutie. i) Fie ¢ > 0 fixat. Cum lim = = 2, va exista n. € N astfel incat
n—oo M

an )
— —2| <e&,Vn > ne, deci
n

2—€<%<2+€, Vn>ne &
2—en<an(2+e)n, Yn>n..

Cu teorema clegtelui gasim ca lim a, = 4o0.
n— oo

ii) Notdm @, =n-af +(n—1)aj +---+2-a2_; +a2.
Atunci lim x, = 400 si aplicand lema Stolz-Cesaro obtinem:

n—oo

2 2 2 2
Tn . Tntl — Tn ai+az+---+a, +ani1

lim — = lim ——————— =1
novoo N4 noeo (n+1)* —nt noos  An3 +6n2 1 4n + 1
~ lim ai+2 — lim (an+2 )2 . (n + 2)2
n—ooo 12n2 +24n+14 noco \n+2 12n2 + 24n + 14
.11
12 3°

5. Fie A € M3(C) astfel incdit det(A+2-'A) = 0.
i) Ardtati cd matricea A este inversabild < matricea A + 'A este inversabild;

2% — 5z + 2
2 O (Tr(A))? — Tr(A-1A), Y € R.

ii) Ardtati cd det(A +x - 'A) = 5

Vasile Giurgi, Sighetu Marmatiei

Solutie. i) Consideram functia p : C — C, p(x) = det(A + = - ‘4).
Atunci p(z) = a-2> +b-2 + ¢, unde ¢ = det(*A) = det A si a = det A, deci

5a
p(r)=a-z>+b-z+a. Cump(2)=0<:>b:—?,gésimcé

p(x):a(xz—gx+1),

unde a = det(A4). Avem:
A inversabild < det(A) #0 < a # 0 < p(1) # 0 < det(A +'A) # 0 < A+ 'A este
inversabila.
ii) Din i) avem c&
2 p—
p(z) = det(A +2-'A) = %7?” a= —% (2z® — 5z + 2)b.
Deoarece b = Tr(A -'A) — Tr(A) - Tr(*A) si Tr(A) = Tr(*A), obtinem ci

_ 22® — 5w +2

p(z) = = ((Tr(A))* = Tr(A-"'A)), VzeC.
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6. Fie A e M3(C) cudet(A) =1 gi Tr(A) = 1. Sa se calculeze
> det(A’+k-L), neN.
k=1
Nicolae Musuroia
Solutie. A% — Tr(A)- A+ det(A) - I = O2. Rezulti A2 — A+ I, = O.

Atunci A% + kI, = A+ (k=1 st

a+(k—1) b
c d+ (k—1)

=ad—be+ (k—D(a+d) + (k—1)°
=det(A) + (k—1)-Tr(A) + (k —1)°

det(A® + (k — 1)Iz) =

=k —k+1.
Asadar,
- 2 _ - 2 _ n(n2+2)
D det(A kL) = (k —kt1) =
k=1 k=1
) ) 1 1
7. Fiepe N", 21 >0 §i Tp41 = > > Eln(l—l—k-arctgmn), n € N*.
k=1

4
Sa se arate ca lim n-z, = ——.

(Generalizarea problemei 21253, G. M. 10/1987, autor M. Lascu)
Nicolae Musuroia

Solutie. 1) Evident z, > 0, Vn € N*.
2) Aratdm ca (zn)n este un gir descrescator.

1
PTnt1 — PTn = In(1 4 arctgx,) + iln(l + 2arctgzy) + ...
1
+ ;; In(1 + parctg zn) — pxn = f(xn),
unde f :[0,00) = R,

1 1
f(z) =In(1 4 arctgx) + 5 In(1+ 2arctgz) + -+ + — In(1 + parctg ) — pz.
p

1 1 1
Di ’ _ -} - if” 0,V 0
in f(z) 1—&—302<1—i—:aurctgzzcJr + 1+parctga:) p s fi(@) <0, Ve >0,

deducem c& f(z) <0, Vz > 0.
Atunci f(zn) <0, Vn € N*, deci (2n)n este sir descrescétor.
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3) Ardtdm ca lim z, = 0.
n— o0

Din 1) si 2) rezultd ca existd lim z, = [ € [0,00). Avem z,41 = g(z»), unde
n—oo

g9:[0,00) = R,
1 1 1 1
g(z) = » In(1 + arctgz) + 3 In (1 + 3 arctgaz) +-+ » In(1 +parctga:)] .

Cum g este continud, trecand la limitd, obtinem [ = g(1).
Fie h: [0,00) = R, h(z) = g(z) — z. Atunci

1 1 1 1
h/ — —1==. _— .
(z) =g'(z) p 1+2a2 [1 + arctgx + + 1+parctgw}

Obtinem h”(z) <0, Vz > 0.

x /10
@ /] -
ORI —
M) 1710 -
Deducem ca
h(z)=0&2=0
gx)=0<2=0
Deci I = 0.
4
4) Ardtam cd lim nz, = ——.
n—o00 p + 1
. . n s—c n+1l-—n
lim nz, = lim - = lim —
n—oo n—oo — n—oo - =
Tn Tp41 Tn
TnTLn+1 (L'ng(il'n)

———— = lim
n—o00 Ty — Tn+41 n—o0o Ty — g(l‘n)

xg(x) § .. g(x)+zg'(x)

=)

— lim —£Y 0
250 7 — g(z) a0 1— g'(x)

— i 29 (@) +2g"(z) _ 2'(0) _ 4

Tas0 —g"(2) - —g"(0) p+1°

Observatie. Pentru p = 1 obtinem problema 21253 din GM 10/1987, autor M.
Lascu.

8. Fie o, € {0,1,2,3,4}. Definim girul (zn)n>0 cu 0 = o, x1 = 3, astfel
incat Tni2 = Tnt1 + Tn, Y € N. Consideram propozitia
(P): Exista termeni ai sirului (z)n>0 care se divid cu 5.
a) Sa se demonstreze ca girul lui Fibonacci are proprietatea (P);
b) Sa se demonstreze ca girul lui Lucas nu are proprietatea (P);
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¢) Sa se determine «a, 8 pentru care sirul (xn)n>0 are proprietatea (P) $i apoi sd
se gaseascd toti termenii sirului care se divid cu 5.
Costel Chites, Bucuresti

Solutie. Pentru n € N avem

Tn+5 = Tnt+d + Tn43 = Tnt3 + Tnt+2 + Tnts

2(1‘714»2 + 23"n,+1) + Tn+2 = 3(mn+1 + xn) + 2xn+1

deci
Vn €N, Tnts = 5Tnt1 + 3xn. (1)

Din relatia (1), folosind inductia cu saltul ¢ = 5, deducem ca girul are proprietatea (P)
daca si numai daca cel putin unul dintre primii cinci termeni ai girului este divizibil
cu 5.

a) Sirul lui Fibonacci verificd recurenta din enunt si are o =0 si 1 = 1.
Deoarece zo = 0 este divizibil cu 5, deducem ca girul lui Fibonacci are proprietatea
(P).

b) Sirul lui Lucas verifica recurenta din enunt si are zo = 2 i 1 = 1.
Deoarece z2 = 3, x3 = 4 5i x4 = 7, deducem ca girul lui Lucas nu are proprietatea
(P).

c) In cazul general, avem zo = o, 1 = 8, z2 = o+, ¥3 = a+28 si x4 = 20+ 30.
Cel putin unul dintre acesti termeni este divizibil cu 5, daca gi numai daca

(c,) € { (e, 0)|a = 0,4} U{(0,8)[8 = 0,4} U {(a,a)|a = 0,4} U
U{(1,2),(1,4),(2,3),(2,4),(3,1),(3,2),(4,1),(4,3) }.
sunt, asadar, 21 de solutii distincte.

Daci (o, 8) € {(a,0)|a = T,4}, atunci 21 = 0:5, deci termenii divizibili cu 5
sunt cei de forma xsk41, k € N.

Daci (a, 8) € {(0,8)|8 = 1,4}, atunci zo = 0:5, deci termenii divizibili cu 5
sunt cei de forma x5, k € N.

Daci (o, 8) € {(a,a)|a = T,4}, atunci 24 = 535 si termenii divizibili cu 5 sunt
cei de forma xsk4+4, k € N.

Daci (o, 8) € {(1,4),(2,3),(3,2),(4,1)}, atunci z» = 5:5 si termenii divizibili
cu 5 sunt cei de forma xs542, k € N.

Daca (a, 8) € {(1,2),(2,4),(3,1), (4, 3)}, atunci z3 :5 i termenii divizibili cu 5
sunt cei de forma xsxk43, k € N.

Daca (a, 8) = (0,0), atunci girul este nul, deci toti termenii acestuia sunt divizibili
cu 5.
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3xn
9. Flie sirul (zn)n>o definit prin zo > 0 §i Tpy1 = m,Vn eN.

Sa se arate ca sirul este convergent gi sa se calculeze lim xy,.
n—oo

Crina Petrutiu

Solutie. Prin inductie matematica, =, > 0, Vn € N. Din inegalitatea mediilor,

3rn, 1
4$%+29En+123'm=6xn,decixn+1§67:§,deci
Tn
0<a7n§%, Vn € N*. (1)
Deoarece = —z —3#_% _ —dad — 22 + 2z,
T T 4 422, + 1 " 4xd 42, +1
_ —22a(22 )(w+)20, — -

422 + 22, + 1
deducem c8 sirul (z,)n>1 este crescitor.
Din (1) si (2) rezulta ci sirul (2, )n>1 este convergent. Trecand la limitd in relatia de

1 3l
recurenta si notand [ = nILH;O Tn € {0, 5} , gasim cal = Erarl S AP 212 —2 =

1 1
0sle { - 1,0, 5} Cum [ = —1 sau [ = 0 nu convin, avem ca lim x, = 3

n—oo
10. Fie a,b,c € R, ¢ € C\R, > =1 si matricele
A= L é B— sina sinb sinc
- (;2 i) T (cosa cosb cosc)'

Sd se calculeze det(A - B).

Ludovic Longaver

Solutie. Deoarece A € M32(C) si B € M3 3(C), vom avea cad rang A < 2 si
rang B < 2.

Deoarece A - B € M3(C), folosind faptul ci rang(A - B) < min{rang A, rang B},
deducem c& det(A - B) = 0.

1
11. Se presupune cunoscut faptul ca limita sirului a, = 1+ 5 + 3 ++ =
n
2
m
este egald cu 5 Demonstrati ca pentru orice numar natural nenul n, avem:

n 22 32 n2 6 n  2n?’

Cristinel Mortici, Targovigte

s
6
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Solutie. Solutia se reduce la a arata ca x,, < 0 si y», > 0, unde

IO < U S I SO o S NN S O
6 e 2 n’ "6 P k2 n  2n?
Avem
;cnﬂ—xn:—; L ! =n"'(n+1)"2>0.

n+1)2 n+l1 ' n
Rezulta ca xz, este crescator, convergent la zero, deci xz, < 0.
Avem
1 1 1 1 1
n+1)2 n+1 + 2(n + 1)2 o Th

- (7%) (n+1) 0> <.

Yn+1 — Yn = —

Rezulta ca y, este descrescator, convergent la zero, deci y, > 0.

12. Sa se arate cd exista un unic gir (acn)nzl cu proprietatea:
n
n+1

Ty +€°" = , (V)neN".

Sa se calculeze lim x,, si lim nx,.
n—o0 n—oo

Dan Barbosu

Solutie. Functia f : R — R, f(t) = t-+e’ este continua, bijectivi si strict crescatoare.

n
Atunci, pentru orice n € N*, ecuatia f(t) = ——T are o unica solutie z,, € R, deci

girul (zn)n>1 este unic determinat de relatia din ipoteza.
n

Cum f e continud i bijectivi, rezultd ci f~' este continudi. Deoarece f(,) = 1
n

I

n
rezulta ca ., = f*1 < T 1), deci
n

) =f'@)=o.

-1
lim 2, = lim £ (L) £ cont. I= ( lim

n—o0o n—oo n —|— 1 n—oo 1 + 1
. n . o *
Din mn+e””:?7VneN*,ob§mem ca pentru n € N* avem:
n
T —1 z -Nn =z 0
xn—|—e”—1:n+1<:>n-xn+n(e "’—1):11_’_1 tie
Sn-Tp+Nn e -1 Ty = —n
" Tn " 41
eSn-x (1+ezn,1)_ _n
" Tn T n+41°
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Tn
Cum lim =1, din relatia anterioara gasim ca
n—o00 In
. -1
lim (n-z,) = —.
n— oo 2

i
13. Fien € N, n > 2 gi matricea A € M,(R), A= <*> .
i=1,n
! ji=T,n
a) Sd se arate cd suma elementelor matricei A este mai mare ca n*;
b) Se iau la intamplare n elemente ale matricei A, situate pe linii si coloane

diferite. Sd se arate cd produsul acestor numere nu depinde de alegerea facutd.

Ludovic Longaver

Solutie. a) Suma elementelor matricei A este
1 1 1
(142434 +n) (1+7+7+~~~+7) > n?
2 3 n
conform inegalitatii Cauchy-Buniakovski-Schwarz.
i2 in

)
b) Numerele alese vor fi de forma Tl, CRARI unde {i1,%2,...,in} = {1,2,...,n}.
n

Evident, produsul lor va fi egal cu 1.

14. Fie a,b, c lungimile laturilor, iar A, B, C masurile unghiurilor unui triunghi

b-cosC c-cosB sinA
ABC. Sa se arate ca: A= |c-cosA a-cosC sinB|=0.
a-cosB b-cosA sinC
Ludovic Longaver
Solutie. Utilizand t inusurilor — b ©__9R, obti
olutie. Utilizadnd teorema sinusurilor A smB - e , obtinem:
b-cosC c-cosB a b-cosC b-cosC+c-cosB a
A:% c-cosA a-cosC b :L c-cosA c-cosA+a-cosC  b| =
a-cosB b-cosA ¢ a-cosB a-cosB+b-cosA ¢
b-cosC a a
:% c-cosA b bl=0.
a-cosB ¢ c

15. Pentrun € N* fizat, sa se determine a > 0, astfel incdt:
(*+n+a) —@0*+n)">n+3)"+n+2)"—n+1)"-—n", VreR

Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu
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Solutie. Considerdam functia f : R — R, f(z) = (n* + n + a)® — (n? + n)"—
—(n+3)* —(n+2)® + (n+ 1)® + n® pentru care avem f(0) = 0. Inegalitatea din
ipoteza se scrie f(z) > 0,Vz € R, deci f(z) > f(0), Vo € R. Atunci = 0 este punct
de minim pentru functia derivabild f si din teorema lui Fermat avem ca f'(0) = 0.
Cum
(@)= 0> +n+a)*In(n’+n+a) — (n° +n)"In(n’® +n)—
(n+3)"In(n+3) — (n+2)"In(n + 2)+

(n+1)*In(n+1)+n"Inn,

+

relatia  f/(0) = 0 & In(n® +n + a) — In(n? + n) — In(n + 3) — In(n + 2)+
+In(n+1)+Inn =0 Inr?>+n+a) =nn+2)(n+3) ©n+nta=
n? 4+ 5n +6 < a = 4n + 6.

Ardtam ca valoarea gasitd a = 4n + 6 verificd relatia din ipoteza problemei.
intr—adevér, aceasta se scrie:

(45 +6)" +(n+1)"+n">n+3)"+n+2)"+ 0 +n)", Ve R

S ((n+3)"—D)((n+2)"—-1)>((n+1)" =1)((n" —1), Vz € R. (1)
Daci z > 0, atunci (n+3)*-1>(n+1)*—-1>0si(n+2)*—-1>n"—-12>0,
deci relatia (1) este adevarata.
Dacd z < 0, atunci (n+3)* -1<(n+1)"-1<0si(n+2)*—-1<n"—-1<0,
deci relatia (1) este adevarata.
Agadar, a = 4n + 6 este unica solutie.

Clasa a XII-a

T
1. Sa se arate ca dacd a,b € R, a <b, a+b= 5 $1g:[0,1] — R este o functie
continua, atunci avem cd

sinb

b
/ cos’z - g(sinz) - cosx + g(cos z) - sinz)dx = / g(z)dz.

sina

D. M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti
. b
Solutie. In integrala I = / cos® z(g(sin ) cos z+g(cos ) sin z)dz facem schimbarea
™
de variabilat =a+b—z = 5% si obtinem:

b
1= / sin® t(g(cost) sint + g(sint) cos t)dt,
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b
21 = / (sin® & + cos® ) (g(sin z) cos = + g(cos x) sin z')dx
a

b b
:/ g(sinw)cosxdw+/ g(cosz)sinzdr = A+ B, (1)

b

b
unde A = / g(sinz)coszdx si B = / g(cosz)sinz dz.

a .
sin b

Cu substitutia sinz = ¢ obtinem A = / g(t)dt, iar cu substitutia a + b — z =

™

2

sina

b

——x=tgisimcad B = g(sint) costdt = A.

Folosind acum (1) obt;inerrc{: 2] = A+ B = 2A, deci

sin b
I=A= / g(t)dt,

in a

adica are loc relatia ceruta.

2. Se considera functiile continue f,g : RY — R, h : R} — R sia € R},

b,c € R, b # —1 astfel incdt f(z) +b.f(1) = ¢ ng(x)h(%) = g(%)h(x),

T

Vz € RY. Sd se arate cd:

Solutie. In integrala I = /

obtinem:

“f@)-glx) e ["gx)
/é h(z) d”_1+b/ nz) &

1
a

(In legituri cu problema 8, pag. 109 din Argument 11,/2009)
D. M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti

a . 1
Mdm facem schimbarea de variabila — = ¢ si
1 h(zx) x
1 1 a 1
)0 G) 1y [T LG9 0
h(3) t L h(3)
a 1 2 1 a 1
f(E)t 'gl(t)'h(?) a— [F1G) 9
t2-h () h(t) L h(t)
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Prin urmare,

o (@) () )
I+b I—/ ) d +b/ h@) d

1 1
a

=

a

:/;(f(:c)er-f(i))Z((gdxzc/;ig))dm’
de unde deducem ca o (@)
I_bil/i %dx

Observatie. Daci b = 1, g(z) = =", k € N, atunci 2° - z* - h<f> = —h(z),

1
YV € (0,00) sau h(z) = z2*2. h(f), Va € (0,00) si
x

AGde—g/;};:)dx,

adicd se obtine problema 8, pag. 109, din Argument 11/20009.

1
3. Se considerd functia f : R — R, f(z) = { smes T 70
0, =0
Sd se arate cd existd ¢ € R astfel incat F(c) - f(c) = ¢*, unde F este o primitivd
pentru f.

Gheorghe Boroica

4
x

Solutie. Fie functia G : R — R, G(z) = F?(z) — = Se gtie c& f are primitive pe R

si e integrabild pe orice interval [a,b] C R (f e continud pe R*, f e marginita si are

doar pe = 0 punct de discontinuitate).

Din—lgf(x)glb—mg/ f(t)da:ﬁa:,VxZO@xﬁ/ f®)dt < —z,Vx <0,
0 0

deci
|Fi(z)| < |z|, VzeR
sau
F
132‘”) <1, VzeR, (1)

unde F} e o primitiva ce se anuleaza in x = 0.
Fie F o primitivd pentru f, cu F(0) = ¢, ¢ € R. Atunci Fi(z) = F(z) — ¢ si
relatia (1) se scrie:

F(x)—c

F(z) —c\’
- <1, VxER@(T) <1, VzeR (2)
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Presupunand ca G ar fi injectiva, cum G e si continua, ar rezulta ca ea este strict
monotond (3). Deoarece

4 2 2
. . 2 x . o (F(z) =
im0 = Jim (P =) = im o (550 - )
_ 2 2
~ Jim 2 (M _ l;)
T —00 x 2
—e\? _ 2
= lim z {(F(m) C) + 2c- (F(z) = ¢) _ "E} @ _
= lim G(z),
T——00

se obtine o contradictie cu (3).
Asadar, G nu e injectivd, deci (3)a,b € R, a # b, astfel incat G(a) = G(b). Cu
teorema lui Rolle, va rezulta ci existd c situat intre a i b astfel incat G'(c) = 0, deci

F(e)- fle) = ¢

4. Sa se arate cd pentru orice a numar real nenul, ecuatia
5 2 2 4 3 2 . 2 2
4z° -cos"x — 10a” -z~ +4a-x° + 52" -sinx +a"x + 2a”° =0

are cel putin o solutie in (—1,1).
Gheorghe Boroica

Solutie. Fie functia f: R — R,
f(z) = 42° - cos® & — 10a® - * 4 4az® 4 52°sinz + o’z + 24°.

Cum f(0) = 2a® > 0, daci ecuatia f(z) = 0 nu ar avea solutii in (—1,1), ar rezulta

1
cd f(z) >0,Vz € (—1,1), de unde (f e continui) f(z)dz > 0.
—1

1

Cum f(z)dz = (—2d°z® + 2d°x)
-1

Asadar, presupunerea facuta este falsa.

1
= 0, se obtine o contradictie.

5. Fie p un numar prim. Sa se demonstreze ca Cgp— 3- C’gp—&—?) se divide cu p°.

Meda si Florin Bojor
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Solutie. Numarul C%, este coeficientul lui 2” din dezvoltarea (1 + x)%P
Deoarece (14 )*? = (1 +2)? - (1 +2)? - (1 + x)?, € R, obtinem:

ch,= > Cp-Ci-cy

k+q+r=p
= > Cp-Ci-Cpt+ Y Cp-Ci+ Y Cp-Cot
k+q+r=p k+q=p k+r=p

k,q,re{1,2,...,p—1}

+ > cpcp-3

q+r=p
= > Cy - Cf-Cp+3Ch —3,
k+q+r=p
k,q,re{1,2,..., p—1}
deci
P P _ k q T
cy, - 3Ch, = > ck.ct.cr.
k+r+q=p

k,r,qe{1,2,..., p—1}

Cum fiecare termen din membrul drept este divizibil cu p®, se obtine concluzia.

6. Se considerdn € N, n > 2 si mulfimile M,, = {x € Zn|2> =3 -2 +1}.

a) Sa se determine Ms si My

b) Daca multimea M, are un numdr impar de elemente, sa se determine n.
Dana Heuberger

Solutie. a) M3 = {z € Zs|a® =1} = {1,2} iar My = 0.

b) Evident, 0 & M,. Observim c& daci = € M, atunci si 3 — x € M,.
Intr-adevir, 3—2)3 -z —3) =x(z —3) = 1.

Daca M, are un numar 1mpar de elemente, atunci exista xo € M,,, astfel incat
To = 3 — Zo. Deducem ca 2360 = 3
Din z2 = 320 + 1 rezults 2;c0 =620 +2 < (
Deducem §mo =11 & To —|—§xo =llez To =
3= 6, adica n = 13.

Pentrun:13,x2:/3\x—|—/1\<:>x—395—1 0 < 22 —&—ﬁ)x—!—ﬁ:a@
2?2 +102+25 =0« (2+5)? =0« 2 = —5 = 8 este unica solutje.

Agadar, M = {g}, deci n = 13 este solutie.

) =32x0) + 2.
Din

/'\

o
3. § = 3 rezultd 3, 3, deci

7. Sa se determine inelul (A, +,-) cu 1 # 0, astfel incitVrz,y € A, x # y, avem
2 =y+1sauy’=a+1.

Dana Heuberger
Solutie. Presupunem ca 1+ 1 # 0. Punand x = 2 si y = 0 in ipoteza, obtinem
22 =1 sau 02 = 3, deci 3 =0.
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Pentru = € A, deoarece =+ 1 # x, obtinem (z+1)® = x+ 1 sau 2? = (z+1) + 1,
adica
2 4+z=0 (1)
sau
=z 42 (2)
Deoarece © + 2 # «, obtinem (z 4 2)? = & + 1 sau 2 = (z + 2) + 1 adici, folosind
faptul ca 3 = 0, obtinem:
=0 (3)
sau
2
z° =um. (4)
Fie z € A\{0}. Daci sunt adevirate relatiile (1) si (3), atunci = = 0, fals. Daci
sunt adevarate relatiile (1) si (4), atunci 2z = 0 & 3z = z < o = 0, fals. Daci sunt
adevarate relatiile (2) si (3), atunci ¢ +2 = 0 < x = 1, deci A are doud elemente,
adicd 1+1 = 0, fals. Dac8 sunt adevirate relatiile (2) si (4), atunciz = 2+2 < 2 =0,
fals.
Asadar presupunerea facuta este falsa, deci 14+ 1 = 0. In aceste conditii, din relatiile
(1) si (2) deducem ca
Vee A o° =z (5)
Folosind relatia precedenta si ipoteza, deducem ca pentru z,y € A, x # y, avem
$:x2:y+1®x+1:y+2<:>y:x+1

sau
y = y2 =x+ 1.
Asadar, Vz,y € A, x # y, y = x + 1. Obtinem c& pentru x = 0 i y € A\{0},

y=0+1.
Asadar, A are doud elemente, deci A = {0, 1}.

8. Fien €N, n>2 sipolinomul f =an - X"+ an_1- X" 4. +ao € C[X],
an # 0. Sd se arate cd dacd |f(e)| < |an|, unde € este o raddicing de ordinul n a
unitatii, atunci f are cel putin o radacina de modul cel mult doi.

Nicolae Musuroia

Solutie. f = an(x — z1)(x — z2)...(x — xy), unde x1, 2, ..., T, sunt radicinile lui
f. Din |f(¢)] < |an|, obtinem
le —z1|-|le —x2|...le—zn| < 1.

Atunci, cel putin unul din numerele |¢ — z1], |e — 22|, ..., |¢ — zx| este subunitar.
Fie |e — z1| < 1. Atunci

|z1] = |21 —e+e| < |z —¢e| Fle] <1 +1=2.
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9. Sd se arate cd dacd a >0 gi m € (—a,a), atunci:
_ @@ty) +m(e® +ay)
a? +zy + m(z +y)

<a, Vz,y€ (—a,a).
Nicolae Musuroia

T+

Solutie. Aratam ca rxy = ———
Y 1+ a—lz Ty

este lege de compozitie interna pe multimea
H = (—a,a).

1
Din z,y € H rezultd |z| < a, |y| < a, deci |zy| < a®. Atunci 1+ —ay > 0. Se
a
verifica prin calcul ca zxy > —a i z*xy < a.
Avem z xy € (—a,a) si m € (—a,a), rezultd (z *y) * m € (—a,a). Obtinem:
L @ty +m(a® +ay)
a?+zy+m

< a; Vx,y,m € (—a,a).

™

z 16
10. Sa se arate cd/ (cos(sinz) + cos(cos x))dx > g
0

Horia Zlamparet

Solutie. Vom arata ca: cos(sinz) > sin(cosz) si cos(cosx) > sin(sinz) pentru

v (0”)
x e ,5.

T
Pentru z € (O, 5) avem sinz < z, deci sin(cosz) < cosz. Cum functia cosinus

™ .
f), obtinem sin(cosz) < cosz < cos(sinz). Inlocuind in

este descrescatoare pe (0, )

. . T 0 T . . T
aceasta inegalitate pe x € (O7 5) cu 57 T € (0, 5)’ obtinem sin (cos (5 - x)) <

7
cos (sin (5 — ac) ), adicd sin(sinz) < cos(cosx).

Folosind cele 2 inegalitati, obtinem

™

/E [cos(sinz) 4 cos(cos z)]dz > /2 [sin(cos z) + sin(sin z)]dz >

2 cos® z 2 . sin® z
> cosx — dx + sinx — dx
0 6 0 6
2 1 —sin’z 2 1—cos?z
= 1—— )cosxdr + 1—-—— |)sinxdx
0 6 0 6

1 2
54t 5 1 8 16
=2 dt:Q(— 7):2,,:7,
A 6" 18 99
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x+1
V341 T -arctg "
11. Sa se calculeze: I = ﬁd
Vi1 xt + 2241

Z.

Crina Petrutiu

1
Solutie. Cu schimbarea de variabila — = ¢, integrala din enunt, se poate scrie sub
x
forma:
T+1 e arets (L
arc - arc —_—
/filt BT L /ﬂ—l s\1T—¢ »
t4+t2+1 t2 \/§+1 t4+t2+1
1+
V3241 xX - arctg m
= 1 3 dr = —1,
Vi1 zt + a2+ 1
deci I = 0.
12. Aflati primitivele functiei:
™ 1006

f: (0, 5) =R, f(z) =2"(In2-ctg'* 2 — 1006 - ctg"""® z — 1006 - ctg'*" z).

Cristina Ocean
™
Solutie. Functia f are primitive pe (0, 5) fiind continua. Avem:

flz) =2 (ln 2 - ctg'®® 2 — 1006 ctg'*® = — 1006 ctg " x)
2" (ln 2 ctg'% 2 — 1006 ctg'*%° z(1 + ctg® :r))

si

\
| |

/23” In2 - ctg'®% z dz + 1006 /(ctg z) ctg'® x - 2%da

/ ‘In2-ctg'% zde + /(c‘cg1006 z)'2%dx
ctg'0% 5. 2% 4 C.

13. Fie f: R — R o functie derivabila cu derivata continud, cu proprietatea ca
graficul sau este simetric fata de dreapta de ecuatie x = a, a € R. Sa se arate ca

/f/(x)(ef(?'a_x) +2f(2a — x))dz = f(z) + /@ +C.

Ludovic Longaver
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Solutie. Graficul functiei f : R — R este simetric fata de dreapta x = a, a € R, daca
i numai dacd f(2a — z) = f(x), Vo € R. Atunci avem:

/f/(a:) (ef@a_m) +2f(2a — m)) dx = /f’(a:) (ef(m) + 2f(x)) dx
=ef@ 4 f(z)+cC.
14. Se considerd functia f : R - R, f(z) = z-e"T! 4+ ",

1
a) Calculati/ f(x)dzx;

0
b) Dacd F este o primitivd a lui f care se anuleazd in x = 0, atunci determinati

1
lim n - F(f)
n—oo n

Solutie. a) Functia f fiind continua va admite primitive. Avem:

[ie= [en-cars [ ao—e [roars [ Yas

=e(e” -z —€")+e° +C=Fy(z)+C,

Tonel Tudor, Giurgiu

unde Fy(z) = e®1 .z —e**1 4" 4k, k € R. Aplicand formula lui Leibniz-Newton
obtinem:

/ f(z)dz = Fr(1) — F(0) = €°.

b) Avem:
. 1\ . F(z) v/'m . _ _
nh_}n;onF (ﬁ) = 1131) - = glgl(l) f(z)=f(0)=e.
x>0 x>0

15. Notdm cu M multimea functiilor f : [2,00) — R derivabile, cu proprietatea

T
ca f'(z) - f(z) = Tr e oricare ar fi x € [2,00).
Demonstrati ca:
a) Multimea M este nevidd.

b) Multimea M contine cel pulin o functie concavd.

Cristinel Mortici, Targoviste

Solutie. Fie

Avem
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deci putem alege f(z) = \/F(x) astfel incat f € M, deci M este nevida.
Prin derivarea relatiei date, obtinem

FrE = e

deci f"f < 0. Cum f = +F > 0, rezultd ci f” < 0, deci f este concavi.

<0, pentrux > 2,
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Probleme propuse

Clasa a IX-a

1. S& se rezolve in N? ecuatia
(z+2y)*> + 52+ 6y + 4 = 2°.

Gheorghe Boroica

2. Rezolvati in multimea numerelor intregi ecuatia
2" +3° 4+ 6" = 22° + 52° + 5x + 3.

Gheorghe Boroica

3. Sa se determine cel mai mic numar real a, stiind ca
152y + 10xz 4 6yz < axyz,
pentru orice numere prime distincte z,y, z.

Gheorghe Boroica

4. Numirul N = 100...001 are 2013 zerouri. Demonstrati c& N? se poate scrie
ca suma a doud patrate perfecte nenule.

Cristinel Mortici, Targoviste

5. Numerele z,y, z € R satisfac relatia

VE-12+G-32+/@-22+ -2 = V2.
Aflati z + y i 2.

Cristinel Mortici, Targoviste

6. Sa se rezolve ecuatia [\/5] ++/|z] = 2v/x.
(Am notat cu [a] partea intreagd a numarului real ).

Dana Heuberger

36
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7. Fie X o multime cu | X| =n >4 si functia f: X — X.

a) S& se determine f, dacid existd k € {2,3,...,n — 1}, astfel incat
VA€ P(X) cul|A| =k, avem f(A) = A.

b) S& se demonstreze c& nu existd f astfel incat VA, B € P(X),cu ANB =0 si
|A| = |B|] =2, si avem f(A) = B sau f(B) = A.

Dana Heuberger

8. Fie z,y, 2z € (0,00) cu proprietatea x + y + z = 2013.
2r+y+ 2z
a) S& se arate cd 1/2013x + yz < +
b) S& se arate ci

1 1 1 3
> .
2013z + yz + V2013y + 2= + V2013z + zy — 1342

Florin Bojor si Adrian Pop

9. Fie n un numar natural nenul fixat. S& se determine numerele pozitive
n(n+1)

5 sizi+ai+--+at <n.

T1,22,...,%y stiindcad z1 +2-224+---+n-x, =

Meda Bojor

10. Se considera triunghiul ABC si A1, B1,Ch mijloacele laturilor [BC], [C A],
respectiv [AB]. Notdm cu Az, Ba, C> intersectiile segmentelor (AA1), (BB1), (CCh)
cu cercul inscris in triunghi. Sa se arate cd AA; + BB1 + CC1 = 0 daca gi numai

daca triunghiul A1 B1C: are laturile paralele si proportionale cu laturile triunghiului
ABC.

Florin Bojor

11. Sa se determine radacinile reale ale ecuatiei
(> —2x) - (2° —x —6) - (x> — 3z —4) + 36 = 0.

Ludovic Longaver

12. Fie a,b € [0,7]. S& se afle valoarea minima si valoarea maxim4 a expresiei
E(a,b) =7 — cos(2a) + 4 cos(2b) — 8sina - cosb — 5sina + 10 cos b.

Ludovic Longaver
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13. Aratati ca, daca z,y, z > 0, atunci

2 2 2 2 2 2
x° + +z 2“4+

Ly + > 2(x +y + 2).
z T Y

D. M. Batinetu-Giurgiv, Bucuresti

14. Aratati ca, dacd x,y, z > 0, atunci

a b c 1<a+c+a+b+c+b>.

< =
x+y+y+z+z+m*4 T Y z

D. M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti

15. S& se arate ca daca x,y,z > 0, atunci
2wyz + 3(x® +y° + 2°) + 27 > 6(xy + yz + 2x).

Gheorghe Boroica
Clasa a X-a

1. S& se rezolve ecuatia {1/ [\/EH + W =2Yx.

(Am notat cu [a] partea intreagd a numéarului real a).

Dana Heuberger

2. Se considerd functiile f,g,h : R — R, astfel incdt Vx € R, f(g(z)) =
g(h(x)) = —.
a) Sa se demonstreze ca Vz € R, f(z) + h(—z) = 0.
b) S& se arate cd existd o infinitate de functii nemonotone f,g,h care verifica
relatia din enunt,.

Dana Heuberger

3. Fie p > 2 un numar natural fixat. S&a se rezolve ecuatia
1 1 1 1 @ z @
(1425 435 40497 ) + (1427 48"+ +p7) =pp+ 1).

Adrian Pop
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4. Si se afle minimul expresiei
E =logh(2z + 3y + 1) + logi(2y + 3z + 1) + logp (22 4 3z + 1),

stiind ca z,y,2 >0six-y-z2=1.
Gheorghe Boroica

5. Sa se determine a € R si sa se rezolve ecuatia
2
—2 2
20w m2artd 4 (1) =4,
stiind ca aceasta are o unica solutie reala.

Gheorghe Boroica

6. Fie z € C* astfel incat |z| = r. S& se afle minimul expresiei

E(z)=Vr—Rez+Vr+Imz.

Gheorghe Boroica

7. Se considera tetraedrul A;AsAs3A4 si care nu are fetele perpendiculare.
Notam: S1 = Sjaya344, S2 = Siajasaq)s 93 = Siajasas), S1 = S[a; a4
a;; = unghiul dintre fetele tetraedrului de arie S; §i S5, ¢,5 = 1,4, i # j.

Sa se arate ca 545
Z 2155 5 9g
COS (i

1<i<j<4

unde S reprezinta aria totald a tetraedrului.

Nicolae Musuroia

8. Fie M un punct in interiorul tetraedrului ABC'D. Notam cu d,=d(M, (BCD))
si cu hg = d(A, (BCD)). Si se arate c&

3 (L)

Nicolae Musuroia

9. a) S& se arate cd functia f : R = R, f(x) = {z} — [z] este bijectiva.
b) S& se rezolve in multimea R ecuatia:

tgx + 2 = 2[tgz] + V3.

Ludovic Longaver
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10. Sa se rezolve ecuatia
{logyr 2} + {logy7(32) } + {logy7(92)} = 3logy, = — 2.

Ludovic Longaver

-~

11. Fie paralelogramul ABC'D cu m(A) = 60°. Si se arate cé

V3+1

AC +BD > 3

(AB + AD).

Gheorghe Rambu

12. Fie patrulaterul convex ABCD si {O} = ACNBD. Pe planul patrulaterului
se ridica o perpendiculara in punctul O si pe care se ia un punct V. Considerand un
punct M € (VO), s se arate ca

WVivmas) = Vivmap) € Ajasc) = Ajapcy.-
Gheorghe Rambu

13. Sa& se rezolve in R ecuatia

) =2

Ludovic Longaver

14. S& se determine numerele a, > 0 pentru orice n € N*, gtiind c

n "tYan, "
a1 ++/az + Jas+ -+ "%Z%, Vn € N*.

Nicolae Musuroia

15. Fie M, N, P, puncte coplanare situate pe muchiile (AB), (BC), (CD),
(DA) ale tetraedrului ABCD. Si se arate ci

MN-NP-PQ-QM >

>16- AM - BN - CP - DQsin A123C’ - sin B(;D - sin C?A - sin DI;B .

Nicolae Musuroia
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Clasa a XI-a

1. Fiea,b € R cua < b, iar f: [a,b] — [a,b] o functie surjectivid si continua.
Demonstrati cd cel putin una din multimile A = {z € [a,b] | f(z) = =},
B ={z €a,b]| f(x) = a+ b— x}, are cardinalul mai mare sau egal cu 2.

Cristian Heuberger

2. Fie a € (0,1]. Demonstrati ca:
a) existd mg € N astfel incat, pentru orice m > np, existd si este unic
Tn € [0, ﬂ , cu proprietatea ci sin™ x,, + cos” T, = «;

b) sirul (z,)n>0 este convergent si calculati limita lui.

Cristian Heuberger

3. Se consider4 sirurile de numere strict pozitive (an)n>1 si (bn)n>1, astfel incéat
Gn

Vn € N* b, = ant+1 — Daca lim b, =1 > 0, sa se demonstreze ca sirul

1+ an n— oo
(an)n>1 este convergent si si se calculeze limita acestuia.

Dana Heuberger

4. Fie 0< m< M si (an)n>0 un sir de numere reale cu proprietatea m < a, <M,
3
T, +a

x2

Vn € N. Definim sirul (2, )n>0 prin g > 0 §i Tpy1 =

, Vn > 0. Sa se calculeze

Florin Bojor

5. Fie f,g : R — R doua functii si zo € R cu proprietatea ca exista k > 0 si
o vecindtate V a lui zo, astfel incat |f(z) — f(y)| < klg(z) — g(y)|, Vz,y € V. Daci
functia g are limita finita in zo, sa se demonstreze ca functia f are limita finita in xo.

Meda si Florin Bojor

6. Fie n un numar natural nenul si p,q doud numere prime distincte.
a) Sa se dea un exemplu de matrice A € M, (Q) cu proprietatea ca matricea
p- A+ q- I, nu este inversabild in M, (Q).
b) Aratati cd, dacd A € M, (Z), atunci matricea p- A + q - I, este inversabil in
Mn(Q).

Gheorghe Boroica
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7. Fie n un numér natural nenul si A € M,,(C) astfel incat A2—A+a-I, = O,
unde a € C*.
i) S& se arate ci A este inversabila.
ii) Sa se arate ci pentru orice n € N*, exista x,, € C, astfel incat
A"+ad" A "=z, - I,
n

si apoi stabiliti relatiile zo, = xi —2a" si x3n, = mi —3a"™ - xTn.

Gheorghe Boroica

8. Aratati ca, daca A1 A2 ... A, este un poligon convex, atunci are loc inegali-
tatea:

Adrian Pop

9. Fie A € M3(C) cu Tr(A) = det(A) = 1. S& se calculeze
det(A — I3) - det(A — e - Io) - det(A — &° - I),
unde €2 + ¢4+ 1= 0.

Marian Carstea, Ramnicu Vilcea

10. Se considerd sirul (zn)nen cu z, >0, Vn € N, iar a,b € R.
Sa se arate ca, daca sirurile de termen general y, = /T, -sinz, +a i z, =
\/Zn - COS Xy + b sunt convergente, atunci girul (mn)neN este convergent.

Marian Carstea, Rimnicu Vilcea

11. Fie sirul (an)n>1, cu a1 =2, a2 =128l any2 =2 - an41 +4-an, n > 1. Sa

. N . Qan = T
se cerceteze existenta limitei pentru sirul (zn)n>1, Tn = cOS ( o= )

Ludovic Longaver

1 1 1 1 1 1 1
T2 1732 -3 525" Toam_1
a) S se studieze convergenta sirului (an)n>1;

b) Sé se arate cd sirul (n-an, —In (2-y/n))

12. Fie sirul (an)n>1, an =

1
I.

n>1 este convergent.

Ludovic Longaver
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13. Fie matricea
1+a%+a* 14+ab+a?b? 1+ ac+ a’c?
A= (14ab+a?? 146>+ 14+bec+bc? ),
1+ac+a®c® 1+bec+ b2 1+ +¢t
unde a, b, c € R. Sa se arate ca

det(A) = (¢ —a)*(c — b)*(b—a)>.

Ludovic Longaver

14. Fie A € M, (Z) astfel incat A3 +2A% = O,,, unde n € N* este fixat.

S& se arate cd, dacd matricea [, — A este inversabild in M, (Z), atunci
det(A% + 3A +31,) = 3™

Gheorghe Boroica

15. Sa se calculeze

Nicolae Musuroia

Clasa a XII-a

1
1. Calculand in doud moduri integrala / 1+ 33)2"_1da:7 deduceti identitatea
0

ci._, C2._ (O L |
ooty Conor o Ponen

1
+ 2 3 2n 2n "’

unde n € N*.
Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu
2. Si se determine numdirul elementelor grupului (G, -) care au proprietatea ci

Vo,yeG\fe} cuz#y, z-y-z=y- 2% . y.

Dana Heuberger
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3. Fie (G,-) un grup finit cu n elemente si cu elementul neutru e. Spunem ca
subgrupul H al lui G are proprietatea (P), dacd este un subgrup propriu al lui G si
Ve, y € G\H = zy € H.

a) Daca existd subgrupurile distincte H; si He ale lui G, care au proprietatea
(P) si Hi N Hy = {e}, si se arate cd grupul G este izomorf cu grupul lui Klein.

b) S& se demonstreze ci, pentru n € N, n > 2, grupul (Z,,+) are cel mult un
subgrup cu proprietatea (P).

Dana Heuberger

4. Se consider# polinomul f = (X% 4 X +1)" — X cu radécinile z1, z2, . . ., T2n.
) 2n 1
Calculati suma S = > —.
k=1 Tk

Dan Barbosu

5. Fie f : R — R o functie continua si pard. Sa se calculeze integrala
1
L[l —a)
o T4

Dan Barbosu

1
6. S& se calculeze lim n/ x" - cos(z™)dzx.
n— o0 0

Dan Barbosu

7. Sa se determine toate functiile f : (0,00) — (0, 00) primitivabile i cu pro-
prietatea ca existd F' : (0,00) — (0,00) o primitiva pentru f, astfel incat
_2F(z) | !

f@) =22 py

Yz > 0.

Gheorghe Boroica

2w

1
8. Fie f:[0,1] — R o functie continud astfel incat f(@)dxe = ——.
0 3v3

1
S& se arate ci existd ¢ € (0, 1) astfel incat 1 < f(c) < —.
c

Gheorghe Boroica
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1 1
< < 2arcsi 2 arcsin /I=
9. Si se arate ci / e2aresin Ve o . / e ATEIMVIETT gy > e,
0 0

Nicolae Musuroia

10. Fie f:[0,1] — [0, 00) o functie continud. S& se arate ci
1 1
/ (/ \/f(t)dt dx<—
0 T

11. Sa se determine functiile continue f : R — R cu proprietatea

/f(t~m)dt~/ fla-t-z)dt =€, VzeR.
0 0

Nicolae Musuroia

Nicolae Musuroia

{n}

dx, este convergent.
+ [z

n
12. S3& se arate ci sirul (an)n>1, an = / 3
= x
1

Ludovic Longaver

13. Fie a,b € R, a < b si f : [a,b] — R o functie derivabild, neinjectivi si

F:la,b] = R,
F(x xfa/f dtJra:fb/f

Sd se arate cil existd ¢ € (a,b) pentru care F''(c

Ludovic Longaver

14. Sa se calculeze integrala
I= /m tg(22° + a) - tg(32° + a) - tg(5z® + a)dx,

pentru a € (0, g) si « dintr-un interval I convenabil ales.

Gheorghe Boroica

15. Fie f:[0,00) — [0,00) o functie derivabild cu f'(z) > 0, Vz € [0, 00).
Sa se arate ca
2

f t-f2(\/Z)dt>2(lzt‘f(t)dt)2.

D. M. Batinetu-Giurgiu $i Nicolae Muguroia
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Argument 15
Erata

e La problema 4, clasa a IX-a, relatia f(m -n) = f(m) - f(n), devine
f(m-n) = f(m)+ f(n).
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