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Utilizarea identitatilor pentru obtinerea de inegalitati

Gheorghe Boroica

Abstract. In this article we shall present several inequalities which are based
upon certain identities.

In cadrul concursurilor de matematicd, inegalitatile au un rol bine definit
daca nu chiar privilegiat. Existd o gama variata de inegalitati propuse la diferite
concursuri, de aceea, a sti s abordezi astfel de probleme reprezinta o particu-
laritate obligatorie a oricarui aspirant la astfel de concursuri.

In cele ce urmeaza, se vor prezenta prin exemple o serie de inegalitati ce
au la baza anumite identitati. Pe parcursul acestei prezentari o si folosim
urmatoarele identitati:

1) sin®z+cos’z=1, z€R;

1
2) ————
14+tgx
3) A,Be€ My(C)=det(A+ B)+det(A — B) = 2(det A + det B);
4) Daca f este un polinom avéand coeficientii complecsi, unde

f=X—-a)(X —a2)...(X —an),

=cos’z, ¢ € D;

atunci avem ca
fliz) f(—iz) = (X* +a})(X? +a3) ... (X* +ap);
5) (z2—21)(22 —23) + (2 — 22)(23 — 21) + (2 — 23) (21 — 22) = 0;
6) 2*(y—2)+y*(z—2) + 2% (x~y) = (r—y)(y—2)(2~2), =,y,2 € C;
7) @ (y—2) +yP(z—a) + 2P (z—y) = (r—y)(y—2)(z—2)(z+y+2),
z,y,z € C
8) |21+ 22® + |21 — 2> = 2 (|21)* + [22]?), V21,22 € G

9) |t + ta|? + |t — Ta|? = 2(|T1|? + |T2]?), VU1, T2 doi vectori din plan.

Observatia 1. Este evident faptul ca daca a,b,c € R, a + b = 2¢, atunci
unul din cele doua numere este mai mic sau egal decat c, iar celalalt mai mare
sau egal decat c.

O gama interesanta, dar dificila, de inegalitati o reprezinta cele care rezulta
din identitati. Daca acestea se combina cu anumite inegalitati celebre, atunci
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solutia este gi mai greu de descoperit. Prezentam in continuare cateva probleme
care sa puna in evidenta acest lucru.
1. Fie a,b,c,d > 0 astfel incat
1 1 1 1
1+a* * 1404 + 1+t * 1+d4
Sd se arate ca abed > 3.

=1

Solutie. Din ipoteza deducem ca existd numerele strict pozitive «, 3,7, asa
incat
a® =tga, V¥ =tgf, ¢ =tgy, d* =tgd.
Relatia din ipoteza se scrie
cos? a + cos? B + cos? y 4 cos? § = 1.

Folosind acum identitatea sin®z 4 cos?x = 1, x € R si inegalitatea mediilor,
avem ca
sin? a = cos® B + cos® 7y 4 cos? § > 3(cos B cosy cos 6)%
si analoagele. Facand produsul inegalitatilor anterioare, obtinem ca
2

sin? avsin? Bsin? v > 3 cos? B cos? v cos? .

Atunci abed = \/tgatg ftgyd > 3.

2. Sa se arate ca dacd suma patratelor numerelor reale a, b, c,d este cel
mult 1, atunci avem inegalitatea

ab+ bc+ cd + da + ac + bd < 1,25 4 4abcd.
(Gabriel Dospinescu)

Solutie. Deoarece avem sume simetrice in problema, probabil este indicat sa
avem si polinoame. S& consideram deci polinomul:

f=X=-a)(X =b)(X —c)(X —d)

=x'— (3 a) x*+ (D ab) X2 = (D abe) X + abed.
In ipoteza se vorbeste despre o suma de patrate, de aceea vom calcula f(iz),
x € R, cu scopul de a pune in evidenta o suma de patrate. Avem:

H(x2 +a?) = |f(iz)|* = |z* + i3 Z a— z* Z ab — z:cz abc 4 abed)?
= |zt —2? Z ab + abed|? + |x3 Z a— xZach.

4
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1
Luand acum z = 5 in identitatea anterioara si eliminand ultimul termen,

obtinem
2

[+ )= (4 52 o)

Cu inegalitatea mediilor, avem:

I ) = (20 <

Atunci deducem ca

de unde rezulta concluzia problemei.
3. Fie P(z) = az® + b2 + cz + d, unde a,b,c,d € C, |a| = |b| = |¢| =
|d| = 1. Demonstrati cd existd z € C, |z| = 1 astfel incat |P(z)| > /6.
(A.M.M. Problema 4426)

Solutie. Avem ca
|P(2)|> = P(2)P(2) = 4 + 2 Re(adz® + (a + bd)z* + (ab + be + cd)z).
Daca
Q(z) = (adz?) + (at + bd)2* + (ab + b + cd)z),
atunci |p(2)|> =4 + 2Re Q(2).
Considerand radicinile [, ¢, 2 de ordinul trei ale unititii, vom obtine:
Q(2) + Q(ez) + Q(22) = 3ad2>.

Luand z in aceasts egalitate, aga incat z3 = a@d (acest numar are modulul egal
cu 1), obtinem c&

Q(2) + Q(e2) + Q(e%2) = 3.
Pentru z astfel ales, se obtine:
p(2)* + Ip(e2)|? + [p(%2)|* = 18.

Atunci cel putin unul din aceste trei numere este mai mare sau egal decat 6,
de unde se obtine concluzia.

4. Daca A, B,C,D sunt patru puncte arbitrare din plan, atunci avem
inegalitatea: AC - BD < AB-CD+ BC - AD.

(Inegalitatea lui Ptolemeu)



e h@/ﬁ/mw/ / 4

Indicatie. Se foloseste identitatea
(z—21)(22 —23) + (2 — 22)(23 — 21) + (2 — 23)(21 — 22) =0
gi inegalitatea modulului, luand (Az), B(z1), C(#2) si D(z3).
5. Sa se arate ca daca M este un punct in planul triunghiului ABC),
atunci avem:
AM?sin A+ BM?sin B+ CM?sinC > 2Sapc.
Indicatie. Se foloseste identitatea
By —2) +y2 (=) + 2o —y) = (2 — )y — 2)(z—2), 2,9,2 € C,

6. Sa se arate ca daca M este un punct in planul triunghiului ABC si G
este centrul de greutate al triunghiului ABC, atunci avem:

AM3BC + BM3AC + CM®AB > 3AB-BC -CA - MG.
(M. Chiritd)

Indicatie. Se utilizeaza identitatea:
2y —2) +y’(z —x) + 2% (2 — y)
=(x—yly—-2)z—z)(x+y+2), z,yz2€C.
7. Sa se arate cd dacd ﬁ,@, .. .,v_n> > 2 sunt vectori in plan, de modul
mai mic sau egal cu 1, atunci existd o alegere a semnelor +, —, astfel ca
0 £V £ £y < V2
Indicatie. Daci n = 2 atunci, din identitatea 9), rezulti ci o] + v3|? < 2 sau

|v_1> — @|2 < 2, de unde se obtine concluzia. In continuare se folosegte metoda
inductiei matematice.

8. Sa se arate cd pentru Vn € N*, VA, Ay, ..., A, € Ma(R), existd o
alegere a semnelor + si — astfel incat

Indicatie. Pentru n = 2 se folosegte identitatea de la 3) si apoi metoda
inductiei matematice.

Observatia 2. Utilizand aceeasi identitate, se poate arata ca exista o alegere
a semnelor +, —, astfel incat identitatea anterioara sa fie de forma

det(A; £ Ag +---+ A,) > det(Ay) +det(As) + - - - + det(A,).
6
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9. Fie a,b,c,d > 0 astfel incat
11 1 1
- +-+-+-=a+b+c+d s a-b-c-d=1
a b ¢ d
Sa se demonstreze inegalitatea:
(a+1)? B+1)2 (c+1)? (d+1)2
_l’_
a+b b+c c+a d+a

<2(a+b+c+d).

Solutie. Utilizand inegalitatea (1+x)? < 2(1+ 22) membrului stang, reducem
inegalitatea initiala la inegalitatea

2

1

g @t <a+b+c+d. (1)
a+b

ciclica

Vom demonstra ci (1) reprezintd de fapt chiar o egalitate. Se pune intrebarea
fireasca: cum putem folosi relatia din ipoteza? Pentru aceasta vom considera
scrierea:

(a+b)(a+c)(a+d) =a®+ a®(b+c+d) + abc + abd + acd + bed
=d*(a+b+ct+d +at+bt+c+d
=@+ (a+b+c+d).

a?+1  (a+c)(a+d)

a+b a+bt+c+d
permutari circulare. Asadar,

a®+1 (a+c)a+d)
2 aih T X avbrerd — 2"

ciclica ciclica

Atunci avem ca si identitatile analoage obtinute prin

Cu aceasta, inegalitatea (1) este stabilitd si atunci inegalitatea cerutd este
demonstrata.

Probleme propuse.

1. a) Sa se arate ca dacd x,y,z sunt numere compleze distincte, atunci

avem:
Yz 2T Ty

+ +
@—y)r—2 H—2)y-—2) (E-2)(z-y)
b) Fie P un punct in planul triunghiului ABC. Sa se arate ca

a-PB-PC+b-PC-PA+c-PA-PB <abc,

=1.

unde a, b, ¢ sunt lungimile laturilor triunghiului ABC.

7
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2. Sa se arate ca pentru VneN*, Vzi,20,...,2, € C, day,as,...,a, €
{=1,1} astfel incat:

larz1 + agzo + -+ anznl® > 212 + 222+ + |20 h
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Asupra unor retele de puncte

Dana Heuberger

Abstract. The purpose of this paper is to solve some countability problems
using the tool of injective functions.

In aceasta nota vom prezenta o metoda de rezolvare a unor probleme de numarare
in care apar retele de puncte, care este bazata pe tehnica functiilor injective.

Definitia 1. Pentru k,n € N, n > 3 gi k£ > 2 consideram, in planul Inzestrat cu
reperul cartezian xQOy, o retea formata din toate punctele cu abscisele In multimea
{1,2,...,n} si ordonatele in multimea {1,2,...,2k}. Notdm cu A; ; punctul de co-
ordonate (7,j) al retelei. Spunem c8 alegem o configuratie in retea, dacd pentru
fiecare i € {1,2,...,n} si fiecare t € {1,2,...,k} select&m unul singur dintre punctele
Aj2t—1 §1 As ¢, pe care il notdm cu B; ¢+ si pentru orice p € {1,2,...,k}, p # t, exista
m,j € {1,2,...,n} astfel incat

Y6t “ YBm,p #yBjﬁt —Yp. (1)

7P

Problema 1. In conditiile din definitia 1, pentru i € {1,2,...,n}, consideram
punctele B; care au abscisa egala cu t st ordonata egald cu suma ordonatelor puncte-
lor de abscisd i ale configuratiei. Sd se determine wvalorile lui k pentru care sunt
posibile alegeri ale configuratiilor, astfel incat toate punctele Bi,Bs,...B, sd aibd
ordonatele diferite.

Solutie.

Un exemplu de configuratie convenabila este cel din
figura urmatoare, pentru n = 3 gi k = 4.
Scazand din ordonata lui B;; numarul 2¢ — 1,
obtinem un numér din multimea {0, 1}.

In acest fel, putem defini functiile
fe:{1,2,...,n} = {0,1}, f: (4) :yBi‘t—(Zt— 1).

fa{

Pe figura am evidentiat punctele din care se obtine
fiecare functie. Conditia 1 inseamna ca functiile f3{
sunt distincte. £, {
£, {
0 x
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Evident, daca avem k > 2", atunci functiile, deci si configuratiile de pe unele
linii, se repetd gi nu mai este indeplinitd conditia 1. Asadar k < 2". Observam ca
Yp, —(1+3+...+ 2k 1) =fr () + f2 (1) + ...+ fi (4)
deci a demonstra ca ordonatele punctelor Bi, Ba,...B, sunt diferite, inseamna a
ardta cd functia gr : {1,2,...,n} = R, gr = fi+ fo+ ...+ fx, este injectiva.
Enuntam agadar
Propozitia 1. Se considerd n € N, n > 3 gi multimile A, = {1,2,...,n} si
Fn=Af:An — {0, 1}}. Sunt adevdrate afirmatiile:

a) Pentru oricek €N, 2 <k <n—1sauk > 2" —n+ 1, nu ezxistd functiile
distincte fi, fa, ..., fx € Fn, astfel incdit funclia g : An — R,
ge=fi+ fo+ ...+ fr sd fie injectivd.

b) Pentru orice k€ {n—1,mn,...,2" —n+1} existd functiile distincte
fi, fo, «ovy fx € Fn, astfel incat functia gr : An = R, gr=fi+ fo+
...+ fr este injectiva.

Demonstratia se gdseste In revista [2].
Observatia 1.
a) Din demonstratia propozitiei rezultd cd codomeniul functiilor din F,, poate
fi orice multime de numere reale cu doua elemente.
b) Propozitia anterioard apartine autoarei acestui articol si a fost pe lista
scurta pentru Olimpiada Nationala de matematica in anul 2008, fiind pu-
blicatd apoi in [1].
Propozitia 2. Se considerd n € N, n > 3 si mulfimile A, = {1,2,...,n} i
Fn=A{f:An — {a, b}}, unde a,b€R, a<b. Suntadevdrate afirmatiile:
a) Pentru orice k € N, 2 <k <n—1sauk >2" —n+1, nu existd functiile

distincte fi, f2, ..., fu € Fn, astfel incat functia g : An = R, gr =
(fi—a+1)-(fo—a+1)-...-(fi —a+1) sd fie injectivd.

b) Pentru orice k € {n—1,n, ..., 2" —n+1} existd functiile distincte
fi, fo, «o, fr € Fn, astfel incat functia

ge=(fr—a+1)-(f2—a+1)-...-(fi —a+1)
este injectivd.
Indicatie. Se aplica Propozitia 1 functiilor
hi: An = {0, 1}, he (i) =log, o1 (ft (1) —a+1).
Observatia 2. Daca a = 1, problema revine la studiul injectivitatii functiei
ge=f1-fa-. .- fr

Definitia 2. Pentru k,n € N, n > 3 5i 2 < k < 2" consideram, in planul inzestrat cu
reperul cartezian xQOy, o retea formata din toate punctele cu abscisele in multimea

{1,2,...,n} si ordonatele in multimea {1, 2,22 ..., 2%71}. Notdm cu A;; punctul
de coordonate (i, j) al retelei. Spunem cd alegem o configuratie in retea, daca pentru

10
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fiecare i € {1,2,...,n} si fiecare t € {1,2,...,k} selectdm unul singur dintre punctele
A; g2e—2 81 A, 92e-1, pe care il notdm cu B; ¢ si pentru orice p € {1,2,...,k}, p #t,
YB o, ¢ YBj ¢

Bm,p VB, p

existd m,j € {1,2,...,n} astfel incat

Problema 2. In conditiile din Definitia 2, pentru i € {1,2,...,n}, consideram
punctele B; care au abscisa egald cu i gi ordonata egald cu produsul ordonatelor
punctelor de abscisd i ale configuratiei. Sd se determine valorile lui k pentru care

sunt posibile alegeri ale configuratiilor, astfel incat toate punctele Bi, Ba,..., By, sd
aibd ordonatele diferite.
Indicatie. Obtinem W = fi (i) fa (i) ...  fi(4) = gk (¢), pentru i €

Yp
{1,2,...,n}, unde fi: {1,2,...,n} = {1, 2}, fe (i) = 5ok, pentru t € {1,2,...,k}
si apoi aplicaim Propozitia 2.

Vom defini acum alte configuratii, in alte tipuri de retele de puncte, care conduc
la probleme de acelasi gen, a caror rezolvare o lasam pe seama cititorului:

Definitia 3. Pentru k,n € N, n > 3 si k > 2 consideram, in plan, semidreptele
di,da,...,d, de origine O si cercurile C (O, j), unde j € {1,2,...,2k}.

Fie reteaua formatd din punctele A;;, unde {A;;} = di N C(O,j),
i€{1,2,...,n}, j €{1,2,...,2k}. Spunem ci alegem o configuratie in retea, daci
pentru fiecare ¢ € {1,2,...,n} si fiecare ¢t € {1,2,...,k} selectim unul singur dintre
punctele A; 2:—1 i A; ¢, pe care il notdm cu B;+ si pentru orice p € {1,2,...,k},
p #t, existd m,j € {1,2,...,n} astfel incAt B, tBm, p # Bj, +Bj, p-

Problema 3. In conditiile din definitia , pentru i € {1,2,...,n}, consideram

PP =5 .
punctele B; astfel incat OB; = OBj, 1 + OB; 2+ ...+ OB, . Sa se determine
valorile lui k pentru care sunt posibile alegeri ale configuratiilor, astfel incat oricare
doua dintre punctele B1, Ba, ... By sd nu fie pe acelasi cerc de centru O.

Definitia 4. Pentru k,n € N, n > 3 si kK > 2 consideram dreptele necoplanare
di,da,...,d,, concurente In O si planele ay,aq,..., a2, care nu il contin pe O si
sunt paralele, astfel incat fiecare dintre drepte intersecteaza . si astfel incat

d(O,a1) = d(al,ag) =...= d(azk_l,azk)

Fie reteaua formatd din punctele A4;;, unde {A4;;} =d;Naj, i € {1,2,...,n},
j €{1,2,...,2k}. Spunem ci alegem o configuratie in retea, daci pentru fiecare
1€ {1,2,...,n}sifiecaret € {1,2,...,k} selectdm unul singur dintre punctele A; 2¢—1
si Ai 2, pe care il notdm cu B;: si pentru orice p € {1,2,...,k}, p # t, exista
m,j € {1,2,...,n} astfel incat dreptele B, B, ¢+ si Bm,pBj,p nu sunt paralele.

Problema 4. In conditiile din definitia , pentru i € {1,2,...,n}, consideram
S ey
punctele B; astfel incat OB; = OB; 1 + OB; 2 + ...+ OB; . Sa se determine

valorile lui k pentru care sunt posibile alegeri ale configuratiilor, astfel incat oricare
doua dintre punctele B1, Ba, ..., By sd nu fie intr-un plan paralel cu aq.

Cu acelasi tip de rationament ca in cazul Propozitiei 1, se poate demonstra:

11
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Propozitia 3. Se considerd n € N, n > 4 si mulfimile A, = {1,2,...,n} i
Fn=Af:An = {-1,0,1}}. Sunt adevdrate afirmatiile:

a) Pentru orice k € N, 2 < k < [%] sau k > 3" — [%], nu existd functiile
distincte f1, fa,..., fx € Fn, astfel incdat functia gr : An — R, g =
fi+ fo+ ...+ fr sa fie injectiva.

b) Pentru orice k € {[%] , [%] +1,...,3" — [%]} exista functiile distincte
fi, fo ...y fx € Fn, astfel incdat funclia g : An — R,
g = f1+ fo+ ...+ fi este injectiva.

Demonstratie. a) Exista 3" functii in multimea F,. Presupunem c& pentru 2 <
n
k< |:§:| exista functii g : An — R cu proprietatea din enunt.

Atunci, Vi € {1,2,...,n}, — [g] < -k <ge(i) k< [g] Asadar pentru orice

i€{1,2,...,n} g (i) ia maximum 2k + 1 < n valori, deci g nu poate fi injectiva,
contradictie.

Presupunem ca pentru k > 3" — %] exista functii g : An — R cu proprietatea
din enunt. Pentru orice i € {1,2,...,n} avem 3"~ ! functii cu f (i) = —1, 3"*

functii cu £ (i) = 0 si 3"~" functii cu f (i) = 1, deci functia g, : An — R, gsn =
fi+ fa+ ...+ fyn, este functia nula. Pentru ca eliminand din g,,, cel mult [%] -1
dintre functii, suma ramasa sa fie o functie injectiva, este necesar ca suma functiilor
eliminate sa fie injectiva, ceea ce este imposibil, conform primei parti a demonstratiei.
b) Pentru k = [%], o solutie este g[ﬂ] A, - R g[ﬂ] =fi+fot+...+ f[ﬂ]7
unde ’ ’ ’
-1, a<[3]—t+1

(

1
fi(a) = { 0, ac [[g] —t+2 2[3] —t+1] ,Vte {1,2,..., [g]}.

\ 1, a>2[g] —t+1
Observam ca in componenta unei functii 9[z] nu putem avea in acelasi timp functiile

2
nenule fi € Fy si —fr € Fn. Vom demonstra mai mult, si anume ca din orice solutie
9;,.1 : An — R a problemei, putem construi o solutie g : A, — R a problemei, cu
3
ke {[3]+1[3]+2....3" — [5]}
De fapt, oricum am alege o solutie g[n} : A, — R a problemei, printre functiile
5
fi, fa,. 0, f[n} din componenta acesteia nu putem avea doua functii opuse.
5
Intr-adevir, pentru n € {4,5}, ar rezulta ci g2 (i) = 0, Vi € Ay, fals, iar pentrun > 6,
aceasta ar implica faptul cd am avea o solutie UBEE A, — R a problemei, ceea
2
ce, conform punctului a), este fals. In plus, printre functiile f1, fa,..., f[ﬂ] nu exista
2

nici una dintre functiile g, ¢’, ¢” : An, — {=1,0,1},cu g(z)=-1, ¢ (z)=0, si
g" (x) =1, Vo € A, (altfel, ar rezulta ci, elimindnd-o, am avea o solutie si pentru
[%] — 1, fals).

12
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Pentru te {1,2, RN [%] - [%] }, alegem functiile

Tgrer ~fglee figlee gl o Jglee ~J(glee s An 2 R
distincte si diferite de fi, fa,..., f[ﬂ}, ultimele alese fiind g si ¢’ = g, atunci cind
2
t= %] - [g] Astfel, pentru ¢t = [37”] - [%]7 raman neselectate complementarele
functiilor f1, fa,..., f[ﬂ]
Functia B Ap = R,

9g)ez = 93]+ g+ (SFg1e) T o F fgpae + (glee) =913

este injectiva. Functia Im)rae A, — R, I[z]4aerr = 9]+ + g, estede

asemenea injectiva.

Lasam cititorului placerea de a gasi alte probleme cu retele de puncte, folosind
Propozitia 3.
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Asupra unei probleme a lui Gh. Buicliu
Cristi Niti

Abstract. This article propounds a new type of solution to a geometric con-
struction problem, belonging to Gheorghe Buicliu.

In Gazeta Matematici 4/1945, Gh. Buicliu propunea urmatoarea problema de
constructie geometrica:

Sa se demonstreze ca folosind numai rigla, se pot construi oricdte tangente la un
cerc dat, atunci cand cercul are doud tangente construite.

Problema e ”dificila” deoarece solicita o constructie geometricd mai complicata,
nepermitand folosirea compasului.

O cale de atac e sugerata de cel mai important element oferit in ipoteza: punctul
(punctele) de tangentd la cerc.

Pornind de la unul dintre aceste puncte de tangenta date si considerand inca un
punct oarecare de pe cerc (In care ne-am propus s construim o altd tangenta la cerc),
observam ca am avea nevoie de mediatoarea coardei ce unegte cele doua puncte de
tangenta.

Astfel, de o parte si de alta a mediatoarei, care se comporta ca axa de simetrie,
vor exista atat tangenta datd in ipoteza problemei cat si tangenta omoloaga (pe care
dorim s& o construim).

Dar constructia mijlocului unui segment (in cazul de fatd a unei coarde), desi
simpla cand utilizam rigla si compasul, devine complicata in cazul folosirii doar a
riglei negradate.

Fie C(O) si tangentele AB si AC' la cercul C(O) in punctele B si C.

Fie D (D € IntAABC), punctul in care vrem si construim tangenta la cerc.

Fie B’ intersectia dintre BO si C(O). Fie D’ intersectia dintre DO si C(O).

Atunci va rezulta BD||B’D’ (perechile de puncte (D, D') si (B, B') fiind diame-
tral opuse).

Fie E intersectia dintre AD si D'B’. Fie E’ intersectia dintre AB gi B'D’. Cum
BD||B'D’ = BD|EE' si deci BDEE' este trapez.

Fie M intersectia dintre BE si DE’. Fie N intersectia dintre AM si EE'.

Aplicind teorema lui Ceva in AAEE’, pentru cevienele AN, BE, DE’, cu
ANNBENDE' = M, obtinem

NE BE' DA _

NE' BA DE

AB_AiD@E’B-AD

BE' ~ ED AB - ED
14
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Aceasta implicd (tindnd cont de relatia precedentd)

locul laturii EE'.
De aici rezulta ca AN va fi mediana si in AABC.

EN . ..
N 1, deci N este mij-

Figura 1

Fie P intersectia dintre AN si BD. Atunci BP = PD. Trasam dreapta OP care
taie pe AB in T. Avem de aici POLBD si OT este mediatoarea segmentului BD
(vezi proprietatea razei care trece prin mijlocul unei coarde).

Prin constructie, ABOD si ABTD sunt isoscele (TO fiind mediatoare), iar
L.L.L.

ATBO"“Z" ATDO (TO = TO (lc.), TB = TD, BO = DO) = TBO = TDO =
90°, agadar T'D este tangenta la C(O) in D.

Fie D € ExtAABC, D € C(O). Trasam DC.

Trasam CO si notdm cu E intersectia dintre CO si C(O). Trasam DO si notdm
cu E’ intersectia dintre DO si C(O).

Va rezulta (ca si in cazul figurii 1) CD||EE’.

Not&m cu F intersectia dintre EE’ si AC.

In trapezul EFC (EF(= EE')||CD) notdm cu M intersectia diagonalelor FD si
EC. Notam cu N intersectia dintre ED si FC.

Cum am vazut in rezolvarea de la figura 1, NM va fi mediand in ANEF si
ANDC, de unde rezultda CP = PD (unde {P} = NM N CD,).

15
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Figura 2

Dreapta OP, care trece prin mijlocul P al segmentului C'D, va fi mediatoare.

Notam cu T intersectia dintre OP si CN. Punctul T aflandu-se pe mediatoare
vom avea CT =TD.

Astfel vom obtine ACTO ADTO (TO = TO (l.c.), CO = DO (= raza

cercului), CT = TD) = OCT = ODT = 90° astfel c& TD este tangenta in D la
C(O).

Remarca. Metoda de rezolvare pe care am expus-o mai sus scoate in evidenta
un aspect important.

Comparand enuntul si rezolvarea, observam ca din cele doua puncte de tangenta
oferite in ipoteza, ne-am folosit doar de unul, in ambele figuri expuse. In consecinta,
enuntul se poate reformula:

Sa se demonstreze ca folosind numai rigla, se pot construi oricdte tangente la un
cerc dat, atunci cand cercul are o tangentd construitd.

L.L.L.

In acest caz, in figura de pornire, vom avea dat un cerc (de centru cunoscut), un
singur punct de tangenta la cerc, si dreapta tangenta la cerc in punctul respectiv.

Daca in rezolvarea problemei originale ne-am folosit de punctul A dat, in pro-
blema reformulatd nu ne raméane decat sa alegem un punct oarecare de pe dreapta
tangenta la cerc.

Profesor, Liceul Tehnologic ”Constantin Brancusi”, Bucuresti
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Bernhard Riemann gi curbura riemanniana

Liviu Ornea

Abstract. This is a very informal account of Riemann’s ideas in geometry and
of their follow-up in relativity.

Bernhard Riemann s-a nascut la 17 septembrie 1826 si a murit la 20 iulie 1866.
A tradit, sadar, numai patruzeci de ani, nici acestia intregi. Dintre ei, matematica a
facut, cu larghete, douazeci: desi isi uimise inca din gcoala profesorii prin capacitatea
de calcul gi rationament, la nouasprezece ani a inceput sa studieze filologia si teologia;
abia dupa un an a acceptat tatal lui sa-1 lase sa studieze matematica.

Cu toate acestea, Riemann este, fara nicio indoiala, cel mai important matemati-
cian al epocii sale. Opera sa publicata ocupa abia un volum, dar contributiile sale au
fost decisive in mai multe domenii ale matematicii. Astazi este imposibil sa deschidem
o revista de matematica si sa nu intalnim, macar o data, numele lui. Vorbim despre
integrale Riemann (este motivul pentru care numele acesta ar trebui s& fie cunoscut
oricui a terminat un liceu), despre suprafete Riemann, despre spatii Riemann etc. Nu-
mele sau se leagd de domenii precum teoria masurii, geometria algebrica si complexa,
geometria diferentiala, teoria numerelor. In aceasti disciplina, de exemplu, a ramas
inca si azi nedemonstrata asa-numita ”ipoteza a lui Riemann” despre distributia zero-
urilor unei anumite functii, numita zeta. Acum cativa ani, fundatia Clay a oferit un
premiu de un milion de dolari pentru rezolvarea, pozitiva sau negativa, a ipotezei lui
Riemann. Premiul inca nu a fost decernat, dar problema polarizeaza interesul unui
numar enorm de matematicieni gi catre rezolvarea ei converg cercetari din cele mai
variate domenii.

In 1854, Riemann isi trecea abilitarea cu o lucrare despre ipotezele care stau la
baza geometriei. A fost actul de nagtere a ceea ce azi se numegte geometrie riemanni-
and (neeuclidiand). Ideea lui a fost surprinzitor de simpl3 si, in acelagi timp, socanta.
Dirichlet, care a asistat pa prezentare, povesteste ca, in afara de el si Gauss, profesorul
Riemann si cel care alesese subiectul, nimeni nu a inteles (dar trebuie spus cé, pe
atunci, la asemenea lectii asistau nu doar profesorii din specialitatea candidatului).

Proprietatile spatiului, spunea Riemann, nu sunt dictate decat de felul in care noi
convenim sa masuram lungimile. Iar acest mod de masurare revine la alegerea unui
anumit obiect matematic, numit metricd (o forma patraticd, pentru cunoscitori).
Impostant e cda modul de méasurare nu e unic. Nu poate fi nici complet aleator:
in postularea unui anume fel de a masura trebuie sa tinem seama de constrangeri
de natura fizica, de exemplu. Daca masuram folosind formula lui Euclid, obtinem
geometria euclidiand. Dar daca schimbam modul de masurare, si Riemann a explicat
care e modalitatea cea mai generald, obtinem alte geometrii, in particular pe cele
neeuclidiene, deja descoperite de Bolyai gi Lobacevski. Tot din masuratori ne putem
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da seama de curbura spatiului pe care-1 studiem. Astfel, curbura devine o proprietate
intrinseca a spatiului, gi nu una extrinseca, aga cum pare sa dicteze intuitia - in
general, ca sa spunem daca un obiect e curbat sau nu, ne uitam la el, il privim din
exterior. Acest lucru era cunoscut deja de Gauss, care demonstrase ca si curbura
definit# clasic, pe suprafete, e o proprietate intrinseci.! Riemann i-a preluat ideile
si le-a dus mult mai departe decat isi putuse imagina chiar Gauss. Articolul in
care Riemann si-a expus rezultatele contine foarte putine formule, totusi el da forma
precisa a ecuatiei cu care se calculeaza curbura in functie de coeficientii metricii. Ideile
lui Riemann nu au fost deplin intelese atunci cand au aparut, dar dupa vreo cincizeci
de ani, Minkowski, Poincaré si Einstein nu doar le-au inteles perfect, dar le-au si
aplicat in formularea teoriei relativitatii. Intr-adevir, Einstein definegte gravitatia
cu ajutorul curburii, legadnd astfel proprietétile geometrice ale spatiului (forma) de
cele fizice (materia). Formi egal materie egal, prin ecuatia lui Einstein, energie.
Egalitatile acestea au un sens matematic foarte precis, dar e bine sa ne ferim sa
speculam excesiv pe seama lor...

Asadar, Riemann care a introdus, in acelagi articol, si notiunea de wvarietate

n-dimensionald, adica spatiu cu n dimensiuni care seamana local cu spatiul euclidian,
a explicat si cd acelagi subiect (spatiu) poate suporta mai multe feluri de a masura.
Fiecaruia 1i va corespunde, in general, o alta curbura.
De exemplu, pe un disc plan care, masurat euclidian aga cum suntem obignuiti, are
curburd zero (doar e plat!), putem masura si cu metrica hiperbolicd a lui Poincaré si
obtinem o curbura constantd negativa... Iata deci ca forma nu mai corespunde intim
obiectului, ci felului in care masuram lungimile pe acel obiect.

Riemann ne-a invatat ce este curbura si cum o putem, teoretic, determina. Dar
cat de curbat e spatiul nostru, cel in care traim? E greu de spus. Nici macar nu
stim in cate dimensiuni traim. De la Einstein i Minkowski incoace, universul nostru
era imaginat ca o varietate cu 4 dimensiuni (spatiu-timp). Dar existd teorii noi - a
(super)corzilor, teorii M etc. - care utilizeaza varietiti cu mai multe dimensiuni - zece,
unsprezece... Pentru a cunoaste curbura universului ar trebui sa stim sa masuram
lungimi. Nicio problema la scard umana. Dar la scara infinitezimala sau cosmica?

Ceea ce fac acum matematicienii si fizicienii este sa incerce ca, din observatiile
ficute (in mod fatal limitate), din extrapolarea lor, si ghiceascad numé&rul de dimen-
siuni gi modalitatea buna de masurare.

atd definitia curburii gaussiene. S& ne imaginim o portiune mici de suprafati. in
fiecare punct al ei rificdim un segment perpendicular pe planul tangent in acel punct, de
lungime [, avand grija sa pastram aceeagi orientare pentru toate segmentele. Translatam apoi
toate aceste segmente in centrul unei sfere fixe de raza 1. Capetele lor maturd o portiune
din suprafata sferei. Masuram aria aceasta (prin integrare, pentru cd vom avea de-a face cu
o portiune de form& neregulatd) si o raportdm la aria portiunii de pe suprafati. Valoarea
rezultata va fi curbura totald a portiunii initiale de suprafata. E, intuitiv, clar ca o suprafata
va fi cu atat mai curbata cu cat vectorii normali translatati acopera o suprafata mai intinsa pe
sfera; altfel spus, cu cat vectorii normali in puncte apropiate impung in directii mai diferite.

18
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Sa dea modele de univers, adicd si gaseasca acele obiecte matematice potrivite des-
crierii lui. Mai trebuie sa spun ca nici un model propus pana acum nu e considerat
pe deplin satisfacator?

Profesor, Universitatea din Bucuresti,
Facultatea de Matematica si Informatica,
str. Academiei 14, Bucuresti

E-mail: lornea@ gta.math.unibuc.ro
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Aritmetica la casierie (II)

Vasile Pop

Abstract. This article is meant to pled for the beauty and the elegance of
arithmetic reasoning.
Prezentam solutiile celor doua probleme propuse in numarul anterior.

3. Fie a,b numere naturale relativ prime. Sd se arate ca cel mai mare numar
natural care nu poate fi scris sub forma a-x+b-y cux,y € N este N =ab—a —b.

Frobenius

Solutie. Deoarece a,b sunt relativ prime, exista xo,yo € Z astfel ca
axo +byo =1

iar solutia generald (in Z) a ecuatiei ax + by = d este = dxo — kb, y = dyo + ka, cu
kelZ.
Conditiile z > 0,y >0 x> —1, y > —1 devin:

7dy0+1 <k<da70—|-1’
a b

. o on o dyo+1 dzo+1
deci trebuie sa existe un numar intreg in intervalul | — Ty )
a

Lungimea acestui interval este
_dzo+1 n dyo+1 d(aro+byo) +a+b d+a+b
- b a ab - ab
Daca d > ab—a — b, atunci L > 1 gi in orice interval de lungime L exista numere
intregi.
Pentru d = ab — a — b, L = 1 iar capetele intervalului sunt numere intregi:

L

dxo + 1 (ab—a—b)zo+1 1 — axo
= =axo — %o+ ———
b b b
buo —
:amo,mﬁw — avo— w0ty € 2.
Observatie. Se poate arata ca dintre numerele 0,1,2,...,ab— a—b, jumatate pot

fi scrise ca o combinatie liniara cu coeficienti naturali gi jumatate nu, deci numarul
numerelor naturale care nu pot fi scrise sub forma ax + by cu a,b € N, este

ab—a—-b+1 (a—1)(b—-1)
2 B 2 '
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4. La curtea regelui Merlin urma sa se desfasoare un mare ospdt, pentru care
se cumpara din regatul vecin 1000 sticle de vin. Regele afld ca una din sticle a fost
inlocuitd cu o sticld ce continea o otravd extrem de puternicd (o singurd picdaturd este
mortald). Pentru cd nu mai este timp pentru procurarea altui vin, trebuie gasita sticla
cu otravd. Sfetnicul regelui il sfatuieste sd testeze vinul din sticle pe cei 10 hoti care
erau condamnati la moarte, dandu-le fiecaruia cdte un pahar de vin (amestecat din
unele sticle). Cum se poate gasi sticla cu otravd dacd pand la ospat mai sunt trei ore
$i otrava igi face efectul in trei ore?

Facem o etichetare a celor 1000 de sticle de vin cu numere naturale de la 1 la 1000
si inca o etichetare hi, ha, ..., hio a celor 10 hoti. Sa observam ca orice numar natural
de la 1 la 1000 admite o scriere in baza doi cu cel mult 10 cifre. La aceste numere,
daca intr-o astfel de scriere se folosesc mai putin de 10 cifre, vom face o completare
cu zerouri in fata pentru a avea 10 astfel de cifre. De exemplu, 1 = 0000000001 2);
2 = 00000000102y etc. Acestea le putem organiza sub forma unui tabel ca si mai jos.

Nr. sticla\hoti | h1 | ha | hs | ha | hs | he | h7 | hs | ho | hio
1 ojofojojo|lo0o|jo0j0]|0 1
2 ojofojojojLo0ojojfo0]1 0
3 ojofojojojLo0ojojfo0]1 1
4 ojofojojojojoj;1|0 0
999 1 1 1 1 1 010 1 1 1
1000 111110 1]0]0 0

In continuare, hotul k£ primegte sa bea vin din toate sticlele ce au 1 pe coloana k,
pentru fiecare k € 1,10. In acest mod, unii hoti vor muri iar altii vor trai. Asociem
0, daca hotul hy traieste
1, daca hotul hx moare, k € 1, 10.

Numarul sticlei otravite este dat de numarul aias ... a1 scris in baza 2.

fiecarui hot, cdte un numar ay = {

Conf. univ. dr., Universitatea Tehnica Cluj-Napoca
Str. C. Daicoviciu 15

400020, Cluj-Napoca, Romania

E-mail: vasile.pop@math.utcluj.ro
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Ecuatiile functionale ale unor morfisme de grupuri

Vasile Pop

Abstract. In this article we shall present a few classical functional equations
whose solutions are expressed through additive functions.

Legatura naturala intre ecuatii functionale si morfismele de grupuri este evidenta
chiar din definitia morfismelor. In aceastd lucrare grupul de baza este grupul aditiv
(R, +), iar endomorfismele lui sunt solutiile ecuatiei lui Cauchy f: R - R, f(z+y) =
f(z)+ f(y), Va,y € R, solutii care in domeniul functiilor se numesc functii aditive.

Ne propunem sa rezolvam cateva ecuatii functionale clasice ale caror solutii se
exprima cu ajutorul functiilor aditive.

1. Ecuatia functionald a morfismelor

Fie (G, *) si (H, o) doud grupuri (sau semigrupuri).
Definitia 1.1. Ecuatia functionald

[:G—=H, fxxy)=f(x)ofly), Vz,yed
se numeste ecuatia morfismelor de la (G, %) la (H, o), iar solutiile ei sunt morfismele
de la grupul (G, %) la grupul (H, o). Multimea solutiilor se noteazd Hom(G, H).
Observatia 1.2. Determinarea morfismelor intre doud grupuri revine la rezolvarea

unei ecuatii functionale.

Definitia 1.3. Ecuatia functionala

f*R=R, flz+y)=flx)+ fy), Yo,y eR
se numeste ecuatia lui Cauchy, iar solutiile ei se numesc functii aditive.

Observatia 1.4.

e Ecuatia lui Cauchy este ecuatia endomorfismelor grupului (R, +).

e Multimea functiilor aditive de la R la R este multimea morfismelor de la (R, +)
la R, +), adici Hom(R, R).

e O functie A : R — R este functie aditiva daca verifica relatia

Alx+y) = A(z) + Aly), Vz,yeR.

e Singurele functii aditive care in plus au una din proprietatile: continue
intr-un punct, continue pe R, monotone, marginite pe un interval, sunt functii liniare
f(z) = azx, z € R, unde a = f(1) este o constantd arbitrara.

e Functiile aditive discontinue (care nu sunt de forma f(z) = az, x € R) se
numesc functii Hamel si sunt functii cu proprietdti surprinzitoare (”patologice”):
imaginea gi preimaginea oricarui interval este o multime densa in R, iar graficul unei
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functii Hamel este multime densa in R x R.
Mai multe proprietati ale functiilor Hamel pot fi gésite in [1], [3], [5].

e Caracterizarea functiilor aditive discontinue este neelementara, necesitand cunos-
tinte despre spatii vectoriale, baze Hamel, spatii cat. Ecuatia lui Cauchy a fost pusa
ca problema deschisa in 1821, iar rezolvarea ei completa a fost datda in 1905 de G.
Hamel.

e O proprietate simpla si importanta a functiilor aditive este

Alg-2)=q - A(z), Vg€ Q, Yz € R (sunt Q — liniare).

2. Ecuatii functionale induse de izomorfisme

Fie (G, *) si (H,o) doud grupuri pentru care presupunem ci putem determina
multimea morfismelor Hom(G, H), adicd putem rezolva ecuatia functionald
f:G— H,

fl@*y)=f(z)o f(y), Vz,yeq.

Dacd (G1,®) si H1,®) sunt alte doud grupuri si dorim s& rezolvidm ecuatiile

functionale:

f:Gi—= H, f(zoy) = f(x)*f(y), Yo,y € G,

©gy), Yo,y € G,

x) © h(y), Yo,y € Gu,

in cazul in care grupurile (G1,®) si (G, *) sunt izomorfe, iar grupurile (H,o) si

(H1,®) sunt izomorfe, aceste ecuatii se rezolva simplu, folosind compuneri de mor-
fisme (substitutii de functii in ecuatiile functionale date).

Teorema 2.1. Daca (G,x), (H,o), (G1,®), (Hi,®) sunt patru grupuri §i
p1:G1 — G, g2 : H— Hp izomorfisme de grupuri, atunci:
a) orice morfism de la G1 la H este de forma

~

g:G—=H, glzxy) =g
h:Gi1— Hi, h(z®y)=h

—

Fy = foep,
b) orice morfism de la G la H este de forma
Fy =20,

¢) orice morfism de la G1 la Hy este de forma
Fs =20 fopr,
unde f: G — H este un morfism de la G la H.

Demonstratie. a) Deoarece compunerea a doud morfisme este un morfism, rezulta
cd, dacd f : G — H este un morfism (si 1 este un izomorfism), atunci Fi este
morfism. Dacd Fi : Gi — H este un morfism (si gofl este un izomorfism), atunci
f = Fi oy este un morfism. Analog se demonstreazs b) si c).

Observatia 2.2. Afirmatiile a), b), ¢) din Teorema 2.1 se pot formula astfel:
a') Hom(G1, H) = Hom(G, H) o ¢1,
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b') Hom(G, H1) = @2 o Hom(G, H),
¢') Hom(G1, H1) = @2 o Hom(G, H) o 1.

3. Ecuatii functionale de tip Cauchy

Consideram grupurile

G = (Ra+)7 G2 = ((0700)7')7

Gs = ((_1’ 1)?*)’ Ga= (R*v')’

G5 = (R\{-1}, 0) — grupul lui Pompeiu,
unde
r+vy
1+azy’
roy=zy+z+y, VYr,yecR\{-1}

TxY = vxvye(_lal)v
i izomorfismele intre ele
p1:R— (0700)7 ng(x) =e"
¢1':(0,00) = R, 7 '(z) =Inz

1
P2 (-1,1) = (0,00), gale) = T
-1 —1 r—1
: -1,1 =
P2 (0,00) - ( ’ )7 P2 (l’) T+ 1

w3 :R* 5> R\{-1}, p3(z) =z —1
p3 i R\{-1} =R, 3 (z) =z + 1.

Ne propunem sa rezolvam cateva ecuatii functionale reductibile la ecuatia lui
Cauchy, ecuatie de tip Cauchy:

FR=oR f(x+y)=f(z) fly) (ecuatia exponentiald) (1)
f:D—=R, f(x-y)=f(z)+ f(y) (ecuatia logaritmica), (2)

unde D = [0,00), D =R* sau D =R,
f:D—=R, f(z-y)=f(z)- f(y) (ecuatia multiplicativd), (3)

unde D = (0,00), D =R* sau D =R,
f:R—=(-1,1), f(z4y) = S@)+1) (ecuatia tangentei hiperbolice) (4)

1+ f(2) - f(y)
Fre1) R £ (EEL) = @)+ ) 9
(ecuatia arctangentei hiperbolice)

f:D =R, fay+z+y)=f(2) fy), (6)
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unde D = (—1,00) sau D = R\{—1}.
Folosind Teorema 2.1 obtinem solutiile ecuatiilor (1) — (6), exprimate cu ajutorul
functiilor aditive A : R — R (care verifica ecuatia A(z+y) = A(z)+A(y), Vz,y € R).

Teorema 3.1. O functie f: R — R verificd ecuatia (1) dacd si numai dacd existd o
functie aditiva A : R — R astfel ca

fl@)=e*™ VzeRsauf=0.
Demonstratie. Daca existd zo € R cu f(zo) = 0, atunci
f($0+y):f($0)f(y):0, VIEER, deCIfZO

Daci f(z) # 0, Vo € R, atunci f(2z) - (f(x))® > 0, Yo € R, deci f ia valori in
(0,00). Acum f: (R,4) — ((0,00), -) este morfism de grupuri. Folosind izomorfismul
w7! :(0,00) = R, obtinem ci o7 o : (R,4) — (R, +) este morfism, deci functie
aditivii. Din o] o f = A, rezulti f = @1 0 A.

Teorema 3.2. Solutiile ecuatiei (2) sunt:

a) f =0 daca D =R;

b) f(z) = A(Inz), daca D = (0, 0);

¢) f(z) = A(ln |z|), dacd D = R*.
Demonstratie. a) Avem f(z-0) = f(z) + f(0) = f(z) =0, z € R.

b) f este morfism de la ((0,00),-) la (R,+) si folosind izomorfismul
w1 : (R, +) — ((0,00), ), rezultd cd functia f o este functie aditivd. Din fop; = A
rezultd f = Aoy

¢) Din b) rezultd ca restrictia functiei f la (0,00) este f(z) = A(lnz).
In particular, f(1) = A(0) = 0, si pentru ¢ = y = —1 In (2) rezultd f(—1) = 0 si
apoi pentru y = —1 rezultd cd f(—=z) = f(z), z € R*, deci f este functie para si
prelungirea de pe (0,00) pe R* este unica

f(z) = A(ln|z|), = € R".

Teorema 3.3. Functia f : D — R este functie multiplicativa daca $i numai daca
ezistd o functie aditivi A : R — R astfel ca:

a) f =0 sau f(z) = e daci D = (0,0);

b) f =0 sau f =1, sau f(x) = sgnz, sau f(x) = |sgnz|, sau

f( ) eA(1n|:):|)7 z € R* f( ) sgna - eA(log|a:|)7 r € R*

x) = , sau f(x) =
0, r=0 O7 =0

daca D = R sau R*.

Demonstratie. a) f = 0 verificd ecuatia.
Daci f(x) # 0, Vz € (0,00), avem

f@) =1 (Vo vE) = (f (Va)’ >0,
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deci f: (0,00) — (0,00) este un endomorfism al grupului ((0, o), -).
Prin compunere cu 1 si @] ' rezultd ci functia gpl_l o f o 1 este functie aditiva,
A:R—=R.

Din g7 o fopr = Arezultd f = @10 Aoy

b) Pentru y = 1, rezultd f(z) = f(z) - f(1), Vo € R sau R* = f = 0, sau
f(1) = 1. Pentru f =0, din f((—=1)?) = (f(—1))? rezulti f(—1) € {-1,1}.

Daca f(—1) = —1, rezulta f(—xz) = —f(x), deci f este functie impara, iar pentru
f(=1) =1 rezultad f(—z) = f(x), deci f este functie para.
Deoarece pe (0, 00) functia a fost determinats, la a) de obtin determinérile din enunt
((f(z) = sgnz se obtine pentru A = 0).

Pentru urmatoarele teoreme lasam demonstratiile in seama cititorilor.

Teorema 3.4. Functiile f : R — (—1,1) care verificd ecuatia (4) sunt de forma
A(z)
e -1
f(z) = A@ 11’ z €R,
unde A : R — R este o functie aditiva.
Observatia 3.5. Daca notdm A(x) = 2A4:(z) obtinem
f(z) = th Ay (z),

unde functia tangenta hiperbolica este definita prin

e’ —e’”

th: R — (-1,1), tha = ——, z€R.
et +e*

Teorema 3.6. Functiile f : (—1,1) — R care verificd ecuatia (5) sunt de forma
1
f(x):A(lnm+ ) ze(~1,1),

unde A : R — R este functie aditiva.

Observatia 3.7. Solutiile ecuatiei (5) pot fi puse sub forma
f(z) = Aq(arcthz),
unde A1 : R — R este functie aditiva.

Teorema 3.8. Functiile f : D — R care verificd ecuatia (6) sunt de forma:

a) f =0 sau f(z) = eAEHD) 5 5 1 dacd D = (—1,00);

b) f =0 sau f(z) = AT oy f(2) = sgn(z + 1)eA 1D " dacd D = R*,
unde A : R — R este o functie aditiva.
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Tabara de matematica,
Baia Mare, 29.01.2011 - 02.02.2011

Gheorghe Maiorescu si Nicolae Musuroia

La a XIII-a editie a taberei judetene de matematica - sectiunea liceu, organizata
in acest an la Colegiul National ” Gheorghe Sincai”, au participat 125 de elevi.

Cursurile au fost sustinute de urmatorii profesori:

Bojor Florin, Boroica Gheorghe, Farcas Natalia, Heuberger Cristian, Heuberger Dana,
Musuroia Nicolae, Petrutiv Crina, Pop Adrian — Colegiul National ” Gheorghe Sincai”,
Boroica Gabriela, Covaciu Traian, Darolti Erika, Sfara Gheorghe, Zlamparet Ho-
ria — Colegiul National ” Vasile Lucaciu”, Friedrich Gabriela, Horge Daniel, Temian
Gavril — Colegiul Economic ”Nicolae Titulescu”, Longaver Ludovic — Liceul Teo-
retic ” Nemeth Laszlo”, Maiorescu Gheorghe, Podina Camelia — Liceul Teoretic ” Emil
Racovitd”, Rambu Gheorghe, Viad Vasile — matematicieni.

Prezentam in continuare subiectele testului final si lista premiantilor taberei de
la liceu.

Clasa a IX-a

1. Se considers ecuatia a-z?+b-z+c =0, cua, b, c € R* si ridicinile 21,22 € R.

a) Dati exemplu de a,b,c € Q" astfel incat z1,z2 € R\Q.

b) Dacd z1 € Q si z2 € R\Q, si se arate ca cel putin doud dintre numerele a, b, ¢
sunt irationale.

Florin Bojor, Argument 11,/2009

2. Se consideri ecuatia z*(1 — [z]) = 1 + {z}.
a) Si se arate ci ecuatia nu are solutii in intervalul [0, 1).
b) S& se rezolve ecuatia.

Gheorghe Gherasin, Argument 13/2011

3. Se considera triunghiul ABC' si D, E, F' punctele de intersectie ale cercului
inscris in triunghi cu laturile BC, AC, AB. Fie H;, Hz, H3 respectiv ortocentrele
triunghiurilor AEF, BDF si CDE.

a) S& se arate ca triunghiurile H1 H2H3 si DEF sunt congruente.
b) S& se arate cd AH1H2Hs si ADEF au acelasi centru de greutate daci si
numai dacd AABC este echilateral.

Dana Heuberger

Test selectat de: Prof. Dana Heuberger
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Clasa a X-a
1. Se considera numerele reale a, b, c.
a) Sa se arate ca:

A+ b+ —ab—be—ca= [(a—b)2+(b—c)2+(c—a)2].

N | =

b) S& se rezolve in R ecuatia
Vi@ + D@z +1) + /(e + 1)Ba + 1) + /B + (@ + 1) = 6z + 3.

2. Se considerd multimea D C [0, 27] si functia

2 sinx

f:D—=R, f(z)

- {sinz} = [sinz]’

unde [a] si {a} reprezintd partea intreagad, respectiv partea fractionara a lui a.
a) Sa se determine D, domeniul maxim de definitie al functiei f pe intervalul
[0, 27r].
9

b) S& se rezolve ecuatia f(z) = 3

3. Se considerda numerele naturale m,n,p cu m,n,p > 2, avand proprietatea

R/3n 4 /3P + {/3m = 9.
P

m n
a) S& se demonstreze cd —+ —+ — > 3.
n p m
b) Daca /3™ + /3P + {/3™ =9, demonstrati cd m =n = p.
Generalizare.

Test selectat de: Prof. Meda Bojor
Prof. Florin Bojor

Clasa a XI-a

-21 3
a) Sa se arate cd dacd Y € M3(C) si A-Y =Y - A, atunci existd numerele

1. Se considera matricea A = ( 3 O).

complexe u si v astfel incat Y = <Z 2)
b) S& se rezolve in M2(R) ecuatia X3 +2X? = A.
2. a) Si se arate cd dacd X,Y € M2(R) si ¢t € R, atunci
det(X +t-Y)=1t"-det(Y) +a-t+det(X), a €R.

b) Sa se arate ca dacd A, B,C € M2(R) sunt matrice care comutd doud céte
doud si det(A- B+ B-C+ C - A) =0, atunci

29



. bé//wmu/ 7 4

det(A>4+ B> +C*+a(A-B+B-C+C-A)>0,Vae[-2,72]
N. Muguroia, Argument 11, nr.1/2009

3. Se considerd sirul @ > 0 si sirul (z5)n>1, unde 1 > 0 si
1

a+Th+ T

Tnitl = Tp +

Tn

a) S& se arate ca sirul este divergent si sa se calculeze lim ——.
n—oo n

no1
b) Si se arate ci Z — > Tpt1 — 21, VR > 1.
k=1 Tk

Test selectat de: Prof. Gheorghe Boroica

Clasa a XII-a

L . (2 0y ., (0 O
1. Se considera matricele A = (7 2) si B= (7 O>'

a) S& se demonstreze ci existd A € R, astfel incat A- B=B-A=\- B;
b) Si se arate c& pentru orice n € N* are loc egalitatea A"1T! — 24" = 2™ . B;
c) S& se rezolve in M3 (Z) ecuatia matriceald X2 + 3X = 5A.
2n
2. Pentru fiecare n € N* se considerd functia f, : R = R, f(z) = 1

a) Sa se calculeze lim fi(z) si sd se determine ecuatia asimptotei spre oo la
T—+o00

graficul functiei fi;
b) Si se arate ci fhiq(x) = 2z - fu(z) + 22 - fi(x), Vo € R;
c) Sa se calculeze /(fn(x) + fu(—x))dz, z € R.
3. Fie N multimea elementelor neinversabile din Z,,, n > 2. Spunem ca Z,, are
proprietatea (P) daci Vz,y € N, x+7y € N.
a) S se arate ci Zg are proprietatea (P);
b) S& se studieze dacd Zi2 are proprietatea (P);

c) Sa se demonstreze ci dacd Z, are proprietatea (P) si dacd V,y € U(Zy),
Z+4+ 7 € N, atunci existd k € N* astfel incit n = 2*.

Dana Heuberger

Test selectat de: Prof. Cristian Heuberger
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Premiantii
Clasa a IX-a

Excelentd. Miclea Andrei (C. N.”Gheorghe Sincai”).

Premiul I. Stretea Roland (C. N.” Vasile Lucaciu”), Bud Cristian (C. N.” Gheorghe
Sincai”).

Premiul al II-lea. Nicolaescu Andrei (C. N.”Gheorghe Sincai”), Sintejudean Bog-
dan (C. N. ?Gheorghe Sincai”), Fodoru{ Ioan (C. N. ”Vasile Lucaciu”), Morar An-
drada (C. N. ”Gheorghe Sincai”).

Premiul al ITI-lea. Grigoras Adriana (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Ulici Ioana (C.
N. ?Gheorghe Sincai”), Ciurte Tudor (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Tomoiagd Daiana
(C. N. ”Gheorghe Sincai”), Vele Corina (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Avram Diana
(C. N. ”Gheorghe Sincai”), Suciu Alezandra (C. N. ”Gheorghe Sincai”).

Clasa a X-a

Excelenta. Bretan Paula Alice (C. N. ”Gheorghe Sincai”).
Premiul I. Ofrim Adriana (C. N. ”Gheorghe Sincai”).

Premiul al Il-lea. Lupdnescu Andrea (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Visovan Adrian
(C. N. ”"Gheorghe Sincai”), Trif Dan (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Sava Bianca (C. N.
”Gheorghe Sincai”).

Premiul al IIl-lea. Cosma Diana (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Topan Andra (C. N.
”Gheorghe Sincai”), Ignatyuk Florin (C. N. "Vasile Lucaciu”), Chiuzbdian Cristina
(C. N. ”Gheorghe Sincai”), Ciocotisan Iulia (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Bozintan
Iuliana (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Ulici Diana (C. N.”Gheorghe Sincai”), Lup Iulia
(C. N. ?Gheorghe Sincai”).

Clasa a XI-a

Excelenta. Suciu Viad (C. N. ”Vasile Lucaciu”).

Premiul I. Peica Alezandra (C. N. ”?Vasile Lucaciu”), Herman Paul (C. N. ”Vasile
Lucaciu”), Pasca Viad (C. N. ”Gheorghe Sincai”).

Premiul al II-lea. Dragos Hanna (C. N. ”?Gheorghe Sincai”), Vago Timea (C.
N. ”Gheorghe Sincai”), Feier Florin (C. N. ”Vasile Lucaciu”), Pop Sergiu (C. N.
”Gheorghe Sincai”), Zicher Norbert (C. N.” Gheorghe Sincai”).

Premiul al ITI-lea. Morar Andrei (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Buzild Bianca (C.
N. ?Vasile Lucaciu”), Sfara Anamaria (C. N. ”Vasile Lucaciu”), Grumaz Ciprian (C.
N. ?Vasile Lucaciu”), Ciurdas Vlad (C. N. ” Gheorghe Sincai”), Lupu Catrinel (C. N.
”Gheorghe Sincai”), Pop Adrian (C. N. ”Gheorghe Sincai”).
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Clasa a XII-a M1

Excelenta. Petrovan Marius (C. N. ”Gheorghe Sincai”).

Premiul I. Buda Bogdan (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Kando Eniké (C. N. ” Gheor-
ghe Sincai”), Mihalca Daniel (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Romocea Rozana (C. N.
”Gheorghe Sincai”), Iriciuc Iosif (C. N.”Gheorghe Sincai”).

Premiul al II-lea Muscan Ronela (C. N. ”?Vasile Lucaciu”), Iepan Cristian (C. N.
”Vasile Lucaciu”), Lupan Andreea (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Trif George (C. N.
”Gheorghe Sincai”), Pop M. Mihai (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Ungur Corina (C. N.
”Gheorghe Sincai”), Chis Diana (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Moldovan Miruna (C.
N. ”?Gheorghe Sincai”), Tirnovan Andrada (C. N.” Gheorghe Sincai”), Maris Claudiu
(C. N. ”Gheorghe Sincai”), Miholca Diana (C. N. ”Vasile Lucaciu”).

Premiul al IIl-lea. Moraru Alezandru (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Pop Andreea
Maria (C. N.”Vasile Lucaciu”), Pop V. Mihai (C. N.” Gheorghe Sincai”), Bil{ Bianca
(C. N. ”Gheorghe Sincai”), Finatan Viad (C. N. "Vasile Lucaciu”), Breban Andrei
(C. N. ”Gheorghe Sincai”), Jurje Paula (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Todoran Denisa
(C. N. ”"Gheorghe Sincai”), Pop Paul (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Pop Dacian (C. N.
”Gheorghe Sincai”), Dragomir Ramona (C. N. ”Vasile Lucaciu”), Jaszberenyi Andrea
(C. N. ”Gheorghe Sincai”), Bdlc Liliana (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Grigutd Paula
(C. N. ”Gheorghe Sincai”), Ilies Rozana (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Mugur Oana
(C. N. ”?Gheorghe Sincai”), Balko Andreea (C. N. ” Gheorghe Sincai”).

Profesor, Liceul Teoretic ”Emil Racovita” Baia Mare
Profesor, Colegiul National ”Gheorghe Sincai”, Baia Mare
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Concursul ” Argument”
al Colegiului National ”Gheorghe Sincai”
Editia a III-a

In 12 noiembrie 2011 a avut loc la Colegiul National ” Gheorghe Sincai” din Baia

Mare cea de-a treia editie a concursului interjudetean de matematica ” Argument”,
concomitent cu lansarea celui de-al treisprezecelea numar al revistei cu acelagi nume,
editat de membrii catedrei de matematica a liceului gazda. Concurentii au fost cei
mai buni elevi din clasele a V-a si a VI-a de la gcolile din Baia Mare si liceeni de la
colegiile nationale ” Alexandru Papiu Ilarian” din Targu Mureg, ” Andrei Mureganu”
din Dej, ”"Liviu Rebreanu” din Bistrita, ”Mihai Eminescu” din Satu Mare, ” Dragos
Voda” din Sighetu Marmatiei, ” Vasile Lucaciu” si ” Gheorghe Sincai” din Baia Mare.

cu:

dat.

Prezentam in continuare enunturile problemelor si lista premiantilor.
Clasa a V-a

Fiecare problema are un singur raspuns corect.

1. Numsarul 9% : 3% :9%2 +2%.5: 4 este egal cu:

a) 43 b) 23 c) 103 d) 32

2. Numirul [12815 575 12525 (215)7 4 25]2 este egal cu:

a) 1024 b) 1100  ¢) 1224  d) 20

3. Dacid 3-5" = (9-52°1) : (3. 5%%°Y) ) atunci numirul n este egal cu:
a) 10 b) 1024  ¢)3-5'° d) 100

4. Cel mai mare patrat perfect mai mic ca 500 este:

a) 520 b) 441  c¢) 484  d) 244

5. Daci n = abc — cba, atunci cea mai mic& valoare nenuld a lui n este:
a) 301 b) 99 c) 324 d) 100

6. Daca a+ b= 72, iar b+ ¢ = 990, atunci numarul 3-a+8-b+ 5 - c este egal

a) 30166 b) 60166 ¢) 6166 d) 5166

7. Se considera girul: n,n+1,n+2,..., 74999, unde n este un numar natural
Ultimele trei cifre ale sumei termenilor acestui sir sunt:

a)350  b)900  ¢)500  d) 250
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8. Daca restul impartirii numarului n la 2012 este 505, atunci restul impartirii
numarului n la 503 este:

a) 501 b) 502 c) 2 d) 22
La urmatoarele probleme se cer solutiile complete.

9. Consideram egalitatea: abc + de + f = 543, unde a,b, ¢, d, e, f sunt numere
consecutive in aceasta ordine.

a) Determinati a;
b) Pentru a = 4, calculati restul impartirii numarului abed la ef;
¢) Sa se verifice dacd numéarul ab” + @f este patrat perfect.
10. Notdm cu n(a;b) numarul de elemente z € N, pentru care a < z < b.
a) Calculati n(10;15);

b) Calculati S = n(1;2) + n(2;4) + n(3;6) + - - - + n(1006; 2012);
¢) Determinati « € N, daci n(z;1999) + n(z;2011) = 2012.

Testul a fost elaborat de:
Prof. Ella Ilie - Sc. ”Nicolae Iorga” Baia Mare
Prof. Nicolae Musuroia - C. N.”Gh. Sincai” Baia Mare

Clasa a VI-a

Fiecare problema are un singur raspuns corect.
1. Numrul 12,5 —5-1,4: 2 +5- 2% : 22 este egal cu:
a) 4,25 b) 29 c) 11 d) 23,5

2. Numarul

2
30,2

0\?3 2 483
t——=6-{= 2,(8)-127: (18 —=5,3(6) : — |} | : 30
14 = 59 (3) +2,(8) ( »3(6) 900)}
este egal cu:

a)18 b)) 1,8 )54 d) 1,6

3. Dacd 4" = (16 - 22°M) : (4-22°°Y) atunci numarul n este egal cu:
a) 6 b)4096 ¢)5  d) 12

4. Cel mai mare divizor comun al numerelor 144 si 324 este:

a)24  b)18 )36  d)48

5. Suma cifrelor celui mai mic multiplu comun al numerelor 45,135 si 360 este:

a)1080 b)8 )10  d)9

156
6. Numarul divizorilor din N ai numarului ——- % este:

2

a)3 b)9 ¢)1421  d)8
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7. Dack a 12 ¢ 48 tunci srul a+c
« Dacd o= — iar . = o, atunci numarul —
a) 3,25 b) 4,1 c) 3,90 d) 4,5

este egal cu:

8. Un pitrat are aria 36 m?. Un dreptunghi are lungimea 10 m si acelasi
perimetru cu al patratului. Atunci aria dreptunghiului este:

a) 0,2dm?  b)24m?  ¢)20m  d) 200000 cm?
La urmatoarele probleme se cer solutiile complete.
9. Pe un cerc de centru O se considera punctele Ag, A1, Az,..., A, In aceasta
ordine si astfel incat
m(<Ao0A1)=2°, m(<A10A2)=4°, m(<A20A3)=6°,... m(<1A,—10A,)=2n".

a) Calculati m(<4o0As) si m(<AsOAs);

b) Aflati n € N astfel incat <AoOA,, si fie unghi drept;

c) Aflati cel mai mic numar natural n de doud cifre astfel incat <AoOA,, si fie
ascutit.

10. Consideram cifrele nenule a si b.

Coei o . a00a -
a) Ardtati ca fractia o este reductibila;

b) Daca a si b indeplinesc conditia aa...a-3 = bb...b, ardtati cd printre nu-
N—— N——

2011 cifre 2011 cifre
merele n = 2a® 4 3b existd un unic patrat perfect.

Testul a fost elaborat de:
Prof. Ella Ilie - Sc. ”Nicolae Iorga” Baia Mare
Prof. Cristian Heuberger - C. N.”Gh. Sincai” Baia Mare

Clasa a IX-a

1. Se considers ecuatia 22 — 3z — 2 = 0 cu ridscinile z; > 0 §i 22 < 0.

a) Si se arate cd pentru orice n € N* numerele S, = z7 + x5 sunt numere
naturale impare.

b) S& se arate cd [z]] — n este un numéar par pentru orice n € N.

Maria Pop

2. Fie A C [1,2] o multime de 2011 numere.

Sa se arate ci existd doua multimi B si C astfel ca BUC = A, BNC = () si daci
notdm cu S(B) si S(C) sumele numerelor din B, respectiv C, atunci sunt verificate
inegalitatile:

@ < @ <1
503 ~ S(C) '
Vasile Pop
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3. Fie ABCD un patrulater convex si O intersectia diagonalelor AC si BD. O
dreapta variabila ce trece prin O taie segmentele AB i CD in M i N.
a) Si se arate ci existd o constantd k astfel ca

S(AOM) - S(DON) = k - S(BOM) - S(CON),

unde S(AOM) este aria triunghiului AOM.
b) In ce conditii k = 17

Vasile Pop
Clasa a X-a
1. Sa se determine functiile f : Z — Z cu proprietatea:
3f(f(x)) —8f(x) +4x =0, VzecZ
Vasile Pop
2. Se considera ecuatia a7 = a, cu necunoscuta x > 0 si parametrul a > 0.
a) S& se arate cd pentru a = 5 ecuatia are solutie.
b) S& se arate ci pentru a = 10 ecuatia nu are solutie.
¢) Sa se determine valorile lui a € (0,00) pentru care ecuatia are solutie.

Maria Pop

3. Fie A, B,C marimile unghiurilor unui triunghi. S& se demonstreze ine-
galitatile:
Asin A+ Bsin B+ CsinC

1
< -
“ (A+ B+ C)(sinA+sinB +sinC) < 2

1
3
Vasile Pop

Clasa a XI-a

1. Sa se determine numaérul numerelor care in baza 10 se scriu cu 15 cifre, toate
fiind 1 sau 2, astfel ca in numar sa avem trei secvente 12, doua secvente 21, cinci
secvente 11 si patru secvente 22. (Exemplu: 111122122211122).

Vasile Pop
2. Fie A € M3(C) o matrice fixatd. S& se arate cd ecuatia
AX - XA=A
are solutie X € M2 (C) daci si numai daci A% = 0.
Vasile Pop
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3. Fie a,b numere pozitive cu a < bsi f : (a,b) — (a,b) o functie bijectiva cu
proprietatea
f@)f Yx) =2, Yz € (a,b).
S& se arate cd f(z) =z, Vx € (a,b).
Vasile Pop

Clasa a XII-a

1. Fie f:[0,1] — [0,1] o functie continua.
a) Sa se arate ca dacd existd n > 2 astfel ca f™(z) = z, Vx € [0, 1], atunci

fi(x) ==, Vzel0,1].
b) Si se determine toate functiile continue pentru care f2(z) =z, Va € [0, 1].

Vasile Pop

2. Fie A o multime i "0” : AXA — A o lege de compozitie pe A cu proprietatile:
zo(zoy)=y,Va,y € A

zoy)oy=uz, Vx,y € A.

se arate ca legea este comutativa.

se dea exemplu de astfel de lege care este asociativa.

a se dea exemplu de astfel de lege care nu este asociativa.

Vasile Pop

3. Sa se decida daca exista functie f : R — R care admite primitiva F' : R — R
si care verifica una din relatiile:

a) f(F(z)) =22% Vz € R;

b) f(F(z)) =2z,Vz € R.

Vasile Pop

Premiantii concursului ” Argument”, editia a III-a

Premiul I de excelenta. Petrus Andrei, cls. a IX-a, C. N. ”Vasile Lucaciu”
Baia Mare; Bretan Paula Alice, cls. a X-a, ” Gheorghe Sincai” Baia Mare; Dicu Daria,
cls. a XI-a, C. N. ”Dragos Voda” Sighetu Marmatiei; Petrovan Marius, cls. a XII-a,
”Gheorghe Sincai” Baia Mare.

Premiul al II-lea. Bura Lucia, cls. a IX-a, C. N. ”Mihai Eminescu” Satu Mare;
Tiplea Tudor, cls. a X-a, C. N. "Dragos Voda” Sighetu Marmatiei; Feier Florin, cls.
a XI-a, C. N. ”Vasile Lucaciu” Baia Mare; Mihalca Daniel, cls. a XII-a, ” Gheorghe
Sincai” Baia Mare.
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Premiul al III-lea. Cerrahoglu Ali, cls. a IX-a, ”Gheorghe Sincai” Baia Mare;
Ratiu Kinga, cls. a IX-a, C. N. ”Mihai Eminescu” Satu Mare; Bora Cristina, cls. a
X-a, C. N.” Andrei Muregsanu” Dej; Berce Vasile, cls. a X-a, C. N. ”Mihai Eminescu”
Satu Mare; Blaga Zelia, cls. a XI-a, C. N. ” Andrei Mureganu” Dej.

Mentiune speciala. Muntean Sam, cls. a IX-a, C. N. Dragosg Voda” Sighetu
Marmatiei; Stretea Roland, Fodorut Ioan, cls. a IX-a, C. N. ”Vasile Lucaciu” Baia
Mare; Avram Diana, cls. a IX-a, C. N. ”Papiu Ilarian”, Targu Mures; Stanciu Alexan-
der, cls. aIX-a, C. N.”Mihai Eminescu” Satu Mare; Vele Corina, cls. a IX-a, ” Gheor-
ghe Sincai” Baia Mare, Ofrim Adriana, Lupanescu Andreea, cls. a X-a, ” Gheorghe
Sincai” Baia Mare; Cowvaci Rares, Tatar Mara, cls. a X-a, C. N. ”Papiu Ilarian”
Targu Mures; Tatar Antoniu, cls. a XI-a, C. N. ”Papiu Ilarian” Targu Mures; Puicar
Bogdan, cls. a XI-a, C. N. ”Bogdan Voda” Sighetu Marmatiei; Vago Timea, cls. a
XI-a, ”Gheorghe Sincai” Baia Mare; Balint Florin, Petrican Teodor, cls. a XII-a, C.
N. ”Andrei Mureganu” Dej; Lupan Andreea, cls. a XII-a, ”Gheorghe Sincai” Baia
Mare.

Mentiune. Bud Cristina, Miclea Andrei, Santejudean Bogdan, cls. a IX-a,
”Gheorghe Sincai” Baia Mare; Zicher Norbert, cls. a XI-a, ”Gheorghe Sincai” Baia
Mare; Tanko Noemi, Ignat Patricia, cls. a XI-a, C. N. ”Liviu Rebreanu” Bistrita;
Miholca Diana, clas. a XlI-a, C. N. ”Vasile Lucaciu” Baia Mare; Rusznak FErik,
Kando Eniké, cls. a XII-a, ”Gheorghe Sincai” Baia Mare.
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Concursul ”Gheorghe Sincai” pentru
micii matematicieni
26 aprilie 2012

1. Se considera numerele:
a=3+3x[60+24:(8—4:2)]:4;
b=1[202+3x (4x12—-36:2)] x (196:14 —4 x 7: 2),

iar ¢ verifica relatia 8 x [(270 — 17 x ¢) : 3+ 972 : 9] 4+ 64 : 4 = 920.
1) Aflati numerele a, b, c;
2) S& se arate cd rasturnatul numarului a + 2011 X b este numérul ¢ + 2012 X b.

2. Patru copii au fiecare o suma de bani. Daca primul ar avea cu 3 lei mai
putin, al doilea cu 3 lei mai mult, al treilea de trei ori mai putin, atunci toti patru ar
avea aceeagi suma de bani. $tiind ca al treilea si al patrulea copil au impreuna 40 de
lei, sa se afle:

1) Céti lei are al patrulea copil?
2) Ce sumi de bani au cei patru copii in total?

3. Intr-o sali de clasi sunt 20 de elevi. Primul elev scrie pe tabld numésrul 1,
al doilea scrie pe tabla numerele 2 si 3, al treilea scrie numerele 4, 5 si 6 gi asa mai
departe pana la ultimul elev.

1) Care este suma numerele scrise pe tabld de al patrulea elev?

2) Cate numere s-au inscris pe tabld in total?

3) S& se arate cd suma numerele scrise pe tabld este un numaér impar;

4) In pauza un elev gterge la intamplare 20 de numere din cele scrise pe tabla.
Sa se arate ca suma numerelor ramase pe tabla nu poate fi 18000.

Testul a fost elaborat de:
Prof. Cristian Heuberger - C. N. ”Gh. Sincai” Baia Mare
Prof. Florin Bojor - C. N. ”Gh. Sincai” Baia Mare
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Rezolvarea problemelor din numarul anterior

Clasa a IX-a
1. Sd se determine n € N*, care verificd ecuatia
2" +3" = 11n°.
Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu
Solutie. Daci n este numir par nenul, atunci 2™ + 3" este impar si 11 - n? este par,
deci ecuatia nu are solutie.

Numerele n = 1 si n = 3 nu verifica ecuatia, iar numarul n = 5 este solutie.
Pentrun =2k + 1, k € N, k > 3, ecuatia se scrie:

22" —n®) 493" P —nY) =0&
2[(2)2 — 2k + 1)) +9[3% ' — 2k + 1)*] = 0. (*)

Prin inductie matematics, rezults c& 2% > 2k + 1 si 327! > (2k + 1)%, Vk > 3, de
unde deducem ci ecuatia (*) nu are solutie. Asadar, S = {5}.

2. Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia
2*(1— o)) = 1+ {a}.
Gheorghe Gherasin, Sighetu Marmatiei

Solutie. Pentru = > 1 avem ci 0 > z?(1 — [z]) = 14 {2} > 1, contradictie.

12\/5} n[o,1) =0.

Pentru z € [0, 1] ecuatia devine 2® = 14+ 2 < x € {

Pentru z € [—1,0) ecuatia datd devine:

1
2$2:x+1®m€{—§;1}ﬁ[—1,0),

1
deci z = ~5 este solutie.

Dacd 2 < —1, atunci 2*(1 — [z]) > 2, in timp ce 1+ {z} < 2.
In concluzie, z = —3 este unica solutie.

3. Notam cu lg,lp,l. lungimile bisectoarelor interioare unui triunghi ABC,
notatiile v, R, p fiind cele uzuale.
Sa se arate ca:

9rn2
2 LR < D (P40 4 ),
R 4
Ludovic Longaver
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Solutie. Cu notatiile obignuite avem: h, <[, < m, si analoagele. Asadar,

45% 487 45?

124102 +12> B2 + b + h? > hahy + hahe + hohe = —— + —— 4+ ——
ab ac be
452 452 2 - p?
_ A b — op =
abe (@bt =R =g

si
P+ <mi4mi+m?= %(a2+b2+c2).
Avem egalitate in oricare din cele doua inegalitati, rezulta ca triunghiul ABC este
echilateral.
4. Fiea,b,ceR, a®> < b? +%, b2 <a?+ %, ® <b?+ a2
Sa se arate cd sistemul
( z°+y° +|zy| = a?
y? + 2% + [yz| = b
222 |2z =2
este compatibil.

Ludovic Longaver

Solutie. (|b] + |c[)? = b + ¢® + 2|bc| > a® + 2|bc| > a® = |b| + |c| > |a|, analog
laf + [c] > [bl, si |a] + [b] > |c|.

A

Conditiile de mai sus asigura existenta unui tri-
unghi ABC, avand laturile de lungimi |a, |b], |c|.
Triunghiul ABC este ascutitunghic, intrucat
b+ —a?
cosA = ———— > 0, analog cosB > 0,
2[b - [c]

[c] Ib|

lal

B C

Se cunoagte cd existd in interiorul triunghiului ABC' un punct 7' (punctul lui Tori-
celli) din care laturile se vid sub unghiuri de 120°. Notam cu |z|, |y|, |z, respectiv
lungimile segmentelor TB, TC, TA. Aplicam teorema cosinusului in triunghiurile
TBC, TCA, TAB:

((a®=a2"+y° +|z-yl

i W=y +22+ ly-z| , ceea ce ne aratd ci lungimile segmentelor T A, T'B,

E=2242 |z

TC sunt solutii pentru sistem, astfel sistemul este compatibil.
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5. Sa se determine

min{n € N/i

1
100 < vk < To}’
unde {x} reprezintd partea fractionard a numdrului real z.
Dorin Marghidanu, Corabia
Solutie. Fie /n =k + f, unde k = [\/7_1] e Ngi f= {\/ﬁ} € [0,1), sunt partea

intreagd si respectiv partea fractionara a numéarului v/n. Din conditiile problemei
avem:

1 1 1 1
— — ekt — <k k+ —
0 </ <1 Tkt kTS <kte
1 1
@k+m<ﬁ<k+m¢>
< k?40,02-k+40,0001 <n < k*+0,2-k+0,01. *)

Dupd cum se poate usor observa, inegalitatea (*) nu poate avea loc in N pentru
k=0,1,2,3,4.
Pentru k = 5, avem cu relatia (x):

25+0,1+0,0001 <n <25+4+140,01 < 25,1001 < n < 26,01,
deci n = 26, care este cel mai mic numar natural ce verifica conditiile enuntului.
6. Dacai 0 <ar <k, (V)ke€{1,2,...,n}, n € N*, sd se demonstreze cd:
ar-az-...-an+(1—a1)(2—az) ... - (n—an) <nl
Dorin Marghidanu, Corabia

Solutie. Avem in mod evident urmatoarea afirmatie:
Daca ax,br > 0, k € 1,n, atunci

(a1+b1)(a2+b2)-...-(an—l—bn) >a1-a2 ... apn +by-ba-... by (*)
(deoarece in dezvoltarea produsului din membrul sting s-au retinut doar primul si
ultimul termen). Egalitatea se obtine dacd n = 1 sau n oarecare si a; = 0 sau

b; = 0. Luand in (*) by = k — ax, pentru care in conditiile enuntului avem by > 0 si
ar + b, =k, Vk € 1,n, se obtine:

1-2-...-.n>a1-a2...-an+(1—a1)(2—az) ... (n—an),

adica inegalitatea din enunt. Egalitatea se obtine daca n = 1, sau n oarecare si ar = 0
sau ar = k.

7. Sa se demonstreze ca:

2n(n+1) 2n(n+1) 1

1
- <n< _—.
kz:; V2k +v2k+1 ; V2k -1+ V2k
Dorin Marghidanu, Corabia
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Solutie. Fie

2n(n+1) 2n(n+1)

1 . 1
=Y v Y PT X memvm
1 1 oo
Cum N RN s < N e T rezulta ca
A< B. (1)
Mai avem (prin rationalizarea numitorilor),
2n(n+1) 2n(n+1)
B+A= > (VE-V2k—1)+ Y (Vok+1-V2k)
k=1 k=1
2n(n+1)
= Y (Va+1-v2k-1)
k=1

(f—ﬁ)+(f—\/§)+---+(\/4n(n+1)+1—\/4n(n+1)—1)

=4/4nn+1)+1-1=4/2n+1)2 —-1=2n.

A+ B=2n. (2)

Din (1) si (2) avem, pe de o parte 2A < A+ B = 2n, adicd A < n, iar pe de alta
parte 2B > A+ B = 2n, adica B > n.

Deci

8. Daca z,y, z,t > 0, atunci:

1 1 1 1 T4y z+t>2
THy+az4+t) |-+ —+-+- z( + > 16.
erveeen(grprieg) 2 (T

D. M. Batinetu-Giurgiu

Solutie. Fie t +y =u, 2+t = v, zy = w?, 2t = w?. Atunci

1 1 1 1 U v

cu egalitate, daca x =y =2 =1t.
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9. Dacd a,b,m,n € R, atunci:
2 12
2ab < \/(ma—i—nb)(mb—l—na) < \/a +b ’
a+b~ m+n - 2
D. M. Batinetu-Giurgiu

2ab a+b fa® + b*
Solutie. Deoarece R <vab < 5 < 5 Ya,b > 0, vom demonstra ca

Jab < \/(ma+nb)(mb+na) < a+b
- m+n - 2
si atunci se obtin inegalitatile de demonstrat.
Prima inegalitate devine:

(m +n)Vab < \/(ma + nb)(mb + na) < (m + n)’ab
< m?ab+ n’ab+ mn(a® + b°) & mn(a —b)> >0,

ceea ce este evident. Avem egalitate, rezulta a = b.
A doua inegalitate se scrie:

2\/(ma + nb)(mb + na) < (a+b)(m + n) & 4(ma + nb)(mb + na)
< (a+b)*(m+n)’ e (a—0b)*(m-n)>>0,
ceea ce este evident. Avem egalitate, rezulta a = b sau m = n.
10. Sa se arate ca daca a > 0,b>0, n € N* gi
22+ /a2" +b" 2z 4+1>0, M)z eR,
atunci 2 +/a?* + 02 .z +1>0, V)r €R, (V)k € {0,1,...,n}.

Nicolae Musuroia

Solutie. Trebuie si aritdm ci Ay = a1 4 <0,Vk e {0,1,...,n}.

Din 22+ va2” +02" -+ 1> 0, Vz € R, rezultd cd A, = a®" +b*" —4<0. Atunci
" <a® +1¥" < 4, deci P < 2. Analog p2" ! <2.

Obtinem A, _1 = a2n71 + b2n71 < 4, deci 22+ a2 2 1 >0,Vz eR.
Din aproape in aproape obtinem A; < 0 si de aici Ag < 0.

11. Se considera triunghiul ABC, in care
{M2 1B? 102} 1
max —_—

bc ' ac ' ab

3 )

unde I reprezintd centrul cercului inscris.
Sa se arate ca triunghiul ABC' este echilateral.
Nicolae Musuroia
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Solutie. Notam cu T, S, L punctele de tangenta ale cercului inscris cu laturile AB,
BC respectiv AC.

Din AT = AL, BT = SBsi CS = CL, obtinem AT = AL=p—a, Bl =SB =
p—bCS=CL=p—c

IA2:AT2+r2:(p—a)2+<%) :(p_a)2+p(p—a)(p—b)(p—c)

=p‘“Lv<p—a>+<p—b><p—c>]=p;“bc.

p
Atunci
IA? IB* IC? 1
be ac ab '
IA®> 1 IB* 1 c? 1 ) IA? IB?* IC? p—a
Dar?_g, p _§§1 —bgg Ob‘gmem?—g— ab,dem =
p—b p—c

Rezulta a = b =c.
12. Sd se arate cd dacd a,b,c € (0,00) si a+ b+ c = abc, atunci:
(1 +a>)1+5)(1+ %) > 64.

Nicolae Musuroia

1 1 1
Solutie. Din a + b+ ¢ = abc rezulta e + — + — = 1. Atunci

ab

1+a2:a2( ) aQ(bC+—+—+1)
AR é(é *)]
() (e e
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Obtinem

(1+a*)(1+b*)(1+¢%) > 64% : \/% : \/% = 64

cu egalitate pentru a = b = ¢ = /3.

13. Se considerd triunghiul ABC' si punctele M,Q € (AB), N, P € (AC), astfel
et MB QA PA NC
m_Q—B_P—C_m_ke(O,l).
Fie {T} = MPNNQ si G centrul de greutate al triunghiului.
a) Sa se demonstreze ca G, T, A sunt coliniare.
b) Sa se demonstreze ca T € (AG).

¢) Sd se arate cd

B —k+1 3 2 2
AT+BT+CT>AG:1¥7¢XAB + AC?) — BC?.

Dana Heuberger
Solutie. a) T este punctul de intersectie al diagonalelor trapezului M NPQ, deci

punctele A, T si mijlocul A’ al segmentului [BC] sunt coliniare. Cum G € (AA’),
rezulta concluzia.

b) Nota T = i P— Obti
) oamﬁ—aglm_ﬁ. tinem

<7 XO+aXN XP+BXM

X7 = - - )

Tfa 1+ 7
—  XB+kxXA4 XA+ kX XA+ kXB
Avem\erP,XM:Jrik,ﬁ:ﬂ,@:*ik7
X0+ kXA 1+k L+k 1+k
XN = XCHEXA
1+k

Inlocuind in (1) rezults
1+ka k a _ 14kB B k
o XA+ 1+aﬁ+ 1+aﬁ_ 5 XA+ HB}@JF HBR. (2)
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Punand X = C in (2) si tinadnd cont de unicitatea coordonatelor in baza (C—A>7 C@L

deducem
1+ka 1+Kkp

l1+a 147
§i i 5
Tta 148" (4)

Punind X + B in (2) si tindnd cont de unicitatea coordonatelor in baza (ﬁ, B?),

deducem
a k
l14a 14+8° (5)

kQ

Din (4) si (5) rezultd 8 = — si inlocuind In (3) obtinem cd a = 8 = k. Din (1)
o

rezulta:

X7 = (1+k2))771+k)7§+k)78*

X
VX eP, e
(1—k+ k) XA+ k(XA +XB+XC)
= 5 . (6)
(1+k)
1—k+k
Punand X = G in (6), rezulta GT = (1_’_7—]:)2?4
Asadar GT = L5 K G4 GA, deci T € (4G
sadar = TaERE < GA, deci T € (AG).
_ k(AB + AC) (1+ k*)BA + kBC
¢) Din (6) deducem AT = _, BT = ,
(14 k)2 (1+k)?
C_1z7(1+k2)67i+kc_é _
N (14 k)2 3
—
A4 k- k)(AB+AC)  (1—k+ k%2447
it + BT+ ot = _ .
BT+ O A+ k)2 TEE
Asadar
2> —k+1) , ., kK —k+1
AT + BT T AA = 2(AB? + AC?) — BC=.
+BT+0T > = (1+k)2\/( +AC?) - BC
14. Fie a < b < c cifre nenule. Demonstrati ca
a n b c 2§Jr5a—&—2b—|—5c
b+c c+a a+b 2 8160

Cand are loc egalitatea?

Cristinel Mortici

47



e h@/ﬁ/mw/ / 4

Solutie. Avem

a n b n c :§+ k 7 (1)
b+c ct+a a+db 2 20b+c)(at+c)(a+b)
unde
k=2a® + 2b° + 2¢° — ab® — a®b — ac® — a®c — b — b3c.
Insa
b—a>1,¢c—b>1 g c—a>2, (2)
deci

a4+ —ab® —a’b=(a+b)(b—a)*>a+b
b4+ —b> —bc=(b+c)c—b)>>b+ec
E+a®—cd® —fa=(a+c)(c—a)® >4(a+c)

si prin adunare, k > 5a + 2b + 5c. In (1) obtinem
a b c 3 5a + 2b + 5c¢
b+c+c+a+a—|—b - Jr2(b—|—c)(a—|—c)(a—|—b)
5a + 2b + 5c¢
284 9)(7+9)(7 +8)
5a + 2b + 5c¢

+ 8160 ’

_l’_

2
> 3
-2
3
2
unde am folosit a < 7,6 <8, ¢ <9.
Egalitate are loc pentrua =7, b=38, c=9.
15. Fie m,n,p,q,r numere prime, astfel incdt
m*+nt +pt+¢" =1-3-5-...-(2r — 1) + 1555.
Demonstrati ca m=n=p=q=1r=>5.

Cristinel Mortici

Solutie. Nu sunt solutii pentru r = 2.

Pentru r > 3, 1-3...(2r — 1) se divide cu 5, deci m* + n* + p* 4 ¢* se divide cu
5.

z* di restul 0 sau 1 la impértirea cu 5, deci m,n, p, ¢ se divid cu 5.

Dar ele sunt prime, deci m =n =p = ¢ =5, apoi r = 5.

Clasa a X-a

1. Se considerd numerele compleze distincte z1, z2, z3, de acelagi modul, astfel
incat

2 2 2 2 2 2

2+ 25 23tz 2+ 2

2 2 2
zy z5 z5

eR.
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Sa se demonstreze ca triunghiul care are varfurile de afize z1,z2, 23 este drep-
tunghic sau isoscel.

Dana Heuberger

Solutie. Notam |z1| = |22| = |z3| = r. Fie M1, Ma, M3 respectiv imaginile numerelor
Z1,22,23.
2 2 2 2 2 2 2
25 + 23 25 + 23 2] + 25 + 23
2B cre 215 1= 275 R
21 2] 21
2 2 2 2 2 2
. 21+ 23 +23 21+ 2+ 23
Analog obtinem 5 , 5 e R.
23 23

1) Daci 27 + 23 + 23 # 0, atunci din
2 2 2 2 2 2
21 + 23 + 23 21+ 25 + 23

2 2
21 22

2 2 2
Zl+ZQ+Z3

2
23

deducem c# exact dous dintre numerele 27, 22, 22 coincid.
2

z
Dacs 27 = 22, obtinem zy = —z; si din ipotezs rezultd ci —; € R, deci exista
23
k € R* astfel incat z3 = k - 27. Trecénd la module, obtinem |k| = 1, deci k = =1,
apoi z2 = —z% §i 23 = =i - 21, iar triunghiul este dreptunghic.
Celelalte doua cazuri conduc la aceeasi concluzie.
2) Daci 2§ 4+ 25 + 22 =0, fie a = 2}, f = 23, v = 23.

atB+y=0 e :
Deoarece , triunghiul cu varfurile de afixe «, 3, este echilateral.

laf = |8] = |y
Agadar, pentru e € C\R o riadéacind de ordinul 3 a unitdtii, avem 8 = ¢ - « si

2
Zzzié‘ - 21
v=¢? . Obtinem 22 =¢- 2} = . 2} §1z§—52~zf7dec1{

232i5~21

2
Daca { 22 :i :1 , atunci triunghiul este echilateral, iar in celelalte cazuri
rezulta ca triu§g£1u1 eslte isoscel.
2. Se considerd a € R, k,n € N*, cu (n,k) =1 si ecuatia
{a"}a® —4{a"}x +6 = 0.

a) Sa se arate cd dacd raddcinile ecuatiei sunt numere intregi, atunci a € Q.
b) Sa se arate cd pentru n € N* ezistda o infinitate de valori ale lui a > 1, astfel
incat ecuatia
{a®"™2? —4{a"}x +6=0
sa atba radacinile intregi.

Dana Heuberger
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ez
Solutie. a) I. Daca , obtinem 6 = 0, fals.
a" e
v ez . , 3
I1. Daca , ecuatia are solutia © = ——— € Z, de unde deducem ca
a" &7 2{a"}

{a"} € Q, adicd a™ € Q. Atunci, deoarece existd p,q € Z astfel ca nqg + kp = 1,
obtinem ci a = (a™)? - (a¥)? € Q.
II1. Daci a® ¢ Z, atunci ecuatia este de gradul al doilea. Fie z1,z2 € Z rid&cinile

k

6
ecuatiei. Rezulti ziz2 = ——, deci {a*} = € Q, adica a” € Q gi apoi

{a*}’ T1T2
4{a™} 2x122 . . -
W = {a"} € N, deci {a"} € Q, adicd a™ € Q. Ca in cazul II,

a
deducem ca a € Q.

T+ x2 =

z? 4o ..
W727+6:0, adica x* —

=2""gi gy =327

b) Observdm ci pentru a =

2" 32 4+ 3.22"2 = 0, cu solutiile

1
5 ecuatia devine
x1
. . . on 1 ) . .
Apoi, pentru orice s € N* a5 = 2" -5+ 3 este o solutie a problemei, deoarece, folosind
1 1
binomul lui Newton, deducem c& {a2"'} = SontT si{a3} = o si obtinem ecuatia

de mai inainte, cu solutiile intregi.

3. Sa se determine girul (an)n>1 de numere naturale, astfel tncat (V)n € N*,

nn+1)(2n+1
al'aa1+a2'aa2+---+an-aan:w.

6
Dana Heuberger
Solutie. Avem a; - a,, = 1. Scazand din relatia din enunt pe cea pentru n — 1,
obtinem ci Vn > 2, an - aa, = n?, deci
* 2
VneN', an - aq, =n".
Demonstram ca, Vn € N*, a, = n.
Pentru n = 1, din a1 - as; = 1, deoarece numerele sunt naturale, rezulta ca

a1 = Qq; = 1.

Presupunem ca pentru k € N, k > 2, Vit =1,k — 1, a; = t.
Avem ag - Ga,, = k2.

Presupunem ca ar = s < k. Din ipoteza de inductie deducem ca aq, =as=s < k,
deci a, - aq, = s> < k?, fals.

R S
Presupunem ca ar = s > k. Deducem as = aq,, = — = — < — =k, deci
ark s k
2 2
k k wpind K> K2 E* K 2 fal
Qa;, * Qa,, = — " Qay = — Q2 = — — = — —_— = als.
k @k s s s 5 s s ERE 2 ’

Asadar ar = k, deci Vn € N*, a, = n.
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4. Sa se arate ca:

1 2 2 .
(arctg z)” + (arctg E) > % , (V)z eR™

D. M. Batinetu-Giurgiu

Solutie. Se stie c& f : R = R, f(z) = z° este convexd pe R si atunci, conform
inegalitatii Jensen, avem:

a+b

f(a)—f—f(b)zzf( ) VabeR. 1)

1
Deci luand a = arctgz, b = arctg p z € R, rezultd ca:

arctg x + arctg % ) 2
2

1
(arctg x)® + (arctg 5)2 >2 (
™
Deoarece arctg x + arctg% =3 Va € (0,00), rezultd cd (2) ne conduce la
Y 1\?2 ™2 T *
(arctgx)” + (arctg ;) >2 (Z) =3 V€ RY,

1
adica relatia enuntului. Egalitate avem atunci cand arctgx = arctg — < x = 1.
x

5. Sa se arate ca in orice triunghi au loc inegalitatile:

p—a p-b p—cT r Tp

notatiile fiind cele obignuite.

)

Gheorghe Rambu, matematician

T
Solutie. Functia tgx este convexa pe (07 5) si atunci, aplicand inegalitatea lui

Jensen, obtinem:

(3 re(2) (D) 2 (22 - (5) - -

<u(2) e (2) e (§) 2

w

Dar

tg(é) _\/<p—b)~<p—c> = —b—¢ _ S

2 p(p — a) p(p—a) p(p — a)
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si analoagele.
Inlocuind in (*), obtinem

S r 1 V3
Zp(p—a) 2\/g@z(p—a) Z\/g(l}z(p—a) S

3.9
Inegalitatea — > — este echivalenta cu:
r p

p°>3-5 V3ep'>2T plp—a)p-b)p—c) &

p’>2T(p—a)(p—b)(p—c) = (p—a+p—b+p—c)
>21p—a)p—-b)(p—c)eSp—at+p—-b+p—c
>3¢/(0—a)p—b)p—c)

care este adevarata, reprezentand inegalitatea mediilor de ordinul 3.
In concluzie rezulta

3

LN S S V3
p—a p—b p—-b" r

Se observa ca a fost intarita inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwartz, adica

-0y =

6. Se considerd multimea M = {1,2,3,...,n}, n € N*.
Sa se determine numdrul perechilor (A, B) care satisfac conditiile: AU B = M si
card(AN B) < 2.

Gheorghe Boroica

Solutie. Dacd n = 1, atunci ecuatia are 3 solutii si anume: (@, M); (M, 0); (M, M).
Dacd n > 2, atunci presupunand ci AN B are k elemente (k € 1,2), acestea se
pot alege in C* moduri. La fiecare din aceste posibilititi, orice alt element din M
(diferit de cele k alese) poate fi pus in A\B sau in B\ A in 2 moduri.
Asadar, existd CF - 2"7F posibilitiiti. Numirul cerut este
n(n

nn=1) 272 = 92" % (n® + 3n + 8).

2
205277.—1@ :2n+n.2n—l+ 5
k=0

7. Se considerd multimea M = {1,2,3,...,2n}, n € N*.
Sd se determine numdrul de perechi (A, B) stiind cd indeplinesc conditiile:
AUB =M gicard(AN B) este numar par.

Gheorghe Boroica

Solutie. Daca A N B are 2k elemente, k& € 0,n, atunci acestea se pot alege in
C2% moduri. Pentru fiecare element 2 din M, mai putin cele 2k alese, existd doud
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posibilitdti (zr € Asaux ¢ Bsauz € Bgiz € A).
Cu principiul produsului, deducem ca numarul cerut este

n _ n 1
an=y Coy 2" =4y Chn g =4" T,
k=0 k=0

Deoarece

2n 2n n
L4a)" + (1= =3 Cha* + 3 Chi(—a) =23 c3ha™,
k=0 k=0 k=0

1
punand x = 3 deducem ca

1 1 2n 1 2n 32n+1
TnZi[(“i) +(1-3) }:722%1’

deci

8. Sd se rezolve ecuatia:

— . 2_
1310g3 [4z—1] 9. 910g13(32x 16x+9) =7

Gheorghe Boroica

Solutie. Este necesar ca x # 1 Ecuatia se scrie:
1310,;9(4@71)2 _9. 910g13(321‘27161+9) -7
Cu notatiile a = logg (42 — 1)? si b = log,3(322% — 16z + 9), obtinem ca
13°—2.9"=7 (1)
si

(4z —1)> =9° .
, , =13 -2.9°=7. (2)
32z — 16 +9 =13
Din (1) si (2) obtinem c& 13* +2- 9% = 13* + 2. 9%, deci a = b, deoarece functia
f(z) =13" +2-9%, € R, este injectiva fiind strict crescétoare.
13\ ¢ 1\
Atunci relatia (2) devine: 13* =2-99+7 & <§) =2+ 7<§> & a = 2 este unica

solutie caci functiile din cei doi membri au monotonii stricte si diferite.
Asgadar, logg(4x — 1)* = 2 = log3[24z — 1) + 7] & (dz—1)? =81 & = €

5' 2 +. Soluti te S = 2'5
3 . dolutia este S = —%50
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9. a) Ezprimati (C,’f+1)2 — (CE=12, in functie de (CF)?, k € T,n, n € N*.
b) Sd se arate cd:

n+2 n+3

(Cn) n—1

1

(C)* +- + (Cn)* = C3fs = Coy () EN,
Tonel Tudor, Calugareni, Giurgiu

Solutie. a) Folosind formula de descompunere a combindrilor, obtinem succesiv:

(C§+1)2 - (0571)2 = (C§+1 - Cﬁfl)(Cﬁﬂ + Crliil)

—@roit—a (B e e
k—1
=C£n+:+1 Cﬁ_l _ n+]]:+1(cs)2ogk
:n+k+1(ck)2 n! kl(n —k)!
k (k=1 (n—k+1)! n!
=1 )
Deci 1
(Ch)? = (€7 = 2 (Ch)?, Vk=Tom.

b) Trebuie si ardtdm ci:

n+k+1 _ n+1 n
1+ZTL—]€+1 ) _02n+2_02n'

Folosind relatia gasita la punctul a), scriem succesiv:
n+k+1 3 k k—1
DO = LTS o MY
—1+ [o;&in (Co ) =(Crtl?] = [C3a = (C)]

=14+Corl —1-1-C3, +1=C3l, - C3,.

10. Sa se determine a,b € R, daca
a-b >5
{ 2v* 42 <6d
Nicolae Musuroia

Solutie. Avem succesiv:
64 > 27" 42" > 94/202 . 202 = 2/2a%+12 > 9\/22ab
> 2v/225 = 64.
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. . ~ . . .o . 2 2 .
Deci avem egalitate in inegalitatea mediilor. Prin urmare 2¢ = 2", deci a® = b%.

Cazul 1. a =b
a’>5

Sistemul devine:

-5, b = —/5.
Cazul 2. a = —b
Din ab > 5 rezultd —a? > 5, deci fals.

R , deci a®> = 5. Obtinem a1 = V5, b1 = V/5 i
24 <32

a2

11. a) Sd se construiascd o functie f : R — R, cu proprietatea cd ecuatia
f(x) =t are exact 2 solutii distincte in R, (V)t € R.
b) Sd se construiascd o functie g : C — C, cu proprietatea cd ecuafia g(x) = z
are exact 2 solutii distincte tn C, (V) z € C.

ITon Savu
(2]

Solutie. a) Functia f: R — R, f(z) = [7} + {x}, verifica cerinta.

[Re(z)

b) Functia g : C — C, g(x) = [ 5 } + {Re(x)} + i - Im(x) verifici cerinta.

12. Sa se rezolve sistemul:
( 2" +3"=3y+2
i 2 4 3Y =32 42
2% + 3% =3z + 2.
Nicolae Musuroia
Solutie. Daca z < y rezulta 2* + 3% < 2Y + 3Y, deci 3y + 2 < 3z + 2, adica y < z.
Atunci 2¥ +3Y < 2% + 3%, deci 32+ 2 < 3z + 2, adicd z < z. Obtinem z < y < z < z,

deciz =y = z.
Din prima ecuatie a sistemului rezulta:

2% + 3% =3z + 2. (1)

In (1), membrul stang reprezintd o functie strict convexd iar membrul drept o
functie liniard. Atunci ecuatia (1) are cel mult doud solutii.
Obtinemzr=y=2=0sic=y=2=1.

13. Se considerd numerele a,b,c € (1,2]. Sa se arate cd:
log,, (4b° — 5b + 2) + log, (4¢> — 5¢ + 2) + log,.(4a” — 5a + 2) > 9.
Cand are loc egalitate?

Gheorghe Boroica

Solutie. Pentru z € [1, 2] avem:
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23 <dr? -5z +2e 2 — 42 +5r -2 <0 & (z —1)*(z — 2) <0, adevirati.
Atunci log,, (4b*> — 5b 4+ 2) > log, b® = 3log, b si analoagele. Atunci

ineg. med.
S=> log,(4b* =56 +2) >3 log,b > 3-3=9.
cycl cycl

Avem egalitate, rezulta a = b =c = 2.

14. Fie n € N*. Sqd se rezolve ecuatia:

2_
\/3+2\/3+2\/...\/3+2me 5 5.

Florin Bojor

3
Solutie. Consideram functia f : [— 3 oo) — [0,00), f(z) = +/2x + 3, care este o
z2 -3
2
Atunci ecuatia devine (f ofo---0 f> () = f~'(z), care este echivalents cu
—_—

functie bijectiv si inversa sa este f~'(z) =

de n ori f

f" ™ (z) = x. Deoarece f e strict crescitoare, atunci
ffa)=ze f@x)=zeV2r+3=xsz=3.
15. Sa se determine functiile f,g : R* — R, care verifica simultan relatiile:
2® f3(x) — 3z f(x)g°(x) = cosx
g*(x) — 327 f*(2)g(z) = —sinz, (V)x € R".

Dorin Marghidanu, Corabia

Solutie. Daca Inmultim a doua ecuatie cu —% si apoi o adunam la prima ecuatie,
obtinem:

(z- f(z) +i~g(m))3 =cosz +isinx,
adica

a:-f(w)—!—i-g(x):cos# —&—zﬂs.in%7 ke€{0,1,2}.

Pentru z € R* avem urmatoarele trei perechi de solutii ale sistemului din enunt;:

( 1 + 2k
2) = = . cog LT
j / T 3 ke{0,1,2
{ () ) .’Z‘+2k7r b e{? b }‘
r) =8simn —-
L7 3
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Clasa a XI-a
12 1
1. Se considerd matricea A = <ln(1e+ 2?)  cos x) € M2(R).

an(z)  bn(x)

Notam A" (z) = <Cn(x) dn ()

), n € N*. Sa se calculeze
lim an(z) — dn(2) .
0 cn(z)
Ludovic Longaver

Solutie. Aratam ca limita de mai sus nu depinde de n.

In geberal, pentru o matrice oarecare M € My(R), M = <CCL Z) ¢ # 0, avem relatia

evidenta: M-M" = M™-M = M™"!, pentru orice n € N*. Notim acum (Z: 22)7
si aplicam relatia de mai sus. Obtinem sistemul:
a-an+b-chn=a-an+c-bp
{ a-bp+b-dy=b-an+d- b,

b-cp,=c-by an —dn a—d
= = )
(an — dn)b = (a — d)bn Cn c
L Can(z) —du(z) e — cosx
Avem de calculat limita: lim = lim

@0 cn(T) e—0 In(1+2?)
Ultima limita se poate calcula prin artificii de calcul:

. e’ — cosa . e$2—1+1—cosx
lim = lim
e—0 In(1+22)  =z—=o0 In(1 + x2)

. mx2—1+1—cosx a2 _(1+1).1_§
T 250 x2 x2 In(1 +22) 2 T2

2. a) Fien € N*. Sd se rezolve ecuatia:

2

b) Sa se studieze convergenta sirului (Tn)n>1, Tn # 0, Vn € N*, dat de relatia
de recurenta:

2 .
271 42272 4 9%Ts 4 9™ — 2 Y e N

n

Ludovic Longaver
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Solutie. a) Se observd cd x > 0. Functia definitd de membrul stdng al ecuatiei
este strict crescatoare, iar cea definitda de membrul drept este strict descrescatoare pe

1
(0,00), deci & = — este solutia unicd a ecuatiei.
n
b) Folosind inductia matematica, se demonstreazi c& xz, = —, Vn € N*.
n

1
Fie P(n) : , = —. Observdm cd P(1) este adevirata si presupunem P(k) adevarata
n
pentru orice numér natural k, & < n — 1. Demonstrdm cd si P(k) este adevarata.
Obtinem

ol't 1023 4 ... 4 otk—Dgty | okak _ 2 & (k—1)-24 287 = 37
Tk Tk

relatie care ne d&, pe baza punctului a), zx = % Expresia termenului general al

girului este x,, = —, n € N* care, este evident, converge la zero.
n

3. Sa se calculeze:
lim E — Cn.
n— oo n
k=1

Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu

Solutie. Calculam a, = Z —kC’TIf, n > 1, plecind de la derivarea membru cu
n
k=1
membru a identititii binomiale (1+2z)* =1+Cp -z +C2-2? +-- -+ C"-2™; n € N*,
z € R*. Deci n(1+2)""! =C} +2C2 -2+ ---+nC2 - 2" ", identitate pe care o
inmultim cu z # 0 si apoi o derivam din nou:

nx(l+ m)TL*l =Clz+2C%2% + -+ nC 2™,
Mai derivam inca o data si apoi inmultim cu x # 0:
nl+2)" ' +ne(n -1 +z)" 2 =C2+2°Clx+ - +n’Cha"™"
nl+z)" ?*A+z+nz—z)=Cr+2°Clz+---+n°Cllz"!
Cro+2°Coa” + - +nCra™ = nx(1 4+ na)(1 4 2)" 2.

1
Considerand = — # 0 in ultima egalitate, obtinem:
n

1 22 2 1 n—2
an:—Ci+—203+~~-+n—0:f:2(1+—) . Yn>1.
n n nm n
Deci limita ceruta este:

n -2
lim a, =2 lim <1+l) - lim (1—&—1) =2-e-1=2e.
n n

n— o0 n—o0 n—oo
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4. Daca f : [a,b] = R este o functie deriabild cu proprietatea cd f(a) =0, sd
se demonstreze cd existd ¢ € (a,b) astfel incdt:
fle)= (=) f' (o).
Dorin Marghidanu, Corabia

Solutie. Consideram functia g : [a,b] = R, g(z) = (b — z) - f(z), care este de
asemenea derivabild si, in plus, g(a) = g(b) = 0.
Cu teorema lui Rolle deducem c# existd ¢ € (a,b), astfel incat ¢’(c) = 0. Cum
g (x) = —f(z) + (b—z) - f'(z), rezultd ci
—f)+b—c) f(c)=0.

5. Fie functia f : R — R astfel incdt:
a) f este o functie derivabild pe R;
b) derivata sa f' este o functie periodicd pe R.
Sa se demonstreze ca exista doud functlii ¢, : R — R cu proprietatile:
1) ¢ este functie periodica pe R;
2) 1 este functie liniard pe R,
astfel incat f = @ + 1.

Dorin Marghidanu, Corabia

Solutie. Cum f’ este periodicd, 37T > 0 astfel incat f'(z+T) = f'(x). Deci f(z+T)
i f(x) difera printr-o constantid k € R, adici

fle+T)—f(z) =k (1)
Fie functia ¢ : R — R,
k
olw) = f(z) ~ ma. 2)
Atunci,
2 k k

o+ T) —o@) 2 f@+T) = 2 (@+T) = f@) + g0

—fa+T)— f@) -k LE k=0,

deci ¢ este periodica de perioada 7.

k
Cu alegerea 9 (z) = T evident functie liniard, cu relatia (2) avem

F(@) = pl@) + X = pa) + (),

care raspunde cerintelor enuntului.
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6. Dacd a,b > 0, m,n € N\{0,1}, sd se gdseascd cel mai mare A\ € R, pentru

Va+ Vo> "\ ab.

Dorin Marghidanu, Corabia

care

Solutie. Prin ridicare la putearea m + mn, inegalitatea este echivalenta cu
i 1+n
(a4 ¥B) "> ab.
14+n

Consideram f: Ry — R, f(z) = (a: + %) —A-z-b, z>0. Avem,

F@)=0+n)(z+ V)" -

n—1

Cum f"(z) =(1+mn)-n (x + %) > 0, rezultd f’ crescitoare pe Ry. Deci

F@)>f0)=0+n)b—Xb=(1+n—\b.

Pentru A < 1+ n, avem f'(z) > 0, Va > 0, deci f crescitoare pe Ry ; in consecinta

fa) > FO = (¥5) " > 0.

Din aceasta ultima relatie rezulta si conditia de egalitate b = 0, si apoi din inegalitatea
initiala a = 0.

Constanta A € R, A = 1 + n este cea mai buna posibila pentru inegalitatea din
enunt.

7. Se considerd (zn)n>1 dat prin conditiile:
24

vi= % s Swnp =13v, +12¢/2% +4, (Vne N

x
o . . L . n\ "
Sa se determine termenul general al sirului si sd se calculeze lim | — .
n—oo

Gheorghe Boroica

1
Solutie. Avem z1 =5 — 5
1
22 = 3 (1301 +12/o7 +4)
1 1
= - (132 112 =
5(3 ; W)
1 /312 1 624 2 1
(222 412 = = - =
(5 +120+5)) =% =5 - 5
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1

Presupunand ci xj, = 5° — B (k € N*) avem c&
1

Tht1 = £ (13xk +124/23 + 4)

1 L1 . 1))
=-(1 — =)+ =
s(3(F - 5) (P
1 A PR

. 1

dec1xn:5"—5—n,VnEN*

Atunci

2 2 _ _52n 7%
. Tn\Tn . 1 Tn 0o 7. ( 1 ) 5 1 1
1 — =1 11— — 171 1— — = ==
i (52)F = (1= g5) " (- 5 =g

8. Se considerd sirul (an)n>o0 dat prin conditiile ap = 2 i ant1 = /37 —3 + an,
(V)n € N*, unde p > 3 este un numdr natural fizat.

Sa se arate ca girul este convergent gi sa se calculeze lim a,.
n—oo

Gheorghe Boroica

Solutie. Avem ci ap = 2, a1 = 3P —3+ap = {37 —1 € (2;3). Prin inductie
matematica

an €[2,3), VneN" (1)
Deoarece relatia ap < a1 & 2 < /3P — 1 < 2P + 1 < 3P este adevarata pentru p > 3,
presupunand acum ca ai < ax+1 (k € N), avem:

a1 < apyo € /37 =3+ ar < {/37 — 3+ arp1 € ar < ar41 este adevirata.

Agadar, sirul este strict monoton si mérginit conform (1), deci el este convergent.

Fie | = lim an, € [2,3]. Trecind la limitd in relatia de recurentd gisim ci
n—oo
=33 —-3+1 he P =3?-3+1 <1 € {1;3} deoarece membrul stang este o functie

convexi pe [0, 00), iar membrul drept este o functie liniard. Convine doar [ = 3.

NN RV R ()
9. Dacd f : N* — N* este o functie injectivd, sd se calculeze lim ) =

Gheorghe Boroica

— f2(k) fAn+1)
Solutie. Daca a, = - d Ant1 — A = — = > 0, deci girul
olutie. Daci a kgl 5 Avem C dny1 —a 1) , deci giru
(an)n>1 este strict crescitor gi atunci existd
lim an, 2 1eR. (1)

n—oo
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Cum
_ P+l | fP(n+2) f2(2n)
a2n — Qn = (TL+1)3 (TL+2)3 + -+ (2TL)3
S L)+ P 42) + o+ f2(2n) Tin
= (2n)3 -
< P+2°+.- 40> (n+1)@2n+1) _n-2n 1
= 8n3 o 8n? > 8n2 4’

1
avem Ca asn — n > T Vn € N*.

Presupunénd c4 sirul (an),>1 ar fi marginit superior, deci convergent (sirul este strict

—_

crescator), trecand la limitd in relatia anterioard, gdsim cd 0 > —, contradictie.

i~

Agadar, utilizdnd (1), deducem c& lim a, = +oo.

n—r oo

10. Se considerd sirul (Tn)nen=, definit prin x1 € R gi

1+ 21 T2 xs3 T

1 14+ 2o xs3 Tn

T x 1+ T

Tnir = 1 2 + T3 n
1 T2 T3 . 14z,

Sa se calculeze lim x,. Discutie dupd x1 € R.
n—oo

Meda si Florin Bojor

Solutie. Calculand determinantul obtinem
Tpt1=1+21+22+---+TH, VneN.
Deci Znt1 = 2Tn, Vn > 2, adicd z, = 2" 120 = 2" (1 + 21), Vn € N* si prin
urmare,
( —oo, w1 <-1
lim zn—i 0, r1 = —1
n— oo
+o0, x> -1
11. Se considerd girul (xn)nen care verificd relatia (3)a € (0,1) si b > 0 astfel

incat tny1 < axn +a”db, (V)n € N.

1) Sd se calculeze lim .
n—oo

i1) Sa se demonstreze cd sirul (Yn)nen, definit prin yp, = xo+ 1+ T2+ + Tn,
(V)n € N este convergent.

Florin Bojor
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Solutie. 1) Inlocuind in inegalitatea de mai sus n = 1,2,...,n, inmultind convenabil
si adunand relatiile obtinute, avem
0<z, <a"zo+na"b, VmnmN. (1)

Trecand la limita, vom obtine ca lim = 0.
n—oo

i) Deoarece Yn4+1—Yn = Tnt+1 > 0, Vn € N, vom deduce c4 sirul y,, este cresctor.
Folosind relatia (1) vom obtine

yn:l’oi:wk §$0+$02n:ai+bzn:ia'
=1

i=1 i=1
— "t a—na + (n—1)a" _ xo+alb—x0)

=x +Jca +b
T T, (1—a)? = (1-a2

deci sirul (yn)nen este marginit superior, deci convergent.

121
12. Fiep € N*, 1 > 0 §t Tpy1 = EZ %ln(l + kzn), (V)n € N*. Sd se
k=1

calculeze lim nx,.
n—r o0

Generalizarea problemei C.649, G.M. 11-12/1986
D. M. Batinetu-Giurgiu, Nicolae Musuroia

Solutie. Se arata prin inductie ca
zn >0, VneN". (1)

Argtdm ci girul (z,)n este descrescétor.
1 1
PTnt1—pTn=1n(l+z,) + 3 In(1+2z,)+---+ v In(1+ pzyn) — prn = f(zn) (2)
unde f:[0,00) = R,

1 1
f(:r)zln(l—o—:r)—ki 1n(1—|—290)—|—~~-—|—;7 In(1 + pz) — px.

1 1
Avem f'(z) = 1+x+1+2x+...+1+px—p§if”(m)<0,Vx>O.
T 0 00
f'@) |/ il il s
'@ | /710 [ =[N |[—
fle)y |/ |0 N

Deci f(z) < 0, V& > 0. Cum z, > 0, deducem cd f(z,) < 0, n € N*. Prin
urmare, girul (z,), este strict descrescitor.
Din (1) si (2) rezultd ca existd lim x, =1 > 0. Ardtdm ca l = 0.

n—oo
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1 1 1
Fie g : [0,00) = R, g(z) = f[ln(1+m)+§1n(1+2x)+~-+ fln(1+px)}
p p

Atunci

’(x)—1<1+ Lot 1)
g T p\l4z 1422 1+pz/)’

1
1 2
{ . +...+Ll

1 1

@)= | Trer T Tt o0e 1+ po)?
x 0 00
@ |7 ==
Jg@) |/ 1 -]\ ]-=]0
gz) |/ /|0 N

Din Zn4+1 = g(zn), g continud, trecand la limita, obtinem ca I = g(I). Din tabelul
de mai sus, obtinem [ = 0. Atunci

. . n s—c 5. n+1l—n
lim nz, = lim - = lim —_—
n— oo n—oo — n—oo —_—
Tn Tn+41 ZTn

. TnTn+1 . ITnd\Tn

= lim = lim ( )

n—+o00 Ty — Tn+1 n—oo Tp — g(l‘n)

zg(0) 3§ ..  g(x)+xg(x)

= lim 9\ 98
b0 T — g(x) an0 11— g'(x)

B iy 29 @) +ag"(z) _ 20'(0) 4

a0 —g"(z)  —g"(0) p+1°

Observatie. Pentru p = 1, obtinem problema C : 649, G. M. 11-12/1986, autor
M. Bencze.

13. Se considerd sirul (zn)n>1 care satisface relatia de recurentd Tn41 = axn +

Vbx? — 2, unde x1,a,b € N*.

a) Demonstrafi cd dacd a =2, b=3 ¢i x1 = 1, atunci z, € N*, (V)n € N*.

b) Demonstrafi c@ mulfimea A = {(a,b) € N* x N*/(3)n € N*, astfel incdt
xzn € N*, (V) z1 € N*} este infinitd.

Cristian Heuberger
Solutie. a) Asadar zn1 = 22, + V 322 — 2 si 21 = 1, rezultand o = 3.

Prin inductie imediatd avem x,, > 1 si mai departe Tn+1 > 2x,, Vn € N*.
Prin ridicarea la p#trat a egalititii x,11 — 22, = V322 — 2 obtinem

2 2
Tpi1 — 4Tn - Tl + x5, = —2.

Deducem
2 2
Tpto — 4Tnt1 Ttz + Tppy = —2.
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Efectuand diferenta ultimelor egalitati rezulta:
2 2
Tpya —4Tni1 - Tny2 +42n - Tny1 — 2, =0

si de aici (Tnt2 — Tn)(Tnt2 + Tn — 4Tny1) = 0.
Cum Zyp42—2xyn > 0, rezultd Tp42+xn, —42n4+1 = 0, sau altfel x40 = 4xpr1—Tn,
Vn € N*. Avand z1 = 1 ¢i 2 = 3, prin inductie se obtine ugor ca z, € N*, Vn € N*.
b) Consideram a € N*, a > 2. Pentru fiecare astfel de a vom considera b =
a?, relatia de rexurentd devenind x,41 = az, + Va2z2 — 2 si de aici z2 = azri +
y/a?z? —2. Se demonstreazd prin calcul direct cd, pentru orice 1 € N*, are loc

ary — 1 < /a?x? — 2 < ax1, rezultand ca /a?x? — 2 nu poate fi numir natural si

de aici x2 ¢ N*. Evident, numarul perechilor (a,a?) cu a > 2 este infinit.

14. Pentru permutarea o € Sy, notam cu k cel mai mic exponent din N* astfel
incdt o® = e si considerdm functia fr : {1,2,...,n} =N,

fo(i) = o(i) + 0%(i) + - - - + 0" (4).

a) Sa se determine o € S3, astfel incdt functia fo este constantd.
b) Sd se determine o € S4, astfel incdt funciia fo este constantd.

Dana Heuberger

Solutie. a) Solutiile sunt transpozitia (13) si ciclurile de lungime 3.

b) Orice permutare se descompune Intr-un produs de cicluri si transpozitii dis-
juncte, care comuta si ordinul sau este cel mai mic multiplu comun al ordinelor
ciclurilor si transpozitiilor componente. Fie o € S4. Sa observam ca permutarea
identica nu este solutie.

(I) Daca o = (ij) este o transpozitie, atunci ord(c) = 2.
Pentru m1,mse € {1,2,3,4}\{, 7}, fo(m1) = 2m1 si fo(m2) = 2m2, deci functia f,
nu este constanta.

(II) Daci o este un ciclu de lungime 3, atunci ord(c) = 3 si o nu este solutie.
Intr-adeviir, dacit i = 1 este punct fix pentru o, atunci fo(1) = 3sipentruj € {2,3,4}
avem fo(j) =2+3+4=9#3.

Se rationeaza la fel in celelalte cazuri.

(III) Dacd o = (ij)(kl), cu {i,J,k, 1} = {1,2,3,4}, atunci ord(c) = 2. Daci
m € {4,j}, atunci fo(m) =i+ j, iar dacd m € {k, [}, atunci f,(m) = k + . Asadar
fo e constantd < i+ j =k + 1< o = (14)(23).

(IV) Daci o este un ciclu de lungime 4, atunci ord(c) = 4 si Vi € {1,2, 3,4},
fo(i) =1+ 24344 =10, asadar f, este constanti.

In concluzie, solutiile sunt o = (14)(23) si ciclurile de lungime 4.
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15. Fie matricea

1 5 -3 7
0 —4 4 —6
-9 —-13 11 -8
10 14 =10 9

Calculati log, S, unde S este suma elementelor matricei A>°,

A=

Cristian Mortici

X Y
zZ T

gk:{(‘z cbz) la+c=k, b+d:k}.

G1 este inchis la operatia de inmultire.

Solutie. Avem A = ( ), unde X,Y, Z, T € Gy,

98 122 —86 64
42— <YZ + X2 TY +XY) _ [ -9 -120 88  —62
TZ+XZ YZ+T? —188 —248 176 —145
190 250 —174 147
YZ + X?, etc. sunt in Go. Avem S(A?%) =8-2. Apoi S(A4%) =8 x 22, etc
S(A201) = 8 x 22910 deci log, S = 2013.

Clasa a XII-a

n n+k
1. Se considerd a > 0 un numar fizat si sirul (bn)p>1 Z T)
> 2 n
n € N.
Sa se arate ca lim b, =1n2.
n—oo

Gheorghe Boroica
Solutie. Avem:

- n—!—k ’I'L+k not
by, = = Tn.
kz_;(n+k Z (n+ k) ntk "

Pe de altd parte, pentru n suficient de mare (de exempl n > ¥a) avem ci

S T R R
" Le(nthk)ta” s (nth)+n+kh)?  nthtl
SR SIS I S S

T n+2 n+3 2n  2n+1 " 2n+1 n+1°
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Asadar,
1 1

xn+2n+1 n+1

<bp <wp, VR EN, n> a. (1)

Cum
n

1
limxn:limlg 1k: 1 dr =1In2,
n—oo n—oo N 1+; 0 QZ+1

k=1

folosind (1) si teorema clegtelui, deducem c& lim b, =In2.
n—oo

2. Fie (G,-) un grup finit comutativ gi funclia injectivd f : G — G, astfel incat

Ffa-yy )=z fla-yy’, (z,yed.
Sd se arate cd ord(G) este un numdr de forma 4k + 1.

Gheorghe Boroica

Solutie. Pentru z = y = e in relatia data obtinem:

Ffe) = fle) & fle) =,

unde e este elementul neutru din grup.
Luand acum y = z~! giisim ci f(z) = 272, Va € G. Relatia din ipotezd devine:

fay) 2y ) =a@y) ™’ & @2y ) 2 =2ty oy’ =aly & 2% =
e < (z-y)° = e, valabils pentru Vz,y € G.

Dacii y = e, atunci 2° = e, Vo € G. Aritim acum faptul ci orice element
x € G\{e} are ordinul 5.

Daca existd a € G\{e} astfel incat:

i) orda=2=d>=c=a’=c=a=e¢, fals;

ii) orda =3 =0a®>=e=a® = e = a = ¢, fals;

iti) orda =4 = a* = e = a = ¢, fals.
Asadar, ordz = 5 pentru orice z € G\{e}.
Atunci G ={e}U < a1 > U < az > U..., unde < a; > reprezintd subgrupul generat
de elementul a; € G, iar a1 # e, a2 €< a1 >, a3z €< a1 > U < az >,.... Cum
<z >={z,2? 2% 2" e} pentru z # ¢, deducem ci ord (G) =4k + 1, k € N.

3. Fien € N* gi numerele reale a1,az,...,an. Sd se arate cd functia

n

( . ;
f:R—=R, f(z)= ;'ﬂ_aﬂsin%, x#0
07 r=0

are proprietatea lui Darbouz pe R.

Gheorghe Boroica
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, i
Solutie. Functia h; : R — R, h;(z) { (J2* = ai| = |ai) sin 2 = 70 cste continu
0, z=0
pe R, deci ea are primitive pe R.
Cum

f(z) = Zhi(l‘) + Z lail - gi(z), = € R,

unde

( i
gi :R—=R, gi(z) = sm(;), z#0 ;1€ 1,n,
0, z=0

deducem cé f are primitive pe R, fiind o suma3 finitd de functii primitivabile (functiile
gi, © € 1,n au primitive pe R). Atunci f are proprietatea lui Darboux pe R.

4. Sa se determine functiile continue f : R — R pentru care

/z f@)dt — Q/I(a: —O)ft)dt =z, (V)zeR.
0 0
Nicolae Musuroia

Solutie. Relatia din ipoteza poate fi scrisa

AZ ft)dt — 2z AI f(t)dt +2 AZ tF()dt = .

derivand relatia anterioara obtinem
flz) — 2/ fF@®)dt — 2z f(z) + 2z - f(x) =1,
0
adica '
flz) — 2/ fdt=1, VzeR.
0

Derivand din nou, avem ca

de unde rezults ci f(x) = ke®®. Verificaind, obtinem k = 1, deci f(z) = €**.

5. Fiea >0 gi f:[—a,a] = Ry o functie pard, iar g : [—a,a] — Ry o functie
impara. Demonstrali ca

/_Z@dxg\/&, unde c:Aaf(;r)dx.

ed(@) 4 1

Horia Zlamparet
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Solutie.
I = — y Q(x)dx
eQ(“ Q( x) _|_ 1 eg(ac _|_ 1
y e9(®) _ _ _
@ +1 +1 l)dx—la«/f(x)dx I

De unde I = / Vi (@)de.

0
Aplicand inegalitatea CBS pentru integrale, avem ca

12—(Aal-Md:c>2gla12dx~laf(x)dz—

De unde rezulta I < y/ac.

6. Fie inelul (A, +,-) cu 0# 1 si multimea M = {z € A|lz*> =z +1}. Dacd M
are un numdr impar de elemente, sa se demonstreze ca

MzeM, z'°+1=0.

Dana Heuberger

Solutie. Evident, 0,1,2 ¢ M. Observa ca dacd z € M, atunci i 1 —x € M.
Intr-adevar,

Q-—z)?=1-2c+2>=1-2z+z+1=(1—x)+1.

Daca M are un numar impar de elemente, atunci existd xzo € M, astfel incat
ro = 1 — x9. Obginemmgzxo—w?)@aco—i—l:mo—xg@xg:—1<:>x0+1:
—1 & x9=—2. Asadar —2 € M, deci (—2)> = -2+1<5=0.

Deoarece inelul are caracteristica 5, pentru x € M obtinem:

=1+’ =142"=1+z2@")  =1+z@+1)°=1+z@=*+22+1)
=1+4a@+1+20+1)=24+32"+22=1+3(x+1)+22=>5c+4=—1.

7. Fie (A,+,) un inel cu |A| > 4 astfel incat (V) z,y € A\{0,1}, x # y, avem
z? =y sau y® = x.
Sa se determine numarul elementelor inelului A.

Dana Heuberger
Solutie. Pentru & € N* notam ca de obicei 1 +1+4---4+1=k.
%/_/
k
Fie z € A\{0,1,—1}. aplicind ipoteza pentru y = =z + 1 € A\{1, 2,0}, obtinem
(z4+1)? =z sau 2% = 2 + 1, deci
P +r=-1 sau 2°—z=1, (1)
asadar x este inversabil. Rezulta ca A este un corp.
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Presupunem ci 2 # 0. Atunci Vo € A\{0,1,2}, 2 = 2 sau ¢ = 4. Asadar
Ve A\{0,1,2,4}, avem 2% = 2.

(a) Dacd 4 ¢ {0,1}, atunci 3 ¢ {0, 1,2,4}, deci 3° = 2, adicd 7 = 0. Cum 7 este
un numdr prim, deducem ca inelul A are caracteristica 7, deci 5 # 0.
Rezultd c& 5 € A\{0,1,2,4}, deci 25 = 2, de unde obtinem 4 = 2, adicd 2 = 0, fals.

(b) Dacd 4 = 0, cum A este corp, rezultd cd el are caracteristica 2, deci 2 = 0,
fals.

(c) Dacd 4 = 1, atunci avem Y € A\{0,1,2}, 2* = 2.
Cum =z + 1 € A\{1,2,0}, avem si (z + 1) = 2. Obtinem 2°> + 2z =1 2+ 2z =
1 & 2z = 2. Rezulta 4z = 4, adica = = 1, fals.
Din (a), (b), (c) rezultd ca presupunerea facuta este falsd, deci 2 = 0.
Din (1) obtinem c& V& € A\{0,1}, 2> = —x — 1 = 2 + 1.

Fie z € A\{0,1}. Avem si z +1 € A\{0,1}. Presupunem ci existdi y €
A\{0,1,z,z + 1}. Obtinem

y:x2 sau y2:x (2)

y=(x+1)°’=2"4+1 sau y’=z+1. (3)
(i) Daci y = 22, din (3) rezultd y*> = 2 4+ 1, deci z* = x4+ 1. Cum 2* = = + 1,
obtinem z* = 22 si cum A este corp, rezults ci 2 = 1. Deoarece 2 = = + 1, obtinem
x4+ 1=1, deci z = 0, fals.
(i1) Dacd o = y?, se rationeazi la fel si se ajunge la un fals.
Din () si (é¢) deducem c& presupunerea ficutd este falsd, deci A are 4 elemente,
A={0,1,z,y},cuy=z+1, 2> =ysiy’ =z

8. Se considerd ecuatiile
32 —|—/5\x —|—§:6, T € Zm
4z —l—gx—i—ﬁ:@ T € Zso

a) Fara a rezolva efectiv ecuatiile, sa se arate cd una dintre ele are solulii, iar
cealalta nu.
b) Sd se rezolve ecuatiile.

Costel Chites

Solutie. Avem A; = E/)E) si Ao =71 =12.

Prima ecuatie are solutii dac si numai daci existd @ € Z; pentru care 42 = 55, adica
daca gi numai daca 59 este rest paratic modulo 71. Analog, cea de-a doua ecuatie are
solutii daca si numai daca 71 este rest patratic modulo 59.

Vom folosi legea reciprocitatii patratice a lui Gauss si criteriul lui Euler, pe care le
vom enunta in continuare. Pentru mai multe amanunte, se poate consulta paragraful
10.1 al cartii Matematica pentru grupele de performanta, clasa a XIl-a, autori D.
Heuberger si colab., Ed. Dacia Educational, 2004.
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Definitie. Daca p > 2 este un numér prim si d € Z cu (d,p) = 1, spunem ca d
este un rest patratic modulo p daci existd a € Z astfel incat d = a*( mod p).
d 1 strati 1
Numérul (7) _ { , fi e rest patratic modulo p
P —1, 1in caz contrar,
se numeste simbolul lui Legendre.

Criteriul lui Euler. Dacd p > 3 este un numér prim si @ € Z cu (a,p) = 1,
. (@ p—1
atunci (f) =a 2 (mod p).
p
Legea reciprocitatii patratice Legendre-Gauss
Daca p si ¢ sunt doud numere naturale prime impare distincte, atunci

(2):(3)- 0=

a) Aplicand legea reciprocititii patratice numerelor prime p = 71 i ¢ = 59,
71 /59 71 59
obtinem (@ (ﬁ) = (—=1)*? = —1, §i cum (@), (ﬁ) € {—1,1}, rezulta c&

71 59
unul singur dintre numerele (@) i (ﬁ) este egal cu 1, deci sau 71 este rest patratic

modulo 59, sau 59 este rest patratic modulo 71, dar nu améandoua.

59
b) Din criteriul lui Euler obtinem (ﬁ

59 nu este un rest patratic modulo 71. Asadar prima ecuatie nu are solutii.

Cea de-a doua ecuatie are solutii dacd si numai daca existd w € Zsg pentru care
w? = 12. Cum w=22 verifici aceast egalitate, obtinem solutiile (—3+£22)-8 ', sau
x1 =54 sl xe2 = 19.

) = 59%(mod 71) = —1(mod 71), adics

9. a) Sd se arate cd existd o functie f : R — R primitivabild si F' o primitivd a
1
sa, asa tncdt f(F(x) - 5:52) =22, Vz eR.

b) Fie f : R — R o functie primitivabild si a,b € R. Ardtati ca nu existd nici o
primitivd F a lui f pentru care f(F(z) +ax +b) =z, Vz € R.

Gheorghe Boroica

Solutie. a) Se poate lua f(z) = 2z si F(z) = 2%, x € R.
b) Presupunem ca existd F' ca si in enunt si fie G : R — R, G(z) = F(x) +az+b.
Din ipoteza avem ca f o G = 1g, deci G e injectiva si f e surjectiva.
Din G continua si injectiva rezulta cd G este strict monotona, deci
G'(z) = f(z)+a>0, VzeR,
sau
G'(z)=f(z)+a <0, VzeR,

contradictie cu surjectivitatea lui f. Asadar, presupunerea facuta este falsa.
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10. Se considerd functia f : R = R, f(z) = { 1

L 57 x = 0.
Sd se arate cd daca F este o primitivd pentru f st F(1) = 0, atunci
1 1 1 *

Gheorghe Boroica

1 1
Solutie. Deoarece f = g + ih’ unde g,h: R — R, g(x) = 3

h<x>—{ os(5): %0

0, rz=0

cum g, h are primitive, deducem ca f are primitive.
Aplicdnd teorema lui Lagrange functie F pe [k,k + 1], k& > 1, deducem ci

1

Jer, € (k, k + 1) astfel incat F(k+1) — F(k) = f(cx) = cos® (— , deci

(¢
el
S—r

n

F(nt1)= F(1) = > (F(k+1) = F(k)) = _ cos® (%) > cos®

k=1 k=1 k=1

(M

El i

deoarece %E (%—H’ %) c (0,1] C (O, g)

3

1
Cum pentru > 0 avem ca sinx < x i T € (0,1] C (0, —], din inegalitatea ()

deducem ca
n

- 1 1
F(n—|—1)22(1—sin2%)2n— =
k=1 k=1

ceea ce trebuia demonstrat.

11. Aflati f : R — R derivabila, astfel incat
/ f)dt = zfx(x) —Iny/14+ 22, (V)z €R.
1
Cristian Heuberger

Solutie. Din relatia data, pentru orice x # 0 are loc

/If(t)dt-i-lnw/l-i-ac2
x) = 42

T

)

i
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rezultand imediat c& functia f este derivabila pe pe R*. Derivand relatia din problema
obtinem:

J@) = @) +af @) - T, VaEeR',
( arctgx +c1, dacaz <0
Deducem f'(z) = 1+1 —, Yz € R" side aicif(x)—i c2, dacd = = 0.
arctgx +c3, dacaz >0

Functia f fiind continud, rezultd ¢1 = c2 = ¢3 si In continuare f(z) = arctgz+c1,
YV € R. In relatia din problemi, ludnd & = 1, rezultd f(1) = Inv/2 si deci ¢; =

T 1
-1 +1In+/2. Functia f : R = R, f(z) = arctgz — Z + In 2 verifica egalitatea dati.

12. Sa se determine functia continud f : (—oo,O) — R care admite primitiva
F: (—00,0) = R, astfel incdt

f(@) ={F(z)}, V& € (-0,0).
Nicolae Musuroia
Solutie. f(z) = F(z) — [F(z)] = [F(x)] = F(z) — f(x) care este o functie continui.

Deci In € Z astfel incat: [F(z)] =n, Vx € (—o0,0).
Deci

f(@) = f(x) =n, Ve (-00,0)

F(zx)e ™ — f(z)e " =ne™®, Vze (—x,0)
F'(z)e ™ + F(x)(e™®) = —ne™™

(F(@)e™™)' = (ne™?)

= Jc € R astfel incat F(z)e ™ =ne " + ¢ = F(z) =n+ce®, z € (—00,0).
Dar

n< Fz)<n+1, Vaz €& (—o0,0)
n<n+ce” <n+1l, Vze (—o00,0)
0<ce” <1, Vze(—o0,0).

Rezulta ¢ € [0, 1]. Obtinem f(z) = ce®, cu c € [0,1].

13. Sa se calculeze

. 2z +1
nlggo ;/ 24 + 223 + 22 dz

Crina Petrutiu
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. 2c+1 (z+1)2 -2 1 1 5

Solutie. Deoarece x4+21:3+1:2: 20z 1) :me,avem ca
k“de_(,g 1 )k*l_z,i+;

e rht+2e3 42277\ x4+l X Tk k41 k+2°

Asadar
n k4
. 2z 41 1
1 de =1 (7—7 7)
E;Z/ e e nLH;oZ RS

= lim (1 - ! ) _1
S nseo\2 n+l n+42/) 0 27
14. Fie (G,-) un grup cu n elemente. Pentru fiecare k € Z definim Gy et
{zF |z € G}. Dacd a,b € Z si d = (a,b), ardtati cd G.Gy = G dacd si numai dacd
(d,n) =1, unde GoGp, ={u-v|u € Go st v € Gp}.

Dana Heuberger

Solutie. S& observdm mai intai cd G = G daca si numai dacd (n, k) = 1.
intr—adevér, dacd G = G, presupunem ca (n,k) = s # 1. Atunci, din teorema lui
Cauchy, exista un element = de ordinul p al lui G, unde p este un divizor prim al lui
s. Asadar = # e si ¥ = e, deci |G| < |G/, fals.
Reciproc, daca (n,k) = 1, atunci existd u,t € Z astfel incat ku + nt = 1. Asadar,
pentru orice = € G, x = ¥ = (z)* € G.

Mai mult, G4 € GoGbs.
intr—adevér deoarece (a,b) = d, existd v,w € Z astfel incat d = av + bw. Pentru
z¢ € Gy, avem z¢ = (z")*(z )b € G.Gy.

Deoarece (d,n) = 1, obtinem G = G4 C GGy, deci G = GGy

Observatie. Daca grupul este comutativ, atunci G,G» = G daca si numai daca

(d7 n) =

15. Se considerd grupul (G,-) cu n elemente, unde n € N, n > 4. Spunem cd
subgrupul H al lui G are proprietatea P dacd H # G si pentru orice z,y € G| avem
r-y€H.

a) Sa se dea un exemplu de grup G, care are trei subgrupuri distincte H, K, L cu
proprietatea P, astfel incat G = H UK U L.

b) Daca H, K, L sunt subgrupuri distincte, cu proprietatea P, ale lui G $i G =
HUKUL, sa se determine |HU K U L|.

Dana Heuberger

Solutie. a) Grupul lui Klein si grupul cuaternionilor verifici ipotezele problemei.

b) Dacé H are proprietatea P si G\H = {z1, 2, ..., 2}, atunci avem elementele
n
distincte 1, 122, ..., 212: € H, deci |G\H| < |H|. Asadar |H| > 3 sicum H # G,
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din teorema lui Lagrange rezultd ci n este par si |[H| =

Dacd H si K au proprietatea P, atunci |H| = |K| = Deoarece H # K i au
acelagi numar de elemente, obtinem ca |[H\K| = |K\H|. Cu acelasi rationament ca
gl mai Inainte, cum Vz,y € H\K = zy € HN K, deducem ca |H\K| < |[HN K|, deci

H|

n
|HN K| > 5 =1 Dar HN K e un subgrup al lui H, HN K # H si din teorema

NIERNE

n n
lui Lagrange rezultd |H N K| < T agadar |[H N K| = T deci n =4m, cu m € N*.

Daci subgrupurile H, K, L au proprietatea P, atunci |H| = |K| = |L| = 2m,
|[HNK|=|HNL|=|KNL|=m,deci

|[HNKNL|=|G| - |H|—-|K|-|L|+|HNK|+|HNL|+|KNL|=m.

0]
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Probleme propuse

Clasa a IX-a

1. S& se demonstreze ca:
1

1 T
+ > 22, vxe<—7,f>‘
sin (g + sin? a:) sin (Z — sin? a:) - 44
D. M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti

2. Suma a douéazeci de numere naturale nenule este egala cu 3689. Sa se afle
valoarea maxima a celui mai mare divizor comun al acestor numere

Gheorghe Borioca

3. Si se arate ci ecuatia z° +9° + 2t +1° =S

are o infinitate de solutii in N

Gheorghe Borioca
4. Sas
a

)
b)

e determine functiile f : N — N, care verifica simultan conditiile:
f(m-n) =
fla

- fim)- f(n), Vm,n € N;

0, pentru orice numéar natural a care are ultima cifra 4.

Meda si Florin Bojor
5. S& se arate cd ecuatia [z - y] = [z] - [y] are o infinitate de solutii (z,y)
z,y € (1,00)\Z.

cu
Existd solutii (z,y) ale acesteia cu z,y € (—oo,0)\Z?

Dana Heuberger

6. Se considerd ecuatia {z} + {22} = {3z}.
a) Sa se rezolve ecuatia.

b) S& se demonstreze ci existd o infinitate de solutii z,, € R\Z ale ecuatjiei, astfel

1
incat pentru orice n € N*, x,, + 3 nu e solutie a ecuatiei

) S& se demonstreze c existd girul de solutii (z,),>1 ale ecuatiei, astfel incat
1

(:vn + 3) e tot un sir de solutii ale ecuatiei

n>1

Dana Heuberger
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7. Se considera triunghiul ABC si punctele M € (BC), N € (AC), P € (AB),
astfel incat BM = CN = AP. Fie X, X',Y,Y’, Z, Z’ respectiv mijloacele segmentelor
[AN], [CP], [BP],[AM], [CM],[BN].

a) S& se arate c& X X' este paralela cu bisectoarea unghiului A.

b) Si se arate ci se poate construi un triunghi cu laturile de lungimi X X', YY",
27

c) S& se arate cd XX' =YY’ = ZZ' daci si numai daca triunghiul ABC' este
echilateral.

Dana Heuberger

8. Si se arate ci dacd a,b,c € [0,00) si ab+ bc + ca = 1, atunci:

(b+e?  (cta)l , (at+b)’
1+ a2 1402 14¢2 =7

Nicolae Musuroia

9. Se considera hexagonul ABCDEF. Notam cu G1,G2,Gs, G4 centrele de
greutate ale patrulaterelor ABCD, BCDE, CDEF, respectiv ACDF.
Sa se arate cd G1G2G3Gy este paralelogram (eventual degenerat).

Nicolae Musuroia

10. Sa se demonstreze ca:
T+ 2y T+y+z 3z +y
20 +2y+z +2y+3z 24+ 3y+3z

<2, Vz,y,z>0.

Florin Bojor

11. Demonstrati ca:
100 n 101 n 102 n n 200 S 1 B 1
VIOI0T /102102 /103103 V201201 © 100! 200!

Cristinel Mortici, Targovigte

12. Sa se arate ca in orice triunghi ABC' ascutitunghic avem:

sinA-cosB-cosC sinB-cosA-cosC  sinC -cosA-cosB
cos? A cos? B cos2 C

> —tgA-tgB-tgC.

N =

Gheorghe Boroica

7
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13. Fie progresia geometica (an)n>1, Cu an = 2", Vn € N*
Se considerd numerele xj € [ak, ak+1], VEk € 1,n. S& se determine maximul gi minimul
, Tn) pentru care

n
sumei Y |2 xx — 3 - 2|, precum si numarul de n-upluri (21, 22,

k=1
se obtine acest maxim, respectiv minim
Ludovic Longaver

14. Sa se arate ca daci a;,b; € R, i€ 1,4 cu
ai +a3 >a3+a; si (a1 —b1)° + (a3 — b3)® < (a2 — b2)* + (as — bs)?,
atunci
(af —a3+aj— aﬁ)(b% — b3+ b5 — bi) < (a1b1 — a2b2 + asbs — a4b4)2.
Generalizare.
Nicolae Musuroia

15. Sa se arate ca daca n € N, n > 3, atunci
2 (1—00&1)+i(1—c051)+ +n_1(1—cos ! )
-2 3 2 n—1

n—1
1 1

—(1-— .

<2( n—l)

Horia Zlamparet

Clasa a X-a

1. Sd se arate cd dacd ar, € R, 2, € C, k€ 1,n, n > 2 5i m € Ry, atunci
n m—+1
5 o
|Zk|m+1

Sl 1
SRy

k=1

D. M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti

2. Fie z € C* astfel incat |z| = r. S& se afle minimul expresiei

E(z) = \/r — Re(z) + /7 + Re(z).

Gheorghe Boroica
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3. Fie n un numdr natural, n > 2 si numerele z1,z2,...,z, € [0,1].
Sa se arate ca

n
23+ as+ ot an — (T2 + 22Tz + o Too1Tn + Tpxr) < [5]

Gheorghe Boroica

4. Sa se determine functiile f : R — Ry care verifica relatia
3(x) - cos® z +sin* z - f(x) = cos® (1 — 2sin’z - cos’ z), Va €R.
Gheorghe Boroica

5. Se considersi ecuatia a* + az® + bx? 4+ cx +d = 0, unde a,b,¢,d € R,
lal, [b],]c|,|d] < 1. Daca zx, k € 1,4 sunt rad&cinile ecuatiei, atunci demonstrati
cd |xr| < 2.

Gheorghe Boroica

3
6. Rezolvati ecuatia 2% — 2[=2] = 1 log,(3[x] + 1) pentru = > 0.

Gheorghe Gherasin, Sighetu Marmatiei

7. Sa se determine numerele «, 8 € R pentru care
|22+ -2+ 8] <1,VzeC, |z| =1.
Vasile Giurgi, Sighetu Marmatiei

21 \2223\ = Zz

(

1

i 2
y R . 2 - |z3za| = 21
8. Sa se rezolve in C sistemul: { )

Z3 - \2421\ =22
1
\

2
za -+ |z122] = 23
FErika Darolts

9. Fie triunghiul ABC si punctele M € (BC), N € (AC), P € (AB) astfel

AN C’M BP
incat — = = k. Fie punctele X,Y, Z in exteriorul triunghiului, astfel

‘BC __AB
incat AABC ~ ANY A~ ABPZ ~ AXCM.
a) Sa se demonstreze ci triunghiurile ABC si XY Z au acelasi centru de greutate.
b) S& se demonstreze cd AABC ~ AXY Z < AABC este echilateral.

Dana Heuberger
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10. Sa se arate ca in orice AABC avem:

1 1 1 1
- 5+

mZ-m2  mZ-m2 — S?’

mZ - m?
unde m, reprezintd lungimea medianei din A, iar S este aria triunghiului ABC.

Nicolae Musuroia

11. Fien € N, n > 2si a1,a2,...,an € (1,00). S se rezolve in R ecuatia:
n—1 n—1
Z plo8n % _ (Z al) log, z =n—=z.
i=1 i=1

(In legdturd cu problema 25683, G. M. 12/2006)
Nicolae Musuroia

12. S& se determine functia injectivd f : R* — R* cu proprietatea:
(fef)@)-(fofof)x)=1, VzeR"

Nicolae Muguroia

13. Rezolvati in Ry ecuatia:
2.11% — 2°*! 1
2110 2 T 1
112 — 2 + 1 2

Ocean Cristina

14. Determinati cea mai mica valoare pe care o poate lua expresia
2° +1
V8+19

atunci cand z parcurge multimea numerelor complexe de modul mai mic sau egal
decat v/2 — 1.

|2% — 1] + +12° - 1],

Cristinel Mortici, Targovigte

15. Se considers numerele complexe zr = Tk + i - yx, k € 1,3. S& se arate ci:
2
> loaf +yd = = (Il + |l + |=l7)

Dorin Mdarghidanu si Nicolae Musuroia
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Clasa a XI-a

1. S4& se arate cd oricare ar fi t € R, sirul (I,,(t))n>2, de termen general
L(t)=n'"" ((nJr ' "N+ 1'—n'. ’\L/ﬁt> ,
este convergent.

D. M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti

2. Se considerd n € N* gi A € M,,(Z) astfel incat
Lh—A+ A2 A A . AV 4 A = 0,.

S& se arate ca:
a) det(A — A%) #0;
b) det(I, — A+ A%) = 1.

Gheorghe Boroica

3. Se considerd matricele A, B € M3(Z) si functia
f:R—=R, f(z) =det(A+zB).

Sa se arate ca daca f(3) =0 si f(5) =0, atunci f(15) 151

Gheorghe Boroica

NSV s 1. On
4. Se considera girul de numere reale (an),>1 astfel incat lim — = 2.
- n—oco 1M
i) S& se arate cd lim a, = +o0;
n— oo
ii) Sa se calculeze:

. n-ai+(n—1)a3+---+2-a5 4 +aj
lim 7 .
n—o0o n

Gheorghe Gherasin, Sighetu Marmatiei

5. Fie A € M2(C) astfel incat det(A4 + 2 -‘A) = 0.
i) Aridtati cd matricea A este inversabili < matricea A + ‘A este inversabila;
20 — B + 2

i) Aritati ci det(A +z - 'A) = f((Tr(A))2 —Tr(A-*A),Vz € R.

Vasile Giurgi, Sighetu Marmatiei
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6. Fie A € M3(C) cudet(A) =1si Tr(A) = 1. Sa se calculeze
Zdet(A2 +k-I), neN.

k=1

Nicolae Musuroia

1 2 1
7. Fiepe N, 21 >08iwpy1=— ). %ln(1+k~arctgxn), n € N*.
P o=
4
Sa se arate ca lim n-x, = ——.
n— oo p+1

(Generalizarea problemei 21253, G. M. 10/1987, autor M. Lascu)
Nicolae Musuroia

8. Fie a, 8 € {0,1,2,3,4}. Definim sirul (zn)n>0 cu zo = a, 1 = B, astfel
incat p42 = Tnt1 + Tn, Vn € N. Consideram propozitia
(P): Euxista termeni ai girului (xn)n>0 care se divid cu 5.
a) S& se demonstreze ci sirul lui Fibonacci are proprietatea (P);
b) Sa se demonstreze cd sirul lui Lucas nu are proprietatea (P);
¢) S& se determine «, 8 pentru care sirul (z,),>0 are proprietatea (P) si apoi sa
se gaseasca toti termenii girului care se divid cu 5.

Costel Chites, Bucuresti

3xn

422 4+ 22, + 1

Sa se arate ca sirul este convergent si sa se calculeze lim .
n—oo

9. Fie sirul (z,)n>0 definit prin zo > 0 §i Tp41 = VneN.

Crina Petrutiu

10. Fie a,b,c € R, ¢ € C\R, £* = 1 si matricele

1 £? . . .
N p_ (sina sinb sinc
2 1 ’ cosa cosb cosc/’
S& se calculeze det(A - B).

Ludovic Longaver
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11. Se admite cunoscut faptul ca limita sirului a, = 1+ §+ ?Jr -+ — este
n
2
T
egala cu 5 Demonstrati ca pentru orice numar natural nenul n, avem:

7'l'2

6

N
n? 6 n  2n2’

Cristinel Mortici, Targovigte

1
=+

I R
n 22 32

12. S& se arate ci existd un unic sir (z,)n,>1 cu proprietatea:

n *
mr (V)n e N".

Tn +€°" =

Sa se calculeze lim z, ¢i lim nx,.
n—oo n— oo

Dan Barbosu

i
13. Fie n € N, n > 2 i matricea A € M, (R), A = <7) .
i=1,n
J i=1,n
a) S se arate ci suma elementelor matricei A este mai mare ca n?;
b) Se iau la intdmplare n elemente ale matricei A, situate pe linii gi coloane

diferite. Sa se arate ca produsul acestor numere nu depinde de alegerea facuta.

Ludovic Longaver

14. Fie a, b, ¢ lungimile laturilor, iar A, B, C' masurile unghiurilor unui triunghi
ABC. Sa se arate ca:
b-cosC c-cosB sinA
A=|c-cosA a-cosC sinB|=0.
a-cosB b-cosA sinC

Ludovic Longaver
15. Pentru n € N* fixat, sd se determine a > 0, astfel incat:

(P +n+a)* —n*+n)">0m+3)"+0+2)"—(+1)" —n", VreR

Tonel Tudor, Calugareni, Giurgiu
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Clasa a XII-a

T
1. Sa se arate cd dacd a,b € R, a<b,a+b= 3 si g :[0,1] — R este o functie
continua, atunci avem ca

sin b

b
/ cos® z - g(sinz) - cosx + g(cos ) - sinz)dx = / g(z)dz.

sina

D. M. Batinetu-Giurgiu, Bucuregti

2. Se considera functiile continue f,g: R} - R, h: R} — Rsgia € R}, b,c € R,

1 1 1
b # —1 astfel incat f(z) +b- f(;) =g ng(m)h(g> = g(;) h(z), Vo € R}. Si se
arate ca: “ 1) - o(a) “ 4()
x) - g(x c g(x
dr = dx.
L W) 1+bL h(z) “*
(in legaturd cu problema 8, pag. 109 din Argument 11,/2009)
D. M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti
o1
3. Se considers functia f: R = R, f(z) =< S 7 #0
0, rz=0

S& se arate cil existd ¢ € R astfel incat F(c) - f(¢) = ¢, unde F este o primitivi
pentru f.

Gheorghe Boroica

4. Sa se arate ca pentru orice ¢ numar real nenul, ecuatia
4z° - cos® & — 10a® - 2* + 4a - 2® + 52° - sinz + a®r + 2a* = 0
are cel putin o solutie in (—1,1).

Gheorghe Boroica

5. Fie p un numér prim. S se demonstreze ca Cgp— 3- Cgp—i— 3 se divide cu p°.

Meda st Florin Bojor

6. Se considers n € N, n > 2 si multimile M,, = {z € Zy|2®> =3 -z +1}.

a) S& se determine Ms gi My

b) Daca multimea M, are un numir impar de elemente, si se determine n.
Dana Heuberger
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7. S& se determine inelul (A, +,-) cu 1 # 0, astfel incat Vz,y € A, x # y, avem
z? =y+1lsauy® =z + 1.

Dana Heuberger

8. Fien € N, n > 2 gi polinomul f =a, - X" +an-1-X""' 4+ .- 4+ ao € C[X],
an # 0. S& se arate cd dacd |f(¢)| < |an|, unde € este o réddcind de ordinul n a
unitatii, atunci f are cel putin o radacina de modul cel mult doi.

Nicolae Musuroia

9. S4 se arate ci dacd a > 0 i m € (—a,a), atunci:

a*(z +y) + m(a® + zy)
a? +zy+m(z+vy)

<a, Vz,y€ (—a,a).

Nicolae Musuroia

[VE

16
10. S& se arate ca / (cos(sinz) + cos(cos x))dx > R
0

Horia Zlamparet

11. Sa se calculeze:

[: /\/§+1 T - arctg <§—ﬂ) i,

vl T4l
Crina Petrutiu
12. Aflati primitivele functiei:
I (0, g) SR, f(z) =2"(n2- ctg'®% z — 1006 - ctg'**® z — 1006 - ctg'"" z).
Cristina Ocean
13. Fie f: R — R o functie derivabila cu derivata continua, cu proprietatea ca

graficul sau este simetric fata de dreapta de ecuatie x = a, a € R.
S& se arate ca

/f/(x)(ef(?'a_x) +2f(2a — x))dz = f(z) + @ +C.

Ludovic Longaver
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14. Se considers functia f: R = R, f(z) =z - + es e’
a) Calculati /1 f(z)dz;
b) Daca F estg o primitiva a lui f care se anuleaza in z = 0, atunci determinati
lim n- F <l) .
n—oo n

Tonel Tudor, Giurgiu

15. Notam cu M multimea functiilor f : [2,00) — R derivabile, cu proprietatea

x
ca f'(z)- f(z) = Toe oricare ar fi = € [2,00).
Demonstrati ca:
a) Multimea M este nevida.

b) Multimea M contine cel putin o functie concavi.

Cristinel Mortici, Targoviste
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