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O clasa de ecuatii functionale elementare

Vasile Berinde

Abstract. This article presents a few classes of elementary functional equations.

1. Introducere

In revistele de matematici elementare dar si la concursurile de matematica
din ultimii 30 de ani au fost propuse probleme care cer rezolvarea unor ecuatii
functionale elementare care nu implica notiuni si rezultate de analiza matema-
tica. Asa cum sugereaza si numele sau, o ecuatie functionala este o ecuatie in
care necunoscuta este o functie (reald de variabild reald). Unul dintre cele mai
simple exemple de acest fel este dat in problema urmatoare.

1. Sa se determine functiile f : R — R care satisfac relatia
fx)+2f(1l—2z)=14=z, Vx € R, (1.1)

problema care se rezolvd astfel. Luam y := 1 — z in (1.1) si obtinem
fA—y)+2f(y) = 2—y,Vy € R. Schimbidnd acum pe y in z, obtinem
impreund cu (1.1) un sistem liniar de 2 ecuatii cu necunoscutele f(z) si f(1—x),
din care se obtine ca unica functie care indeplineste proprietatea din enunt, este
fle)=1—z,z€R.

Scopul acestei note este de a prezenta cateva dezvoltari care pot fi facute
in legatura cu acest tip de probleme, preluand o parte din materialul prezentat
in [4]. Punctul de plecare al demersului nostru este insisi ideea de rezolvare a
problemei anterioare.

Daca notam g(z) = 1 — x, x € R, observam ca g : R — R este o functie
bijectiva si, in plus, g~ = g, ceea ce inseamna ca g(g(z)) =z, v € R.

Aceeasi tehnica de rezolvare se aplica si la rezolvarea urmatoarelor ecuatii
functionale, pe care le-am compus folosind aceeagi "reteta”:

2. Sa se determine functiile f : R — R care satisfac relatia

1-— 1
3f( 2$)+2f( ;m>:3x—2,VazeR. (1.2)
3. Sa se determine functiile f : R — R care satisfac relatia
—9 _
f(3$4 )—2f(6 43x):2—|x—1|,Vx€R. (1.3)

5
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4. Sd se determine functiile f : R\ {2} — R care satisfac relatia

2
f(x)+2f( ;_*23) — -1,V eR\ {2} (1.4)
Rezolvarea problemelor 2-4 se face la fel ca si pentru 1. Spre exemplu, in

+x

1—
cazul Problemei 2, notand y := x rezulta x = 1 — 2y si deci

=1- Y,
astfel cd ecuatia (1.2) revine la una de forma (1.1):

1
3f(y) +2f(1—y) = -3y — 5.
La fel se procedeaza si cu ecuatia din Problema 3, pentru care facem substitutia
3x — 2
y =

si se ajunge tot la o ecuatie de tipul (1.1).

. 2
In cazul Problemei 4, se face substitutia y := g(z) = z

3
+2 si se foloseste

faptul ca g = g~!, deci g are proprietatea (1.6).
Asadar toate ecuatiile functionale din problemele 1-4 sunt (sau pot fi trans-
formate, printr-o substitutie adecvaté, la o ecuatie) de forma

af () + Bf(g(x)) = h(x), (a® — B2 £0), (1.5)
cug:ACR— R o functie avand proprietatea
g (z) =z, Yz € A, (1.6)
unde gl¥! este iterata de ordinul k a functiei g, definita prin gi¥ (z) = gl*=1(g(x)),

pentru k > 2, si ¢!t = g.

2. O noua categorie de ecuatii functionale

incepem prin a ne pune urmatoarea intrebare: este oare functia g(z) =
1 — 2,z € R, implicata in problemele 1-3, singura functie liniara care are
proprietatea (1.6)7

Este usor de stabilit ca raspunsul este negativ, caci, daci vom cauta functii
de forma g(z) = ax + b care coincid cu inversa lor gi care, ca urmare a acestui
fapt, satisfac conditia (1.6), obtinem o infinitate de solutii nebanale, si anume,
toate functiile g(z) = —x + b, z € R, b € R.

In acest fel putem obtine gi alte probleme de acelasi tip cu cele de mai sus,
a caror rezolvare o lasam in seama cititorului.

5. Sa se determine functiile f : R — R pentru care
2f(x) — f(3—x) =22 —3,Vx € R. (2.1)
6
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6. Sa se determine functiile f : R — R care satisfac

f(l_x)fo(x—H))):1—|x\,V:r€IR{. (2.2)
2 2
7. Sd se determine functiile f : R\ {2} — R care satisfac relatia
-2 22 —
f<3”34 )—2f< 43x)=1+x2,VxeR. (2.3)

Combinand acum ideea de la problemele 5-7 cu cea din Problema 4, mai
obtinem si urmatoarele ecuatii functionale.

8. Sa se determine functiile f : R — R care satisfac relatia

2 3 7
2 (T55) 11 (50) =1 m e R\ ) (2.4)
9. Sd se determine functiile f : R\ {2} — R pentru care
0 2z +3
f(;fx>_2f(fj2):x_2|aVl‘€R\{2}- (2.5)

Problemele 8 si 9 au, fata de celelalte prezentate pana acum, cateva par-
ticularitati demne de mentionat. In primul rand, ecuatiile (2.4) si (2.5) sunt
de forma mai generala

af(g(@)) + Bf(h(z)) = e(z), (a® — 5 # 0), (2.6)
in care functiile g si A nu mai sunt functii liniare ci functii rationale (in fapt,
functii omografice). In al doilea rand, in timp ce problemele 1-7 au solutie

unica, problemele 8-9 nu mai au aceasta proprietate, aga cum vom arata in
continuare pentru problema 8.

Intr-adevir, cu substitutia y := g(x) = %, ecuatia (2.4) devine (ludnd
formal x in loc de y)
2 (z)+ f2—z) =1 2;_+23, vz e R\ {2},
care, prin substitutia z := 2 — y, ne conduce la
2f(2— )+ f(x) = 1+ 7;2’6, Ve € R\ {0}.

Rezolvam acum sistemul liniar format din ultimele 2 ecuatii gi obtinem

1 4 -2
fla) =3 — oL T22 e f0,9)

Mai trebuie s& determinidm valorile lui f in punctele 0 si 2. Pentru aceasta,
ludm z = 2 in ultima ecuatie si rezultd 4f(0)+2f(2) = 5. Punem f(0) = a € R,

7
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i deducem cé ecuatia (2.4) are intr-adevéar o infinitate de solutii f, : R — R
date prin
(1 4x+7 7-2x

S S R\ {0,2
(-2 -T2 serion)
fa(w):{ 5 da )

] 9 e

\ a, r=0

Observatia 1. In cazul ecuatiei functionale (2.4) am folosit faptul ca functia
h o g era inversabila si

(hog) ™' =hogy. (2.7)

Am mai putea obtine gi alte dezvoltari legate de tematica din aceasta
sectiune cautand si alte functii omografice

g(x)zax+b xeR\{_%}J#o,

cx+d’
care si aibd proprietatea (1.6). Efectuénd calculele, se ajunge la concluzia c8,
o conditie suficientd pentru ca (1.6) sd fie satisficutd este a + d = 0, adica

d = —a. Asadar, orice functie omografica de forma
ar+b { d}

= — R —— 0 2.8

g@) = 0w R\ (=S e A0, (2:8)

satisface (1.6).

Este acum usor de observat ca functia g de la problemele 4, 8 si 9 se obtine
din (2.8) pentru a = 2, b = 3, ¢ = 1. Urmitoarele doud ecuatii functionale se
obtin tot din (2.8) pentru alte valori particulare ale numerelor a, b, c:

2f(2xxt11> +3f<23;_—21) = 3%, vxER\{%}' (2.9)
() (B ewmeni 2] o

La o analiza mai atentd, se observa cd pentru ecuatia functionald (2.6), conditia
(2.7) poate fi slabita, adica putem rezolva ecuatia functionala (2.6) i in prezenta
unei conditii mai slabe, gi anume

hog=goh, (2.11)

ar + ¢

pr— ne conduce la rezolvarea
T —a

ceea ce, in cazul g(z) = b —x gl h(z) =

sistemului neliniar
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[ d(2a—bd)=0
(bd —a)? —a%2 =0 (2.12)
bd(ab + ¢) = 0.
Se observa cd, pentru ca cele 3 ecuatii ale sistemului (2.12) sa fie satisficute,

este suficient ca 2a —bd =0 gi ab+ ¢ = 0.
Sistemul (2.12) are de fapt o infinitate de solutii:

a=kbbeR(b£0), c=—kb?, d=2k,

unde k£ € R este un numar real oarecare.

O solutie particulard a sistemului (2.12) este spre exemplu a = 1, b = 2,
d=1, c=—2, gi prin urmare
Tz —2
z—1’
constituie o pereche (g,h) care satisface (2.11). Putem obtine in acest fel
urmatoarele ecuatii functionale, pe care le propunem spre rezolvare cititorului.

g9(x) =2 =z, h(z) =

f(2—x)+2f<§:i)=3—x,‘v’a:€R\{1}. (2.13)
3f(xf1> —2f(2—a) =1+ 2z, Vo e R\ {1}. (2.14)

3. O a doua categorie de ecuatii functionale
Toate ecuatiile functionale din sectiunile precedente s-au bazat, in esenta,
pe pe faptul ca g avea proprietatea (1.6):
g3 (z) =z, vz € A.

Este posibil sa facem si alte dezvoltari, considerand ecuatii functionale in care
apar iterate de ordin mai mare ale functiei g adica (1.6) este inlocuitd cu

"l (z) =z, Yz € A, (3.1)

pentru un anumit k£ > 3.

Un exemplu de acest fel este problema 1 de la clasa a IX-a, data la faza
nationala a Olimpiadei de matematica in anul 1983, autor Th. Dinet, care cere
sa se determine functiile f : R — R pentru care

f(g:_l)—|—f(x):é—x+1,Vm€R\{O}, (3.2)

X

9
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si care este o prelucrare dupa o problema propusa la Olimpiada din U.R.S.S.,
problema care apare, cu numarul 1.9, pag. 38, in excelenta culegere de probleme

1.

. x
In acest caz este ugor de verificat ca g(z) =

satisface (3.1) cu k = 3,

astfel c& pentru rezolvarea ecuatiei (3.2), suntem condusi de aceastd daté la un
sistem liniar de 3 ecuatii cu 3 necunoscute, din care se determind f(z) pentru
x # 0.

O varianta mai simpld a ecuatiei (3.2) este urméatoarea:

f(x71>—f(m)+f($>::1:+1,Vx€R\{O,1}, (3.3)

xT

care se rezolvd astfel. Observim ci gl (z) =

gl atunci ecuatia (3.3) se
-z
scrie mai simplu sub forma:

—f@) + flg@) + f (6P (@) =2 + 1,

din care obtinem

—flg@) + f (%)) + f(2) = g(x) + 1,
si, respectiv,
—f (6%(@)) + f(2) + f(9(x)) = gP(z) + 1.
Adunéand ultimele dou# relatii obtinem

g(z) + g% (2)

flx) = 5 +1,Ve e R\ {0,1}.
Propunem cititorului, in incheierea acestei sectiuni, sa rezolve problema 26 273
din Gazeta Matematicd nr. 3/2010, pag. 155, propusa de S. Boga, al carei

enunt, este urmatorul.

10. Determinati functiile f : R\ {1,2,3} = R pentru care

f (“* 5)+f (Qx - 5)+f (3“5) = 2010+2f(z), Yo € R\{1,2,3}. (3.4)

-3 T —2 z—1
) 2x -5
Indicatie. Notam g(z) = % si observam ci gPl(z) = xx, 5 gBl(z) =
3z —5
—— i gll(0) = o

10
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4. Alte probleme inrudite

Pot fi intalnite probleme inrudite cu cele de mai sus, care sa ceara, spre
exemplu, demonstrarea faptului ca o anumita ecuatie functionala nu admite
solutii. Un exemplu tipic este problema 24 679 din Gazeta Matematica nr.
4/2002, pag. 175, propusa de M. Berca, al cérei enunt este urméatorul.

11. Demonstrati ca nu existd functic f : R\ {—=1/5} — R care satisfac

relatia
3x —1

Sr+1

f(x)+f( ):x, vz € R\ {—1/5). (4.1)

Rezolvare. Presupunem ca existd o asemenea functie si luam pe rand in (4.1),
x=0,z=—1,2=1,z=1/3. Obtinem relatiile:

FO) + 51 =05 f () + 1) = =170 + 7 (5) = 14 (5) +70)

care adunate termen cu termen ne dau

1
=3

1

O+ 10+ f 0+ (5) = 5

Dar cum f(0)+ f(—1) = 0, relatia anterioara ne conduce la concluzia ca f(1)+

1 1 !
f(7> = —, in contradictie cu faptul ci f(1) + f(g) =L

3 6
Observatia 2. Si aici a fost de fapt esentiala proprietatea functiei g, data
3r—1 2z -5 3z —5
- . gl2] = (3] = i gl =2 D
pentru g(z) = ———= ¢ (2) —5 99 (@) = —— s g¥() = 2. De

notat ca in Gazeta Matematica nu a parut o rezolvare a acestei probleme. O
problemé de acelasi tip, corespunzitoare ecuatiei (3.4), este urmatoarea

12. Demonstrati cd nu existd functii f : R\ {1,2,3} — R care satisfac

relatia s
@+ (2=

Pentru a ne completa lista de probleme de acest tip, cautam functiile omo-
grafice de forma

) — 2 Vo R\ {3} (4.2)

o) = wer\ (-2} 0,
care satisfac conditia (3.1) pentru k& = 4. Ajungem, dupa efectuarea unor
calcule care cer mai multa rabdare, la concluzia ca a, b, ¢, d trebuie sa verifice
ecuatia
a?+2bc+d>=0,

11



. bé//ﬂ?///f//f/ /f

care admite o infinitate de solutii de forma
a=1,b=—-2u>-2u—1,c=1,d=2u+1,ueR, (4.3)
o infinitate de solutii de forma
a=2,b=—-2u>—-2c=1,d=u, ueR, (4.4)
si o infinitate de solutii de forma
a=3,b=—-10u>-2u—1,¢=5d=10u+1, u € R. (4.5)

Este usor de vazut cd functia g din Problemele 10 si 12 se obtine din (4.3)
pentru u = —2, in timp ce functia g din Problema 11 se obtine din (4.5) pentru
u = 0. Folosind acum (4.3)-(4.5), putem obtine oricite probleme de tipul
problemelor 10 gi 12. Ne multumim sa enuntam una singura.

13. Determinati functiile f : R\ {—3,—1,1} — R pentru care
x—5H —x—5 -3z -5
-9 —— ] = 2011 4.
f(x)+f<x+3)+f<x+1)+f( x—1 ) 0L, (4.6)
vz e R\ {-3,—1,1}.

O problema din aceeasi familie, dar care cere mai putin decat Problema
1, este problema 0.28 din Revista de Matematica din Timigoara, nr. 1/1996,
pag. 23, avand urmatorul anunt.

14. Functia f: R\ {—1} — R wverifica relatia
1—=x

2f(x)_f<l-|-x

Verificti ca f(0) + f(1) =1 si determinati f(1/2).

> =z, Yz e R\ {-1}. (4.7

Incheiem aceastd lucrare propunandu-i cititorului una dintre cele mai com-
plexe probleme din clasa de probleme tratate pana acum, cu scopul de a-i sugera
reabordarea celorlate probleme parcurse pana acum din aceasta noud perspec-
tivd, si anume Problema 1, clasa a IX-a, propusa de D. Barac la Concursul
interjudetean ”Gh. Lazar” din 2009, vezi Gazeta Matematicd nr. 6/2009, pag.
284.

15. Fie F mulfimea solutiilor ecuatiei functionale

2f(3—2x)+f<3;x) = 2. (4.8)

a) Ardtafi ca F contine cel putin o functie bijectivd;

12
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b) Fie M = {4 ™+ 1:n € N}. Definim functia g, : R — R, datd prin
ga(x) = 0, pentru x € R\ M gi go(z) = (=2)"a, pentru x = 4™ +1€ M,
pentru orice a € R. Ardtafi ca

33—z

2003~ 20) + 9 (55

c¢) Ardtafi cd F contine o infinitate de elemente.

):O7Vx7a€R.

Pentru continuarea studiului ecuatiilor functionale, in cazul in care anumite
proprietati ale solutiilor - cum ar fi monotonia, existenta limitei, continuitatea,
derivabilitatea etc. - sunt esentiale pentru rezolvarea acestor ecuatii, trimitem
cititorul la monografia [7], precum i la capitolul 14 al cartii [2] ([3] este varianta
in limba englezi a acesteia).
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Inegalitati interesante si consecintele lor

D. M. Batinetu-Giurgiu si Nicolae Musuroia

Abstract. This article puts forward new relations concerning the elements of
a triangle, starting from several known inequalities.

In acest articol vom obtine relatii intre elementele unui triunghi, pornind de
la unele inegalitati cunoscute. Metoda este inspiratd din [3]. Speram ca rezul-
tatele obtinute au caracter de noutate. Evident, se pot folosi gi alte inegalitati
care pot fi prelucrate asemanator.

Propozitia 1. Dacd x,y,z € (0,00) si x +y + 2z = 1, atunci:
Ty yz zx
< -.
1+z+1+x+1+y_ 4

(Viorel Vijditu i Alexandru Zaharescu)

Demonstratie. Inegalitatea este echivalenta cu

xy Yz 2x <x+y+z.

1
x+y+2z+y+z+2x+z+x+2y_ 4 (1)

Avand 1n vedere inegalitatea < —+ —, dacd u,v € (0,00), rezulta:
u v

Ty _ xy <1( Ty zy)
r+y+2z (r+z2)+(y+z) " 4\zt+z y+z

si analoagele. Adunandu-le obtinem inegalitatea (1).

1
Egalitate avem atunci cand x =y = z = 3
Consecinta 1.1. In triunghiul ABC avem:
1 n 1 n 1 < 1

ala+2p)  bb+2p) c(c+2p) — 8Rr’

. a b
Demonstratie. In inegalitatea din Propozitia 1, luam x = 25 ¥ = 50

p p

c
z= o unde a, b, ¢ sunt laturile triunghiului ABC. Deci z+y+ 2z = 1. Atunci
p
Ty abc _ 2Rr

1+z 2pc(c+2p)  clc+2p)’
14
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deoarece abc = 4RS si S = p - r, notatiile fiind cele cunoscute.

Consecinta 1.2. In triunghiul ABC' are loc:

1 1 1
b+ ' crap-5 (@thp-o it
Demonstratie. In inegalitatea din Propozitia 1, punem x = ; a7 Y= p;b,
z= b= c.
Atunci
xy _ (p—a)(p-b) S° r’

1+z  p(2p—c) p’(p—c)a+d) (p—c)(a+b)

si analoagele. inlocuind7 obtinem inegalitatea ceruta, cu egalitate in triunghiul
echilateral.

Propozitia 2. Dacd x,y,z € (0,00) si x +y + 2z = 1, atunci

(1+;—Z> (1+%) (1+xiy> > 64. (I3])

Demonstratie. Avem:

R e B (R
Yz Yz Yz

Inegalitatea devine:
x + 2+ +222+1’2>64.’L'2 222.

In conditiile z,y,z € (0,00), obtinem: (x + y)(y + 2)(z + ) > 8zyz, adica
o inegalitate cunoscuta, care se obtine imediat, aplicand inegalitatea mediilor
pentru fiecare paranteza.

Consecinta 2.1. In triunghiul ABC

a® b? c?
— + — + — ) >
(1 2Rr> (1 2RT> (1 2Rr> 64,

egalitatea avand loc in cazul triunghiului echilateral.
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. a b
Demonstratie. In inegalitatea din Propozitia 2, luam x = 25 Yy = 5
p p
c
=5 unde a, b, ¢ sunt laturile triunghiului ABC'. Atunci
p
LA A
yz abc 2Rr
si analoagele.
Consecinta 2.2. In triunghiul ABC"
A B C
(1 + ctg? 7) (1 + ctg? 7) (1 + ctg? 7) > 64.
2 2 2
Loa : : s y p—a p—b
Demonstratie. In inegalitatea din Propozitia 2 luam x = LY = ,
p p
z= p—c ,deci z+y+ 2z =1. Atunci
p
z p(p—a) 2 A
14+ = =14t =1+4ctg® =
yz p—0)p—c)

si analoagele.

Observatie. Din inegalitatea de la Consecinta 2.2 obtinem imediat o cunos-
cuta inegalitate. In triunghiul ABC"

.A B . C 1
sin — -sin — -sin — < —.
2 2 2~ 8
Propozitia 3. Dacd z,y,z € (0,00) st zyz = 1, atunci:
T z
Y T (13))
y oz
. . . o r .y =z
Demonstratie. Inegalitatea este echivalenta cu 3 (f—i- -+ *) >3(x+y+2).
y oz

Atunci

3(§+y+3>:(2§+y>+(2
y 2w y 2 y
>3§/$j.+3\3/y2 Z g Zj.f
y
y3
=3 +3 +3 (x+y+2).

I
_|_
N
_|_
N
Lo
| &
_|_
| 8
~——
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Consecinta 3.1. In triunghiul ABC:

—+ -+ =>4 .
b ¢ a Rr
D tratie. In inegalitatea din P itia 3 ¢ b
emonstratie. In inegalitatea din Propozitia 3 punem z = , Y = ,
Vabe Vabe
c
2 = —=, unde a, b, ¢ sunt laturile triunghiului.
abc
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Semnificatii ale numarului 30

Costel Chitesg

Abstract. This paper is a homage to Marcel Tena, a brilliant romanian math-
ematician.

Este binecunoscut faptul ca numarul 30 are proprietatea remarcabila de
a fi cel mai mare numéar natural pentru care toate numerele naturale k astfel
incat 2 < k<30 si (k,30) =1 sunt numere prime.

Se observa cu usurintd ca si numerele 3,4,6,8,12, 18,24 au proprietatea
mentionata. Cel mai mare numar de acest tip este insa 30. Pentru a vedea o
demonstratie a acestui fapt in care nu se foloseste teorema lui Cebasev, invitam
cititorul sa consulte excelenta lucrare [1], in care se utilizeaza inegalitatea lui
H. Bonse:

pi+1 <pi1-p2-.."Pn
unde p,, inseamna cel de-al n-lea numar din sirul numerelor prime.

Anul 2011 a adaugat o semnificatie speciala prezentei numarului 30 in viata
matematica romaneasca, caci distinsul nostru coleg, domnul profesor Marcel
Tena, a implinit 30 de ani de activitate ca redactor la Gazeta Matematica,
seria B, ¢ 30 -2 de ani de viata. Despre matematicianul Marcel Tena, profesor
la Colegiul National ”Sfantul Sava” din Bucuresti si doctor in matematica, se
pot spune multe lucruri frumoase. O parte dintre acestea, cititorul le poate
vedea pe site-ul www.viitoriolimpici.ro.

Am avut privilegiul sa il cunosc pe domnul profesor inca din anii studentiei
mele, perioada in care redactorul Marcel Tena avea bunavointa sa discute des-
chis cu autorii, de orice varsta, pe marginea materialelor primite spre publicare.
Dupa rezolvari minutioase, facute cu rabdarea unui adevarat dascal pe tabla
din sala oferitda de Facultatea de Matematica redactiei Gazetei Matematice,
dupa comentarii atente si metodice asupra ideilor vehiculate, oricine isi poate
imagina bucuria pe care o simteam, student fiind, atunci cand domnul profesor
imi spunea ca problemele mele sunt publicabile, precizand chiar si numarul
revistei In care acestea urmau sa apard. Si nu beneficiam de un tratament
special, caci si alti colegi de-ai mei de atunci pasionati de matematica - mi-i
amintesc printre altii pe Marius Tucsnak, Cristian Voica si Bogdan Enescu -
au fost, In mod la fel de generos si sistematic, sprijiniti si incurajati.

Profesor fiind, l-am reintalnit pe domnul Marcel Tena la actiuni organi-
zate de Societatea de Matematica, pe vremea cand aceasta era condusa de
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regretatul academician N. V. Teodorescu. Am remarcat atunci eleganta rezul-
tatelor expuse si talentul pedagogic de care domnul profesor diadea dovada
prezentandu-le. Ca inspector, am asistat si la citeva ore de predare ale dom-
nului Tena, prilej cu care mi-am intarit convingerea ca elevii dansului sunt cu
adevarat privilegiati.

Tubitorii matematicii de toate varstele cunosc frumoasele sale articole si
probleme, publicate in paginile Gazetei Matematice sau fiacand parte dintre
subiectele multor concursuri si olimpiade scolare, precum si valoroasele carti
la care a fost autor si coautor. Doresc sa atrag atentia in mod special asupra
excelentei lucrari "Radacinile unitatii” [2], aparuta in anul 2005. Consider ca
aceasta este o carte care nu trebuie sa lipseasca din biblioteca niciunui viitor
intelectual de formatie stiintifica.

Ca parte a teoriei numerelor, radacinile unitatii au fost studiate de mari
matematicieni, Incepand cu J. L. Lagrange, L. Euler gi C. F. Gauss. Marele
Hilbert afirma: ”Teoria numerelor si teoria ecuatiilor lui Galois au radacinile
lor comune in teoria corpurilor algebrice gi aceasta teorie a corpurilor de numere
a devenit partea cea mai importanta a teoriei moderne a numerelor”.

Prezentarea exhaustiva si atractiva din primul capitol al lucrarii a pro-
prietatilor grupului ciclic (Uy,-) al r8dacinilor de ordinul n ale unitétii este o
excelenta abordare a unui grup finit important care merita sa fie studiat de
elevii de clasa a X-a, impreuna cu grupurile numerice infinite standard (Z, +),
(Q,+), (R, +) si (C,+). Mai mult, este de dorit ca aceste grupuri sa fie abor-
date de la inceput, chiar si implicit, agsa cum o si face domnul Marcel Tena,
din punct de vedere al structurii lor algebrice. S& nu ne ferim de termenii alge-
brici de grup, inel, corp. Proprietatile acestor structuri se retin usor si unitar
studiind exemplele remarcabile amintite mai inainte, iar cunoasterea lor face
mai accesibila o prima apropiere de algebra superioara. In plus, in manualele
germane de exemplu, corpul K este definit ca fiind o multime nevida inchisa
la cele patru operatii algebrice +, —, -, :, evident, prin evitarea Impartirii la
zero. De asemenea, determinarea radacinilor primitive ale unitatii este un bun
prilej pentru a introduce ordinul unui element al grupului multiplicativ al nu-
merelor complexe nenule, (C*, ), precum si teorema de caracterizare a acestuia,
folositoare chiar gi in clasa a X-a, la concursurile gcolare. Cel mai important
aspect 1l reprezinta necesitatea utilizarii primelor cunostinte despre polinoame
pentru un studiu cat mai amanuntit si riguros al notiunilor si proprietatilor
deja amintite. Asgezarea din ultimii ani a capitolului de polinoame la sfargitul
programei de clasa a XII-a si nu in clasa a X-a, la locul sau firesc, ne face pe noi
profesorii sa ne lovim deseori de dificultatea unei corecte abordari a materiei in
lipsa acestui instrument atat de puternic si de necesar. Multe dintre problemele
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date in clasa a X-a la concursurile gcolare agreate de Ministerul invé‘géméntului
fac apel la radacinile de ordinul n ale unitatii si la polinoamele asociate aces-
tora. Algoritmul lui Euclid, invatat pentru numere intregi si implementat apoi
la informatica, este un exemplu de tipar care poate fi aplicat cu usurinta pentru
aflarea celui mai mare divizor comun a dou& polinoame, fara ca acest lucru sa
ii suprasolicite pe elevii de clasa a X-a. Efortul de a il invita este pe deplin
justificat de foloasele aduse prin utilizarea acestuia si a teoremei Impartirii cu
rest a polinoamelor in atatea gi atatea probleme de analiza matematica si de
algebra, cu care elevii se Intalnesc cu mult inainte de introducerea lor oficiala de
la sfarsitul clasei a XII-a. Z, Q [X], R[X], C[X] sunt primele exemple de inele
euclidiene cu care elevii vin in contact, iar ei sunt in cagtig daca li se subliniaza
de la inceput analogiile dintre proprietatile operatiilor definite pe multimile
de numere si cele definite pe multimile de polinoame. Chiar daca programele
scolare au suferit modificari, noi profesorii care tinem la rigoare simtim nevoia
de a introduce si de a utiliza la timp aceste cunostinte care intervin continuu.
Si In acest sens, cartea domnului Marcel Tena este un instrument foarte elegant
si eficient.

Capitolul al doilea al lucrarii este orientat spre notiuni folositoare in con-
cursurile gcolare si este consacrat determinarii polinoamelor ciclotomice
D, (X)= Zel}g (X—%2), unde n>1 si P,={z€U,|ord(z)=n}.

n

Aici se demonstreaza relatia lui Dedekind:

YneN\ X" —1=1I®,(X)
d|n
gi frumoasa teoremi in care se aratd ireductibilitatea in inelul Z[X] a poli-
noamelor ciclotomice (Gauss, Dedekind). Sunt prezentate apoi metode de de-
terminare a coeficientilor acestor polinoame.

Capitolul al treilea contine aplicatii in aritmetica, unde se folosesc, printre
altele, numerele prime si legea reciprocitatii patratice. Pentru intelegerea aces-
tora, la sfargitul lucrarii s-a adaugat un Appendix, in care sunt prezentate si
notiuni speciale de algebra: subinelele lui C care au grupul unitatilor finit,
corpurile patratice privite ca subcorpuri ale unor corpuri ciclotomice, teorema
lui Wedderburn de comutativitate a corpurilor finite. Remarcam ca pana si re-
zolvarea unor probleme date la olimpiadele de informatica necesita cunoasterea
unora dintre aceste chestiuni teoretice.

Capitolul al patrulea al lucrarii este un argument in plus al utilitatii notiu-
nilor introduse anterior, caci cuprinde aplicatii ale lor in teoria constructiei cu
rigla si compasul a poligoanelor regulate. Aceasta teorie, mai complicata decat
pare, a aparut in antichitate si a fost dezvoltata peste ani de mari matemati-
cieni, printre care ii voi aminti pe C. F. Gauss gi F. von Lindemann.
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Nu in ultimul rand, fiecare capitol contine probleme frumoase, atent selec-
tate gi apoi complet rezolvate, care completeaza inspirat teoria.

De la primele pana la ultimele pagini, tratdnd in mod incitant acest grup
minor cu implicatii majore, cartea se recomanda tuturor prin rigoarea si dragos-
tea pentru matematica cu care a fost scrisd. Va mai agteptam, domnule profe-
sor, cu cat mai multe alte publicatii la fel de vii!

In numele tuturor iubitorilor matematicii, un cilduros ”La multi ani!”
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Despre o teorema a lui Frobenius

Dana Heuberger si Sorin Ulmeanu

Abstract. This paper presents some contest problems that can be solved using
Frobenius’s theorem concerning the rank of some matrices.

In acest articol vom evidentia utilitatea folosirii unei teoreme a lui Frobe-
nius mai putin vehiculata, dar extrem de puternica, in probleme de concurs in
care apare rangul produsului mai multor matrice.

Teorema 1. (Frobenius) Dacd A € M,, 1(C), B € My ,(C) 5i C € M, »(C,
atunci are loc inegalitatea:

rang (AB) + rang (BC) < rang (B) + rang (ABC).
O demonstratie a acestui rezultat apare in lucrarea [5].

Observatie. Daca in enuntul teoremei anterioare alegem k = p si B = I,
atunci obtinem enuntul teoremei lui Sylvester.

La faza finala a Olimpiadei de matematica din anul 2010, elevii de clasa a
XI-a au avut de rezolvat urmatoarea problema:

Problema 1. (M. Andronache) Fie matricele A, B,C € M, (R) astfel incdt
ABC =0, si rang(B) = 1. Ardtati cd AB = 0,, sau BC = 0,,.

Nu vom reproduce solutia din baremul oficial al concursului care, desi plina
de idei folositoare, este mai lunga, ci vom da o rezolvare folosind teorema de
mai sus.

Solutie. Aplicand inegalitatea lui Frobenius si folosind ipoteza, obtinem:
rang (AB)+rang (BC) < rang (B) +rang (ABC) = rang (B) +rang (0,) =1

Asadar rang (AB) + rang (BC) < 1, de unde, cum rangul unei matrice este
un numéar natural, deducem c& cel putin unul dintre numerele rang (AB) si
rang (BC') este egal cu zero, deci cel putin una din matricele AB si BC este
matricea nula. O

Observatie. Nu este obligatoriu ca matricele A, B,C sa fie patratice, ele
trebuind s& fie doar astfel incat sa aiba sens inmultirile de matrice AB, BC' si
ABC'. Coeficientii matricelor pot fi, evident, si numere complexe.

La faza finala a Olimpiadei de matematica din anul 2004, elevii de clasa a
XI-a au primit urmatoarea problema:
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Problema 2. (I. Savu) Ardtati cd pentru orice X,Y € M,,(C) avem

rang (XY) —rang (YX) < [%] .

Vom prezenta o generalizare a acestui rezultat.
Problema 3. (D. Heuberger, I. Savu)
(a) Daca A, B,C € M, (C), atunci

rang (ABC) —rang (BAC) < [%} ;

(b) Daca t € N*, Ay, As,... A € M, (C), sio €S, atunci
t—1)n
rang (A1Ay ... Ay) — rang (Ao-(l)Ao-(z) .. .Ag(t)) < {(%}

Solutie. (a) Folosind inegalitatea lui Sylvester, obtinem
rang (BAC) > rang (B)+rang (AC)—n > rang (A)+rang (B)+rang (C)—2n.
Deoarece rang (ABC') < rang (C), deducem:
k =rang (ABC) — rang (BAC) < 2n — (rang (A) + rang (B)) . (1)

Analog obtinem

k <2n — (rang (B) + rang (C)) (2)
si

k < 2n — (rang (C) + rang (A)) . (3)
Adunand inegalitatile (1), (2) si (3) obtinem

k<2n-— % (rang (A) + rang (B) + rang (C)) . 4)

Deoarece k < rang(ABC) < rang(A) si analog k < rang(B) si k < rang(C),
deducem

rang (A) + rang (B) + rang (C)
3 .

rang (A) + rang (B) +rang (C) _2n )
< 3 atunci nu avem ce demonstra.

k<

v

Daca

3
A B C 2
Daca rang (4) + rang)( ) + rang () > ?n’ folosind inegalitatea (4) de-
ducem
2 4 2
k<2n-— 3 (rang (A) + rang (B) + rang (C)) < 2n — ?n = ?n
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2n
Cum k € N, rezulta k < [?}

S& observam ci existd matrice A, B,C' € M,,(C), astfel incét

rang (ABC) — rang (BAC) = [Z—R} .

3
R 010 010
Intr-adevar, daca alegem matricele A = 1 00 , B= 0 0 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
siC = 0 1 0 |}, atunci ABC = 0 1 0 |, derang2 si BAC =
0 0 1 0 0 0
03, asadar rang (ABC) —rang (BAC) = 2.
Alegem matricele:
A 03 03 B 03 03
dy = | 05 A 0 By —| 0 B . 0s
03 03 ... A 03 03 ... B
C 03 ... O3
03 C ... 0 Asm  O3zm
O3m = 3 ? ) A3m+1 = ( 8 st )7
01,3m 0
03 03 ... C

01,3m 1,3m

oy

B3y O3m Csm Oz,
BSm+1:( 3 30’1 ), C3m+1:(03 30'1 ),
B3m+2:<

Azm O3 2 )

_ 3m O3m,2
A3m+2 B ( 02,37n A2 )

02,3

: _( Csm 03m,2> _(10) _(0 1)
si Csmya = ( Osam  Co , cu Ay = R By = 0 0
. 0 0
siCy = < 01 ) )
Avem
rang (A3mBSmCSm) —rang (BBmASmCBm) = 2m’

rang (Asm+1B3m+1C3m+1) — rang (Bsmt+1Asm+1Csmt1) = 2m,

si

rang (Asmy2B3m1203m12) — rang (Bsm12A43m+2C3my2) = 2m + 1.
(b) Generalizarea se demonstreazi pe aceeasi idee. |
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Observatie. Din enuntul Problemei 2 deducem c& V A, B,C € M,, (C),
rang (ABC) — rang (BCA) < [g] .

Aplicatia 1. (D. Heuberger, S. Ulmeanu) Fie matricele A,B,C € M,, (C)
astfel incat ABC = 0,.
(a) Sd se arate ca cel putin una dintre matricele A, B,C are rangul mai
2n
mic sau egal cu [?},
(b) Sa se arate ca cel putin una dintre matricele AB, BC si CA are

o ™
rangul mai mic sau egal cu {E}

Solutie. (a) Ca la Problema 3, folosind teorema lui Sylvester deducem
0 = rang (ABC) > rang (A) + rang (B) + rang (C) — 2n,
adica
rang (A) + rang (B) + rang (C) < 2n,
de unde rezulta concluzia.

(b) Din punctul precedent, avem ca cel putin una dintre matricele A, B, C

2n
are rangul mai mic sau egal cu [3} .

2
Daca rang (A) < {g}, din observatia de la Problema 3 obtinem:

rang (CAB) = rang (CAB) — rang (ABC) < g

Folosind teorema lui Frobenius, deducem:

rang (CA) +rang (AB) < rang (A) + rang (CAB) < n +2= 7—n

3 2 6
Rezulta ca cel putin una dintre matricele AB gi CA are rangul mai mic sau
™
Lew | 2],
egal cu | o5

2n
Daca rang (B) < [?}, din teorema lui Frobenius deducem

rang (AB) + rang (BC) < rang (B) + rang (ABC) = rang (B) < [Q?n} .

In acest caz, rezulti ci cel putin una dintre matricele AB gi BC are rangul

n
mai mic sau egal cu {g}
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2n

Daca rang (C) < [ 3 } , din aceeasi teorema deducem

rang (BCA) = rang (BCA) — rang (ABC) <

7

o3

rang (BC) + rang (CA) < rang (C) 4+ rang (BCA) < n + 2= m

3 72 67
si In acest caz, rezultd ca cel putin una dintre matricele BC si C A are rangul
™m
mai mic sau egal cu {E} O

Bibliografie

[1] R. A. Horn, C. R. Johnson, Analizd matriceald, Editura Theta, Bucuresti 2001

[2] V. A. Ilyin, E. G. Poznyak, Linear Algebra, Mir Publishers Moscow, 1986

[3] L. Mirski, An introduction to linear algebra, Oxford University Press, 1955

[4] V. Pop, Teoreme si probleme ce caracterizeazd rangul unei matrice, revista
” Argument” nr. 12/2010, 32-37

[5] V. Pop, Rangul sumei $i produsului a doud matrice, Gazeta Matematici nr.
7-8-9/2010, 351-359

Profesor, Colegiul National ”Gheorghe Sincai”, Baia Mare
Profesor, Colegiul National ”I. C. Bratianu”, Pitegti

26



. b//////ﬁ///f/// /j

O inegalitate propusa
pentru pregatirea lotului olimpic al Spaniei

Cristian Heuberger
Abstract. This article presents a problem which was proposed for the training

of the Spanish Olympic team.

Inegalitatea pe care o supun atentiei in acest articol este interesanta, atat
datorita dificultatii (cel putin aparente) dar si prin modul de solutionare care
conduce, dupa o oarecare simplificare a ei, si la obtinerea unei alte inegalitati
interesante si eventual la dezvoltarea de generalizari.

Asa dupa cum spune si titlul articolului, inegalitatea a facut parte dintr-
un set de probleme propuse spre rezolvare lotului Spaniei pentru Olimpiada
Internationala.

Problema. Consideram numerele reale strict pozitive a,b,c,d cu ¢ > d i
ad — be > 0. Atunci pentru orice numdr natural nenul n, are loc inegalitatea:

! ok n n \ C?
ﬁ aC»}; — bcﬁ an?+1 — bn2+1 i
- - > -
5 & = on on
1 c“n — dCn cntl — dn+t

ck ck
. R n atn — btn
Demonstratie. Notand P = k];[l (m

N . k
op- (S S (e
i) P= ] = ;
ket \ €O — dCn ko \ €Cn —dCn |
n—k n—k k kN N—k
n acn — an n acn — bcn
i) P = —— | = —— ;
( ) kl;[() cgfk _ dcg—k, kl;[() CC% o dci’q I
: k : —k
(iii) P? = ] OF ck | [1 CF OF =11 CF ck |
k=0 Cn — d n k=0 C-n — d n k=0 Ccn — d n

o =11 () ()
2V = — = — = .
iso \ cCf — dCx o \ ¢Cr — dCx
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Inegalitatea de demonstrat devine
f[ e N e N
k=0 Ccﬁ — dck B cn2:1 — dn2:’1

si de aici, evident
n o\ ntl
H aCh _pek . i —pr W
0 Cck — dck - Cn2:1 — dn+1 '

Inegalitatea (1) poate fi consideratd ea insisi o problema demnd de analizat.

a ¢
Din ad — bc > 0 i ¢ > d, rezulta — > P > 1 si vom nota cele doua rapoarte

supraunitare cu «, respectiv (.
Relatia (1) este echivalentd succesiv cu:

aCn — bCn anTT — bar
e )2l ==
o —d Ccnrl — dm
n Cr _Cn C k_ gck
| L
k=0 C'n+1 — dn+1
n bck

Ee0 an+1 — bn+1
n
A § Qe H
k=0 O7FT

::]:

bi SO ot d o ok 1
k=0 o n — k=0 n —
) < wh > - <ﬁf+l - 1>

2 k=0 NI =1 Y Fr k=0
br=o0 dk=0
n ck n ck
atn — 1 B n— 1
@H<w>>n<zn> (2)
k=0 \a7FT —1 ko \ BT —1

Vom considera functia f : (1, +00) — (0, 4+00),

i vom demonstra ca este crescatoare, ceea ce va demonstra relatia (2) si implicit
problema.
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Functia f este derivabila si

T
k=0 k=0 = or(2) g
n n 2" k
n Ck xcn 1 (a’;n+1 1) — n2+1 xn+1 1 (xcn — l)
= f(z) 7 =
k=0 (xck - 1) (:En+1 — 1)
n k. .CF_1 2" 21
S (OI) D) = = -
{L‘Cfb -1 n2-:1_1
k=0 €T

k=0
n Ch 1
= f(z)-2" 2r __ nil =
( ) =0 Z‘Cﬁ -1 rntl — 1
n Cn 1
= fa) 2" - L) = ()2 ()
o \ (227 —1 (@) =1
k
Daci notam 2" = u (cum z > 1 rezultd u > 1) si 2—2 = A, avem
n A 1 n A 1
k n+1 k
xT) = — — _
#(@) I;(w\k—l unil_1> kzzoukk—l Wi — 1

n
gi evident > Ay = 1.
k=0
Considerand functia 6 : (0,4+00) — R, 6(t) = 1 e demonstreaza
ut —
clasic faptul ca 6 este convexad. Atunci au loc relatiile:
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P ur — 1 k:0n+1 n+1
1 )
— (1 9<7)zn—|—1 IESE
(4 l)-0\ ) =+ )= = o

—

n )\k
T) = — >0,

rezultand ca f'(x) > 0, adicd f este crescatoare.

—_

Profesor, Colegiul National ”Gheorghe Sincai”, Baia Mare
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O generalizare a inegalitatii lui Young
Dorin Marghidanu

Abstract. The purpose of this note is to present a generalization for the discreet
form of Young’s inequality.

Scopul acestei note este prezentarea unei generalizari pentru forma dis-
cretd a inegalitatii lui Young, cu o demonstratie foarte scurta, via inegalitatea
ponderata a lui Jensen.

Ca o consecinta a inegalitatii generalizate a lui Young, deducem si inega-
litatea clasica a mediilor. Sunt de asemenea demonstrate doua proprietati de
echivalenta pentru inegalitati.

Este binecunoscutd inegalitatea lui Young, [1] — [4], [12], [13]:

pentru numerele reale a,b > 0 si p,q > 1, astfel incat —+ — =1, are loc
p q
relatia

1 1
a-b< =aP + = b, (Y)
p q

Cu ajutorul ei se compara produsul a doud numere cu o suma speciald a celor
doud numere (mai precis, cu o combinatie convexa de puteri a celor doud nu-
mere).

Prin aplicatiile sale, inegalitatea lui Young se dovedeste a fi poate cea mai
importanta dintre inegalitatile clasice. Din ea deriva inegalitatea mediilor si
inegalitatea lui Holder (iar din inegalitatea lui Holder rezultd inegalitatea lui
Minkowski).

Definitia 1. Numerele reale p,q > 1, pentru care —+ — = 1, se mai numesc si
P q

numere (Holder) — conjugate.

Observatia 1. Pentru numere (Hélder) — conjugate are loc urméatoarea echiva-
lenta: (p > 0)si(¢>0)< (p>1)si(¢>1), deoarece relatia din definitie se

mai scrie echivalent, ¢ = Ll’ ete.
p—

O extindere naturala a acestei definitii se impune prin urmatoarea,
Definitia 2. Numerele reale p1,po,...,p, > 1 se numesc (Holder)-conjugate,

1 1
daca i numai daca, prin definitie, avem —+ —+--- 4+ —=1.
pP1 P2 Pn
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O formulare fireasca si generala a inegalitatii lui Young este surprinsa in
urmatoarea

Propozitia 1 (inegalitatea lui Young generalizatd). Dacd a1, ag, - ..,a, > 0 si
P1,D2, .-, Pn > 1 sunt numere reale Hélder - conjugate, atunci,
. . . i p1 i b2 e i Pn
ap-ag - ... ap < a; + as” + + Qg (Yn)
Y41 P2 Pn
cu egalitate cand a1 = ag = -+ = ay.

Demonstratie. Utilizam inegalitatea ponderatd a lui Jensen pentru functii
concave.
Daca f: I C R — R este o functie concava, I - interval, atunci,

f <Z wkxk> > Zwkf(l‘k), wy > 0, Ik,zwkfﬂk el, Zwk =1 ()
k=1 k=1 k=1 k=1

Folosind concavitatea functiei logaritmice cu baza supraunitara b > 1 si inega-
litatea (J), in aranjarea

1 1 1
log pay -as ... a, = — log pal* + — log pab? +--- + — log pab"
b1 b2 n
1 1 1
<log y( oo+ ——at oot o an )
P1 D2 Pn
cu monotonia functie log,, se obtine inegalitatea din enunt,. |
Corolarul 1. Dacad aq,as,...,a, > 0, atunci
1
al-ag-...-angE(a?+a§+---+aﬁ). (1)
Demonstratie. Dacd in (Y,,) ludm p; = ps = -+ = p,, = n (evident, Hélder-
conjugate) se obtine inegalitatea din enunt. O

Daca in plus, in (1) ludm a; = /z;, i = 1,n, deducem:

Corolarul 2 (inegalitatea clasicd a mediilor).

1
“ml-x2~...-xn§E(xl—i—xg—i—...—&—xn), (M)
xla£2a"'7I7L20-

Numeroase alte demonstratii ale inegalitatii mediilor se gasesc in lucrarile:
(1], [4]-][11] si mai cu seama in [2] si [3].
Putem obtine ceva mai general,
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Propozitia 2 (inegalitatea ponderatd a mediilor). Dacd x1,22,..., &y > 0 i
0<q1,q2,...,qn <1, astfel incat g1 + g2+ - -+ + g, = 1, atunci

x?l . .’L’g2 . 'JL‘;IL" < qx1+q@r2+ -+ gy (Mp)

Demonstratie. inlocuind in inegalitatea lui Young generalizata:

q1 q2 q : 1 1 1
A1 I=T1, A2 =Ty ..., A =T §1 —I=(q1, —=(q2,...,— = (n
b1 D2 Pn
(&P =1Lpege =1,...,pnqn = 1), (2)
obtinem:

q1 q2 qn 1 q1\p1 1 q92\p2 1 qn \Pn

2t - xy’ e < — (@) A+ — (@) 4+ — (2)
D1 D2 Pn

= Q%1+ @2+ + qnn.
In fapt, obtinem ceva mai mult:

Corolarul 3. Inegalitatea generalizatda a lui Young si inegalitatea ponderatd a
mediilor sunt echivalente (in sensul cd fiecare o implicd pe cealaltd).

Demonstratie. Prin demonstratia Propozitiei 2 am demonstrat de fapt impli-
catia

Inegalitatea generalizata a lui Young implica inegalitatea ponderata a medi-
ilor.
Cu aceleagi substitutii (2) se demonstreaza foarte usor gi implicatia contrara.

Oricat ar parea de curios, pentru ci in mod evident (V) este un caz par-
ticular al relatiei (Y},), avem din punct de vedere logic

Propozitia 3 (de echivalenta a inegalitatilor lui Young: clasica si generalizata).
Inegalitatile (V) si (Yy) sunt echivalente.

Demonstratie. Raméane de demonstrat ca (Y2) implicd (Y;,). Vom proceda
prin inductie dupd n € N, n > 2. Presupunem ci inegalitatea (Y}) are loc
pentru k < n — 1 i vom demonstra ca are loc si (Y;,).

Preliminar, sa observam ca in ipoteza ca p1, pa, . . . , Py sunt numere Holder
1 1 1
— conjugate, exista g € R*, astfel incat—+ — + -+ + = —, (mai precis
pP1 P2 Pn-1 q

n
conjugate. De asemenea, daca mai consideram urmatoarele n — 1 numere
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-1 ..
Ty = —, Ty = — ] = T, atunci §i r1,72,...,7,—1 sunt numere

Holder — conjugate, deoarece

1 1 1 1 1 1
— 4+ — 4+ :q(7+7+._,_~_ ):1,

T1 T2 T'n—1 p1 P2 Pn—-1
Cu aceste preparative, avem:
(Y2) 1 1
ay-ag-...-ap=1(a1-az-...-ap_1)a, < E(ayag-...-an,l)q—i——aﬁ"
n
1 1
za(a'f-agm..-aghl)—i-ljaﬁ"
n
(Ynfl) 1 1 1 1
< N aq T1 + - + aq Tn—1 + _ apn
s L n (ai) — (an_1) o
1 1 1 _ 1
= —a' + —a? + o+ ——apy b,
D1 b2 Pn—1 Pn

ceea ce Incheie complet demonstratia prin inductie.

Observatia 2. In acelagi spirit de echivalenta intre cazul n = 2 si cazul general,
exista, sau se pot da demonstratii si in cazul inegalitatii mediilor (M), mediilor
ponderate (M,), sau a inegalitatii lui Jensen (J).

In [10] se dau si alte utilizari si aplicatii ale inegalitatii lui Young genera-
lizate.
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Teorema Cantor-Bernstein gi aplicatii

Liviu Ornea

Abstract. This is a vulgarisation paper presenting an elementary proof of the
celebrated Cantor-Bernstein’s theorem, and several applications in set theory and
geometry.

Rezultatul despre care va fi vorba mai jos este unul extrem de elementar
(in sensul de nesofisticat, direct) si exprima proprietiti fundamentale ale celor
mai simple obiecte matematice. A fost formulat de Georg Cantor in primul
sau articol de teoria multimilor. Demonstratia pe care o prezint nu este nici ea
complicata, poate fi ugor inteleasa la nivel de liceu — dar e foarte ingenioasa:
devine simpla abia dupa ce i-ai vazut ideea. Rezultatul in sine poate parea
arid. Sper, totusi, ca macar una dintre aplicatii sa starneasca interesul, daca
nu gi zambetul.

Acest articol nu are pretentii de originalitate. Trebuie luat ca unul de
popularizare. Vreau doar sa semnalez un rezultat important si frumos (dupa
criteriile mele, desigur) si o aplicatie cel putin neasgteptatd, in speranta des-
chiderii apetitului pentru viitoare lecturi.

1. Rezultatul principal

Asa cum toata lumea stie, daca doua numere reale verificd simultan ine-
galitatile a < b i b < a, atunci ele sint egale: a = b. Incercand si extindi
relatia de ordine la multimi (ca si poatd spuni cind e o multime infinitd mai
mare decat altd multime infinitd), Cantor definegte A < B prin existenta unei
functii injective f : A — B. Cu alte cuvinte, A < B daca A e in bijectie cu o
submultime a lui B, anume f(A). Definitie absolut naturala! Dar a definit o
relatie de ordine, sau nu? Pentru a avea o relatie de ordine, era nevoie ca din
A < Bsi B < Asarezulte - nul, nu cd A = B, ar fi fost sa ceara prea mult, ci
existenta unei bijectii intre A si B'. Lucrul nu e defel evident si face obiectul
teoremei care da titlul articolului. Anume:

IDe fapt, am trisat un pic. Relatia de ordine nu e intre multimi, ci intre cardinalele lor.
Cardinalul lui A e, prin definitie, clasa de echivalenta a tuturor multimilor in bijectie cu A.
Cu alte cuvinte, toate multimile in bijectie cu A, deci la fel de bogate, de mari, sunt privite
ca echivalente si se alege una, arbitrar, care le reprezinta pe toate; acesta e cardinalul, notat

| Al
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Teorema 1.1. Fie A si B doud mulfimi arbitrare. Dacd exista injectiile
f:A— Bgsig: B— A, atunci existd o bijectie intre A si B.

Se pare ca rezultatul ar fi fost demonstrat initial, dar nepublicat, de Dedekind;
enuntat in 1895 de Cantor; demonstrat gresit de Schroder in 1896; demonstrat
in 1897 de Bernstein, student al lui Cantor; redemonstrat de Dedekind in 1897;
pentru ca, in fine, demonstratia lui Bernstein sa fie publicata de Borel in cartea
sa din 1898 (vezi [6], [3]). Alte demonstratii au fost produse de Peano, Konig,
Zermelo.

Voi demonstra, de fapt, o forma ceva mai tare a teoremei, datoratéa, conform
[3], lui Banach si care va fi utild in aplicatii.

Teorema 1.2. Fie A si B doud mullimi arbitrare si f : A — B, g: B — A
functii injective. Atunci existd partitiile A = A1 U Ay st B = By U Bs astfel
mncit f(Al) = Bl §Z g(BQ) = AQ.

Cum f si g sunt bijectii pe imagini, e clar ca, daca punem

h:{f pe Ay

gt pe A

obtinem functia bijectiva de la A la B prescrisa de enuntul initial.

Demonstratia pe care o prezint se giseste in [1] (vezi gi [4]). Putem pre-
supune de la inceput ci A gi B sunt disjuncte (daci nu sunt, le vopsim, adica
le inlocuim, de exemplu, cu A x {0} si B x {1}). Acum privim reuniunea AU B
si spunem cid x € AU B e parintele luiy € AUB dacd x € Asi f(x) =y, sau
dacd x € B si g(z) = y. Verificati ca fiecare punct din A U B are cel mult un
parinte (veti folosi faptul cd A si B sunt disjuncte etc.) Sa observam c&, daca
y € B\ f(A) sauy € A\ g(B), el nu are parinte — e orfan.

Plecind cu un y fixat, putem sa-i formam lantul stramosilor. Anume, daca
x e parintele lui, consideram eventualul parinte al lui x si continuam pina cand
nimerim peste un orfan. Astfel, lantul stramosilor poate fi vid (daca y insusi
era orfan), finit, sau infinit.

Fie acum Agg, respectiv Aggy1, respectiv Ao, multimea punctelor din A
care au un numar par de stramosi, respectiv un numar impar, respectiv o
infinitate de stramosi. Evident, cele trei multimi sunt disjuncte si epuizeaza A,
deci formeaza o partitie a lui A. Similar se partitioneaza B.

E usor de verificat acum (dar verificati, n-o luati de bun4, incercati sa faceti
si o diagramal) ca:

o f(Ax) = B si f(A2r) = Bogg1;
¢ §(Bso) = Ao si g(Bar) = Aogy1.
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Acum suntem gata. Punem A; = Ao U Ao, Ag = Agg11 si B1 = Bogy1 U Bo,
Bs = By, si avem partitiile dorite. O
Observatia 1.3. (i) Demonstratia aceasta nu folosegte azioma alegerii (Can-
tor insugi o viizuse ca o consecintd a acestei axiome). Este un fapt a carui
importanta va deveni limpede pe masura ce veti avansa in studiul matematicii.
Totusi, e un exemplu tipic de demonstratie de existenta: aratam ca ceva exista,
dar nu avem un algoritm pentru a face constructia efectiva.

(#1) Exista i alte demonstratii (chiar faptul c& un enunt, atat de simplu, in
aparenta, a captat atentia intr-atat incat sa primeasca mai multe demonstratii
constituie un indiciu indirect asupra importantei sale). De exemplu, o demon-
stratie destul de intuitiva foloseste grafuri infinite bipartite (o gasiti in orice
carte serioasa de grafuri), o alta foloseste latice si o teorema de punct fix a lui
Tarski etc.

Exercitiul 1.4. Aratati ca daca intre doud multimi nevide existd o functie
injectiva si una surjectiva, atunci exista gi una bijectiva.

Indicatie: Fie A, B multimile, f injectivd, f’ surjectiva. Pentru orice b € B
existd a € A cu f'(ap) = b. Alegem cite un asemenea ap (aici se folosegte
axioma alegerii) si definim g(b) = ap. Acum aritati ca g e injectiva.

2. Aplicatii

Exemplul 2.1. Sa aratam ca existd o bijectie Intre N gi Z. Construim
f:N—=Z, f(n) =n. E, evident, injectiva. Construim ¢ : Z — N prin
2z daca z>0
9(z) = y
—2z+4+1 daca z<0.

Cum si ¢ e injectiva, suntem gata.
Exercitiul 2.2. Folositi rezultatul anterior ca sa aratati ca N gi N x N sunt in
bijectie.
Exercitiul 2.3. Aratati ca
( 20.3b daca x =
flay=< 1 daca =z =
2¢.3%.7 daci r=—7 si a,beN*

>0 si abeN*

—ole

e o injectie de la Q la N gi deduceti cd existd o bijectie intre N gi Q (adica
multimea @Q e numarabild). Acest lucru poate fi aritat i prin procedeul di-
agonal al lui Cantor, dar e instructiv s vedem si cum decurge din Cantor-
Bernstein.
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Exemplul 2.4. Mai elaborat. Fie A = [0, 1] si B = P(N) (multimea submulti-
milor multimii numerelor naturale). Vi se pare evident c& A si B sint la fel de
bogate? Tata ca sunt.

Definim f : A — B prin f(0) = 0, f(1) = B si, dacd z € (0,1) are
descompunerea binara 0,ajas...a, (aici, dacd x = 0,0111..., consideram
z=0,1), punem f(x) ={n € N|a, = 1}.

Reciproc, definim g : B — A prin g(@) = 0 si, pentru un C' C N nevid,
punem ¢g(C) = 0,a; ...a, (scriere zecimald de data asta) unde a; = 1 sau 0
dupéd cum i € C sau i & C.

Va ramane sa aratati ca f si g sunt injective...

Cum [0, 1] e in bijectie cu R (prin tangenta, de exemplu), rezultd cd R e in
bijectie cu P(N) si deci (demonstrati!) R e nenumarabila.

Exemplul 2.5. (Dupi [4].) Reamintesc c& o omotetie a planului e o transfor-
mare definitd de un punct fix O (centrul) si de un scalar pozitiv? k > 0 (rapor-

tul), astfel ca fiecare punct M e dus intr-un M’ cu proprietatea OM’' = KOM.
E usor de vazut ca omotetiile sunt functii bijective. Omotetiile cu raport
supraunitar dilata lungimile, cele cu raport subunitar le contracta. De exem-
plu, orice doua cercuri concentrice sunt omotetice, orice doua cercuri exterioare
de raze neegale sunt omotetice (centrul in punctul de intersectie al tangentelor
exterioare), la fel orice doud patrate exterioare cu laturi paralele si neegale,
o paraleld la o laturd a unui triunghi produce doud triunghiuri omotetice (cu
centrul in vi rful opus) etc. Dar, evident, orice figura plana, oricat de neregu-
lata poate fi transformata printr-o omotetie. Pentru o introducere elementara,
vedeti, de exemplu, [5].

Voi numi doua multimi A, B 2-omotetice daca ele se pot partitiona A =
A1 U Ay, B = By U By in aga fel incdt A; e omotetic cu B;, i« = 1,2 (prin
omotetii, In general, diferite).

Un exemplu banal (trebuie avut grija ca, pentru multimea A, baza triun-
ghiului s& nu fie considerata, in caz contrar nemaifiind vorba despre o partitie):

4 AN

2De fapt, se poate lucra si cu rapoarte negative, caz in care omotetia schimba orientarea.
Dar prefer sa lucrez in cazul acesta, mai restrictiv.
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Si unul mai putin banal in care nu am mai pus in evidentd partitiile (pentru

cd nu le cunosc!):
A
B

In fine, un exemplu deloc evident:

55 £

Ce au in comun ultimele doua exemple? De unde am stiut cad multimile acelea
ciudate sint 2-omotetice? Raspunsul vine In propozitia care urmeaza, a carei
demonstratie se bazeaza pe teorema Cantor-Bernstein:

Propozitia 2.6. Doud submulfimi ale planului sint 2-omotetice dacd ambele
sint:

(i) marginite (adicd fiecare poate fi inclusd in interiorul unui cerc) gi

(it) fiecare congine cel pulin un disc plin (oricit de mic).

Demonstratie. Fie A, B submultimile considerate si fie C' un disc plin continut
in A. Cum B e marginita, marind suficient raza lui C' ajungem la un cerc D
care contine B in interior. Evident, D e omotetic cu C, printr-o omotetie de
raport supraunitar gi inversa acestei omotetii e o omotetie de raport subunitar
(o contractie) care va aplica injectiv (pentru cd omotetiile sunt bijective) B in
A (de fapt, chiar in cercul C'). Am construit deci o injectie de la B in A. La
fel, plecand cu un disc plin din B, construim o injectie de la A in B. Acum mai
avem doar de aplicat teorema Cantor-Bernstein in forma mai tare demonstrata
mai sus. ]
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Observatia 2.7. Enuntul nu precizeaza ca fiecare submultime contine un
singur disc plin. Pot fi mai multe. Aplicatiile injective pe care le construim de-
pind de alegerea discului plin si de alegerea raportului supraunitar al omotetiei
initiale. E clar ca solutia nu e constructiva: stim ca cele doua submultimi sunt
2-omotetice, dar nu putem identifica partitiile.

E de notat gi ca cele doua submultimi pot fi neconexe, pot avea orice forma:
enuntul e extrem de general. In plus, primul exemplu arata ca a doua conditie
din enunt nu este necesari).

Inci ceva. O omotetie duce drepte in drepte, cercuri in cercuri gi, in gene-
ral, nu schimba forma figurilor. Cum in exemplul al treilea A nu contine
nici un segment, intelegem ca partitia lui B nu poate sa contina segmente.
Trebuie ca arata foarte ciudat aceste partitii, ingloband puncte din parti foarte
distantate ale submultimilor, puncte necontigue (de fapt, A; si B; pot fi chiar
nemasurabile).

Pe de alta parte, notiunea si problema se inscriu intr-o clasa foarte larga de
probleme de decompozabilitate, dintre care cea mai faimoasa ramine paradozul
Banach—Tarski, [2].
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Aritmetica la casierie

Vasile Pop

Abstract. This article is meant to pled for the beauty and the elegance of
arithmetic reasoning.

Suntem tentati sd credem ca Aritmetica, prima stiinta matematica pe care
o studiem In gcoala, este o materie de gradinitd care ne invata doar operatiile
elementare (tabla inmultirii). Daca la orice varsta si de pe orice pozitie profe-
sionald reluiim cateva probleme de matematicd (eventual pentru copiii nogtri)
ne dam seama cat de mult ne-am insgelat si ca de fapt, alaturi de geometrie,
aritmetica contribuie determinant la dezvoltarea capacitatilor intelectuale de
la cea mai frageda varsta.

In argumentarea pledoariei mele pentru aritmetica am ales doua probleme
”din folclor” (care s-ar putea si tenteze si pentru ca este vorba de bani).

16. O casierd are 1000 de lei si 10 plicuri. Cum distribuie ea banii in
plicuri astfel ca, dacd un angajat vine i cere o sumd (intreaga) de la 1 la 1000
lei, casiera sa i poatd plati suma fara sa mai scoatd banii din plicuri.

17. O casiera are doar bancnote de 3 si 10 dinari. Sa se arate cd ea poate
da sume oricat de mari. Care este cea mai mare sumd pe care ea nu o poate
da?

Analiza si solutia problemei 1

Daca in plicurile Py, Ps, . .., Pjg punem sumele S7,Ss, . .., S1g si deci pentru
completarea sumei cerute S sunt necesare plicurile P, P;,,..., P, (S =S;, +
Si,+-+++S;, ), atunci fiecare plic folosit este luat (o datd) si fiecare plic nefolosit
este luat de zero ori, deci ele se diferentiaza prin ”valoarea de folosire” 1 sau 0.
Acest rationament ne conduce la a gandi sumele in baza 2 in care avem doar
simbolurile 0 si 1. Observam ca 2!° = 1024 > 1000, deci orice numar de la 1 la
1023 poate fi scris in baza 10 cu cel mult 10 cifre. Repartitia normala a 1023 lei
in 10 plicuri ar fi: S1 =1, S5 =2, 53 =4, 54, =8, S5 = 16, Sg = 32, S7 = 64,
Sg = 128, Sy = 256, S1p = 512, dar noi nu avem decat 1000 lei gi atunci o sa
pastram repartitia in primele 9 plicuri iar in ultimul plic punem suma ramasa
512 — 23 = 489 lei= S,.
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Daca angajatul are de luat o suma S < 511 ne folosim de primele 9 plicuri:
scriem suma In baza 2 gi 1i dam plicurile corespunzatoare pozitiilor pe care
apare 1.

Exemplul 1. § =365 = 1011011015 = S1 4+ S3 + Sy + S¢ + S7 + 59, deci dam
plicurile Pl, Pg, P47 PG, P7 §i Pg.

Daca angajatul are de primit o suma S > 512, atunci casiera 1i da plicul
Pig cu 489 lei si din celelalte 9 plicuri are de dat o suma S’ = S — 489 < 511,
pe care o putem completa ca in primul caz.

Exemplul 2. S = 854, S = 489 + §', cu S’ = 365 si atunci tinand cont de
exemplul 1, avem S = 57 + S35+ 5S4+ S5+ 57 + .59 + S10.

Observatie. Pentru a da orice suma < 2000 lei, avem nevoie de 11 plicuri, iar
pentru o suma de < 4000 lei avem nevoie de 12 plicuri. g

Analiza si solutia problemei 2

Sumele pe care le poate plati casiera doar din bancnote de 3 si 10 dinari
sunt de forma S = 3z + 10y, cu z,y € N, pentru care se dau x bancnote de 3
si y bancnote de 10.

Observam ca cel mai mic numéar pozitiv de aceasta forma este S; = 3,
3=3-1410-0. Si acum o observatie esentiala este ca, daca putem sa acordam
o sumi S, atunci putem acorda si suma S+ 3 (adiugand inca o bancnotd de 3).
Din acest rationament rezulta ca, daca gasim trei sume consecutive care pot
fi date, atunci toate sumele mai mari pot fi date (addgand la fiecare din cele
trei consecutive un numir de bancnote de 3). Astfel daca interpretdm acum
enuntul, problema cere si gdsim un numér (maxim) N care nu poate fi scris
sub forma 3z + 10y, x,y € N, iar numerele N + 1, N + 2 gi N + 3 se pot scrie
sub aceasta forma.

Prin cateva incercari gasim 18 = 3-6+10-0, 19 = 3-3+10-0, 20 = 3-0+2-10.
Ar&tadm ci nu existd x,y € N astfel ca 17 = 3z + 10y. evident ca y € {0,1}.

Daca y = 0, 3x = 17 nu are solutie in N.

Daca y = 1, 3x = 7 nu are solutie in N.

Astfel ca N = 17 este numarul cautat.

Observatie. O consecinta a algoritmului lui Euclid de determinare a celui
mai mare divizor comun a dou& numere naturale a, b este ci, dacd (a,b) = d,
atunci exista z,y € Z astfel cad =a-xz+b-y. In plus, multimea Zqp =
{ax+by|z,y € Z} ={d-k|k € Z} = d-Z, iar cel mai mic numér pozitiv care
poate fi reprezentat ca o combinatie liniara intreaga de a si b este d. In cazul
in care a si b sunt relativ prime, atunci orice numéar natural n poate fi scris ca
o combinatie intreaga de agib: a-x+b-y, x,y € Z.
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O problema derivata din aceste rezultate este: care sunt numerele natu-
rale n care pot fi reprezentate ca o combinatie liniara cu coeficienti naturali ai
numerelor a gi b (relativ prime).

Mai precis, daca (a,b) = 1, atunci Z,, = {az + by|z,y € Z} = Z si se
cere Ngp = {ax + by | z,y € N}. In cazul nostru am aritat ci n € N3 10 pentru
orice n > 18. Se poate vedea ca din multimea {1,2,...,17} doar 9 numere nu
pot fi scrise sub forma 3z + 10y, z,y € N. O

In final propun elevilor foarte buni de la Colegiul ”Gh. Sincai” din Baia
Mare doua probleme legate de cele prezentate, probleme ale caror solutii le veti
putea gasi in numarul urmator al revistei ” Argument”.

18. La curtea regelui Merlin urma sa se desfasoare un mare ospdt, pentru
care se cumpdrd din regatul vecin 1000 sticle de vin. Regele afld ca una din
sticle a fost inlocuitd cu o sticld ce confinea o otravd extrem de puternicd (o
singurd picaturd este mortald). Pentru cd nu mai este timp pentru procurarea
altus vin, trebuie gasita sticla cu otrava. Sfetnicul regelui il sfatuieste sa testeze
vinul din sticle pe cei 10 hoti care erau condamnati la moarte, dandu-le fiecaruia
cdte un pahar de vin (amestecat din unele sticle). Cum se poate gdsi sticla cu

otravd dacd pand la ospat mai sunt trei ore $i otrava isi face efectul in trei ore?

19. Fie a,b numere naturale relativ prime. Sa se arate ca cel mai mare
numdr natural care nu poate fi scris sub forma a-x +b-y cu x,y € N este

N=ab—a—b.
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Tabara de matematica,
Baia Mare, 29.01.2011 - 02.02.2011

Gheorghe Maiorescu si Nicolae Musuroia

La a XIII-a editie a taberei judetene de matematica - sectiunea liceu, or-
ganizata in acest an la Colegiul National " Gheorghe Sincai”, au participat 125
de elevi.

Cursurile au fost sustinute de urmatorii profesori:

Bojor Florin, Boroica Gheorghe, Farcas Natalia, Heuberger Cristian, Heuberger
Dana, Musuroia Nicolae, Petrutiu Crina — Colegiul National ” Gheorghe Sincai”,
Boroica Gabriela, Covaciu Traian, Darolti Erika, Sfara Gheorghe, Zlamparet
Horia — Colegiul National ” Vasile Lucaciu”, Friedrich Gabriela, Horge Daniel,
Temian Gavril — Colegiul Economic ”Nicolae Titulescu”, Longaver Ludovic
— Liceul Teoretic "Nemeth Laszlo”, Maiorescu Gheorghe, Podina Camelia —
Liceul Teoretic ”Emil Racovitd”, Rambu Gheorghe, Vilad Vasile — matemati-
cieni, Pop Adrian — Colegiul Tehnic ” Transilvania”.

Prezentam in continuare subiectele testului final si lista premiantilor taberei
de la liceu.

Clasa a IX-a

1. Pentru a € R, se considera ecuatia
[2%] + alz] +a® —1 =0,

unde [z] reprezintd partea intreagd a lui « € R.
a) Sa se rezolve ecuatia daca a = 0.
b) Sa se rezolve ecuatia pentru a € R oarecare.

(Dana Heuberger)
2. Se considera functia f: R — R, astfel incat
Ve eR, f(x) =z f(1-{z})

si
nn+1)

VneN, > f(k)= 5
k=1

3
a) S& se calculeze f(i)’
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b) Sa se arate c&d Vz € Z, f(x) = x;
¢) S& se determine functia f.

(Gheorghe Gherasin, Argument 12/2010)

3. Se considera triunghiul ABC si D, E, F' punctele de intersectie ale
cercului inscris In triunghi cu laturile BC, AC', AB. Notam BC = a, AC = b,

a+b+c
AB=csip= — Sa se arate ca:

a) AF =p—a;
b) AF + BD + CE=T & triunghiul ABC este echilateral.

(Dana Heuberger)

Test selectat de: prof. Dana Heuberger

Clasa a X-a

1. Se considera numerele complexe distincte z1, 2o, z3 care verifica relatiile
|z1] = |za| = 23| =1 si 21 +22+2z =1

1
a) S& se demonstreze cd z; = —, i =1, 3;

25
b) Daci a = 212923, calculati modulul numarului a;
¢) Demonstrati ca z1, 2o, 23 sunt afixele varfurilor unui triunghi dreptunghic.

2. Se considera multimea de functii

F={f:R=>R|f(x+y)+ flz—y) =2(f(z) + f(y), Y,y €R}.
a) Demonstrati ci functia g € F, unde g : R — R, g(x) = 102?;
b) Daca functia h € F', demonstrati ca h(0) = 0;
¢)Demonstrati ca orice functie din F' nu este injectiva.
3. Fie a,b,c € (0,1). Demonstrati ca
3abc 3abc 3abc

log — °%PC
%8a ab+bc+ca+ 8t ab+bc+ca+ O6e ab+bec+ca —

Test selectat de: prof. Florin Bojor
prof. Nicolae Musuroia
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Clasa a XI-a
R 100
1. In multimea M;5(C) se considerd matricca A= 0 3 0
0 0 5

Y eM;(C)siY-A=AY, atunci existd a,b,c € C

a
astfel incat Y = | 0
0 0 ¢
b) Sa se determine numdarul de solutii X € Mj3(C) ale ecuatiei X" = A,
unde n este un numar natural nenul.
2. a) Sa se arate cd, dacd n este un numar natural, atunci (2 + \/g)n +

(2 — \/§>n este un numar natural par;

) sin((2+\/§)n7r)
b) Sa se calculeze lim = .
T (2 )

(N. Musuroia, Argument 2006)

c) Sa se arate ci exista cel putin 2011 siruri de forma (2, + ¥n - V3)n>1,
cu ,, Y, numere naturale nenule, astfel incat
_ sin ((mn + Yy - \/?;) 77)
lim = —.
oo Ln — Yn - \/g
3. Fie A C [0,00) sau A C (—00,0] o multime si @ > 0 un numar real.
Sa se determine functiile f : A — A cu proprietatea:

f(f(x)) +af(z)=(a+ 1)z, Vze A

Test selectat de: prof. Gheorghe Boroica

Clasa a XII-a

(((m+1)-z24+y+z=1

1
1. Se considera sistemul ¢ 2z + (m+2)-y+2z=2 ,unde m € R.
( 3r+3y+(m+3)-2=3
a) Sa se determine valorile lui m, astfel incat sistemul sa fie de tip Cramer

si pentru aceste valori sa se rezolve sistemul;
b) Sa se determine m pentru care sistemul este incompatibil;
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¢) Pentru m = 0, sa se afle solutiile sistemului pentru care expresia 2% +
y? + 2z este minima.

2. Se considera functia f: R — R, f(x) = e** — 1.

a) Sa se determine punctul in care tangenta la graficul functiei f este
paralela cu prima bisectoare;

1
b) Sa se arate ca valoarea minima a functiei f este 5(1 + In 2);
¢) Demonstrati c& f(z) >a-z+1,Vz eR < a=1.

0

3. In My(C) se considerd matricea A = (a:

{1, A}.
a) S& se afle cel mai mic n € N* astfel incat A™ = 2™ - Io;
b) S& se determine x € C astfel incat (G, -) si fie grup;
x

g
1+ det(A) "

—Ox) si multimea G =

1 n
¢) Pentru n determinat la a), sd se calculeze /
0

Test selectat de: prof. Cristian Heuberger
Premiantii
Clasa a IX-a

Excelenta. Bretan Alice (C. N. ”Gheorghe Sincai”).

Premiul I. Ofrim Adriana (C. N.”Gheorghe Sincai”), Visovan Adrian (C. N.
”Gheorghe Sincai”), Lupanescu Andreea (C. N. ”Gheorghe Sincai”).

Premiul al II-lea. Sava Bianca (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Trif Dan (C. N.
”Gheorghe Sincai”), Cosma Diana (C. N. ”Gheorghe Sincai”)

Premiul al I1I-lea. Rinja Daiana (C. N.” Gheorghe Sincai”), Andreicut Mara
(C. N. ”Gheorghe Sincai”), Tuga Ancufa (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Hadobas
Kinga (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Blaga Elisa (C. N.”Gheorghe Sincai”), Lup
Iulia (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Petrut Alexzandra (C. N. ” Gheorghe Sincai”),
Botoi Anca (C. N. ”?Gheorghe Sincai”), Costin Rozana (C. N. ”?Gheorghe
Sincai”), Nedelea Viad (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Rus Calin (C. N. ”Gheor-
ghe Sincai”), Conea Andrada (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Pop Flavia (C. N.
”Gheorghe Sincai”), Cozma Carlo (C. N.” Gheorghe Sincai”), ITustin Kevin (C.
N. ”Gheorghe Sincai”)
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Clasa a X-a

Excelenta. Petca Alexandra (C. N. ”Vasile Lucaciu”)
Premiul I. Suciu Viad (C. N. ”Vasile Lucaciu”)

Premiul al II-lea. Pop Adrian (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Pasca Viad (C.
N. ?Gheorghe Sincai”), Tartan Diana (C. N. ”Vasile Lucaciu”), Achim Adrian
(C. N. ?Gheorghe Sincai”), Boczor Carla (C. N. ”Vasile Lucaciu”), Dragomir
Vlad (C. N. ”Vasile Lucaciu”), Dragos Hanna (C. N.” Gheorghe Sincai”), Conti
Andrada (C. N. ”Gheorghe Sincai”)

Premiul al ITI-lea. Panici Andrei (C. N.”Gheorghe Sincai”), Pop Sergiu (C.
N. ”Gheorghe Sincai”), Vago Timeea (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Feier Florin
(C. N. ”Vasile Lucaciu”), Petrus Paul (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Pinte Dan
(C. N. ”"Gheorghe Sincai”), Mihale Tudor (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Topan
Teodora (C. N. ?Vasile Lucaciu”), Belu Andrei (C. N. ”Gheorghe Sincai”),
David Carla (C. N. ”Gheorghe Sincai”)

Clasa a XI-a

Excelentid. Petrovan Marius (C. N. ” Gheorghe Sincai”)

Premiul I. Todoran Denisa (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Rusznak Erik (C. N.
”Gheorghe Sincai”)

Premiul al II-lea. Iepan Cristian (C. N.”Vasile Lucaciu”), Kando Eniko (C.
N. ”?Gheorghe Sincai”), Lupan Andreea (C. N.” Gheorghe Sincai”), Pop Andrei
(C. N. ”Gheorghe Sincai”)

Premiul al ITI-lea. Mihalca Daniel (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Chis Diana
(C. N.”Gheorghe Sincai”), Pop Paul (C. N.” Gheorghe Sincai”), Balko Andreea
(C. N. ”Gheorghe Sincai”), Finatan Viad (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Vancea
Paula (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Iriciuc Iosif (C. N. ”Gheorghe Sincai”),
Ghisa Diana (C. N. ”Gheorghe Sincai”)

Clasa a XII-a

Excelenta. Horvat Mihaela (C. N. ” Gheorghe Sincai”)

Premiul I. Chihaia Cosmin (C. N. ”Vasile Lucaciu”), Gdind Alezandru (C.
N. ”Gheorghe Sincai”)

Premiul al II-lea. Radu Andrada (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Puscas Karla
(C. N. ”Gheorghe Sincai”), Albu Victor (C. N. ”Vasile Lucaciu”), Nacu loana
(C. N. ”?Gheorghe Sincai”), Pasca Ovidia (C. N. ”Vasile Lucaciu”)
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Premiul al ITI-lea. Marian Mircea (C. N.” Gheorghe Sincai”), Bodi Andreea
(C. N. ?Gheorghe Sincai”), Stefan Andrei (C. N.”Gheorghe Sincai”), Soporan
Andra (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Tamas Viad (C. N. ”Gheorghe Sincai”),
Ionutas Bogdan (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Ortan Calin (C. N. ”Gheorghe
Sincai”)

Clasa a XII-a M2

Premiul I. Vagrin Beatriz (C. E. ”Nicolae Titulescu”)

Premiul al II-lea. Bojte Tamas (L. T. "Emil Racovitd”), Vaida Adriana
(C. E. ”Nicolae Titulescu”)

Premiul al ITI-lea. Denut Rdazvan (C. E. ”Nicolae Titulescu”), Zan Andrada
(C. E. ”Nicolae Titulescu”)

Profesor, Liceul Teoretic ”Emil Racovita”, Baia Mare
Profesor, Colegiul National ”Gheorghe Sincai”, Baia Mare
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Scoala de vara - Tabara Judeteana de Excelenta

Gheorghe Boroica

In perioada 3 — 10 septembrie 2010, s-a desfagurat la Ocna Sugatag Scoala
de vara — Tabara Judeteana de Excelenta. Organizatorii acestei actiuni au
fost Inspectoratul Scolar al Judetului Maramures si Centrul Judetean pentru
Tineri Capabili de Performantd, Maramures, in parteneriat cu Consiliul Local
al municipiului Baia Mare, Federatia Sindicatelor Libere din Invitimant si
Filiala Maramureg a S.S.M.R.

La activitatile din tabara au participat elevii olimpici din Maramureg la
disciplinele matematica, fizica, chimie, astronomie si astrofizica.

Cursurile la disciplina matematica au fost sustinute de catre urmatorii profesori:

Bojor Florin, Boroica Gheorghe, Farcas Natalia, Heuberger Cristian, Heu-
berger Dana, Musuroia Nicolae — Colegiul National ” Gheorghe Sincai”, Boroica
Gabriela, Sfara Gheorghe — Colegiul National ”Vasile Lucaciu”, Bedeoan
Loredana, Giurgt Vasile, Tivadar Cornel, Tomoiaga Ioan — Colegiul National
"Dragos Voda”, Bretan Andrei — Scoala ”Nicolae lorga”, Mihali Marinela —
Grupul Scolar Borsa, Trif Margareta — Colegiul Economic ”Nicolae Titulescu”,
Ienutas Vasile — Scoala ” George Cogbuc”, Neaga Nadina — Scoala ”Dr. Victor
Babes”, Zetea Bogdan — Scoala ” George Cosbuc”.

Directorul taberei a fost profesorul Gheorghe Boroica de la Colegiul National
”Gheorghe Sincai”.

Prezentam in continuare subiectele testului final la matematica si lista
premiantilor la aceasta disciplina.

Clasa a VI-a

1. Suma a dou& numere naturale nenule a si b este de p ori mai mare

a
decat diferenta lor, p € N*\{1}. Stiind ca 3 este numar natural, determinati

numarul p.

2. Demonstrati cd dacd 17/(a+b+c) si 17/(5a+8b+3c¢), unde a, b, c € N,
atunci:
1) 17/(2a + 5b) si 17/(3a + 5¢);
21a + 15b + 25¢

i) fractia —————————— este reductibila.
1) fractia 194 + 250+ 15¢ este reductibila
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3. Sa se calculeze suma:

571+1 1 N 1 N 1
2 13 1-2-4 1-2-3-5 1-2-3-4-6
1
Tt o 32007 2008 - 2010

Test selectat de: prof. Mihali Marinela

Clasele a VII-a si a VIII-a

1. Se considerd multimea M = {1,2,3,...,n}, n € N*. Si se determine
numarul perechilor (A, B) care satisfac simultan conditiile:
AU B = M,
card (AN B) < 1.

2. Sa se rezolve in R ecuatia:
|:3.’L‘—7} n |:3£L'—5} bz +3

4 4 7

3. In triunghiul ABC se consideri indltimea CM, M € [AB], iar N este
simetricul punctului M fatad de BC. Paralela prin N la CM intersecteaza
BC in P gi AC in Q. Sa se demonstreze ca M(Q | AP daca si numai daca
[AB] = [AC].

Test selectat de: prof. Boroica Gabriela
Clasele a IX-a si a X-a

1. S& se determine termenul general al sirului (z,)p>1 definit prin z; =
a €Rsizpgg :xfl+4xn—|—2,Vn€N*.

2. Se considera multimea M = {1,2,3,...,n}, n € N*. Si se determine
numarul perechilor (A, B) care satisfac simultan conditiile:
AUB = M,
card (AN B) < 2.

3. Se considerd B un punct interior segmentului (AC). De aceeasi parte
a dreptei AC se construiesc patratele ABM N si BCEF. Sa se arate ca:
a) AF = MC; b) AM 1 FC.

Test selectat de: prof. Boroica Gabriela
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Clasa a XI-a
1. S& se determine matricea X € My (C), Tr(X) # —6, stiind cd X2 +
6X + 515 = Os.

2. S& se afle termenul general al girului (a,)n>1, unde a1 = 3, az = 6 si
Gn+t2 — 3apy1 + 2a, = —1,Vn € N*.

3. Fie A € My(R) astfel incat A*+1 = O, unde k € N*. Sa se arate ca:

1 1 o1 3 1 4\
Test selectat de: prof. Boroica Gheorghe

Clasa a XII-a

1. a) Se considerd grupul (G, *). S& se arate ca multimea
Z(G)={zeGlxxy=yx*z, Vy € G}

este subgrup al grupului G.
b) Fie a, b, ¢ trei numere intregi distincte si polinomul

f=(X+a)(X +0)(X +o)+1.

Sa se arate ca f este ireductibil peste Z.

2. Sa se calculeze integralele:
sinx + cos U
Smerase (),
a)/?)sinx—l-l()cos:z: o 2

1
b) | ———d d 0 i N*.
)/z(m"+2010) x, unde z € (0,00) sin €

3. Sa se arate ca nu exista nici o functie f : R — R care sia admita o
primitiva F astfel incat f(F(x)) =z, Vo € R.

Test selectat de: prof. Boroica Gheorghe
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Premiantii
Clasa a VI-a
Premiul I. Zelina Mihai (C. N. ”Vasile Lucaciu”)

Premiul al II-lea. Demeter Daniela (Sighetu Marmatiei), Ilies Andreea
(Sighetu Marmatiei)

Premiul al ITI-lea. Rednic Paul (C. N. ”Vasile Lucaciu”)
Clasa a VIII-a

Premiul I. Miclea Andrei (Scoala ”Nicolae Iorga”), Mihali Claudiu (Grupul
Scolar Borsa)

Premiul al IT-lea. Bud Cristian (Scoala ”Nicolae Iorga”), Cotan Paul (Scoala
”Nicolae Iorga”)

Premiul al ITI-lea. Stretea Roland (C. N. ”Vasile Lucaciu”), Petrus Andrei
(C. N. ”Vasile Lucaciu”)

Clasa a IX-a
Premiul I. Bretan Paula Alice (C. N. ”Gheorghe Sincai”)
Premiul al II-lea. Tiplea Tudor (C. N. ”Dragos Vod&d”)

Premiul al ITI-lea. Cantoni Nicholas (C. N. ”Dragog Voda”), Puicar Bogdan
(C. N. ”Dragog Voda”), Hotea Ciprian (C. N. ”Dragos Voda”), Ofrim Adriana
(C. N. ”Gheorghe Sincai”)

Clasa a X-a
Premiul I. Petca Alexandra (C. N. ”Vasile Lucaciu”)

Premiul al Il-lea. Feier Florin (C. N. ”Vasile Lucaciu”)

Clasa a XI-a

Premiul I. Todoran Denisa (C. N. ”Gheorghe Sincai”)
Premiul al II-lea. Petrovan Marius (C. N. ” Gheorghe Sincai”)
Clasa a XII-a

Premiul I. Crisan Viad (C. N. ”Vasile Lucaciu”), Horvat Mihaela (C. N.
”Gheorghe Sincai”)

Premiul al Il-lea. Radu Andrada (C. N. ”Gheorghe Sincai”)

Profesor, Colegiul National ”Gheorghe Sincai”
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Concursul ” Argument”
al Colegiului National ”Gheorghe Sincai”
Editia a II-a

In 6 noiembrie 2010 s-a desfagurat la Baia Mare cea de-a doua editie a Con-
cursului interjudetean de matematica ” Argument”. Organizatorii acestuia au
fost membrii catedrei de matematica a Colegiului National ”Gheorghe Sincai”
din localitate (director, profesor Toan Muresgan), in parteneriat cu Inspectoratul
Scolar Judetean Maramures (inspector de matematicd Gheorghe Maiorescu).
Cu aceasta ocazie a fost lansat cel de-al doisprezecelea numar al revistei ” Ar-
gument”, editat de Catedra de matematica a liceului gazda. Presedintele con-
cursului a fost si de acestd datd domnul profesor universitar doctor Vasile Pop,
de la Universitatea Tehnica din Cluj-Napoca. La concurs au participat cei mai
buni elevi de clasa a V-a de la gcolile din oras si cei din loturile pentru olimpiada
ale elevilor de liceu de la colegiile nationale ” Andrei Mureganu” Dej, ”Mihai
Eminescu” Satu Mare, ”"Dragos-Voda” Sighetu Marmatiei, ”Vasile Lucaciu”
Baia Mare si ” Gheorghe Sincai” Baia Mare.

Prezentam in continuare enunturile problemelor si lista premiantilor.

Clasa a V-a

1. Numaérul 25 —3-12: 2+ 5-2%: 22 este egal cu:

a) 47 b) 27 c) 152 d) 32

2. Numarul [160 - 5% — 0° +2- 52 (180 — 5 - 2%) : 10] : 110 este egal cu:
a) 1 b) 60 c) 66 d) 6

3. Daci 2" = (3 -22010) : (3. 22000) "atunci numarul n este egal cu:

a) 10 b) 1024 c) 3210 d) 64

4. Cel mai mic patrat perfect mai mare ca 250 este:

a) 256 b) 225 c) 249 d) 244

5. Suma cifrelor celui mai mic cub perfect de trei cifre este:
a) 8 b) 100 c) 125 d) 64

6. Produsul dintre catul gi restul impartirii numarului 16053 la numarul
79 este:

a) 3428 b) 386 c) 3248 d) 368
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7. Daca a = 20 iar b+ ¢ = 990, atunci numarul a - b+ a - ¢+ 2010 - a este
egal cu:

a) 30000 b) 60000 c¢) 6000 d) 3000
8. Numarul 2!! + 210 este egal cu:
a) 3062 b) 22 c) 6-2° d) 2110

9. Fie a si b numere naturale, astfel incat a® +b*> = 100 sin = a + 2 - b.
Produsul dintre cea mai mica gi cea mai mare valoare pe care o poate avea n
este egala cu:

a) 400 b) 440 c) 200 d) 220
10. Restul impartirii numarului 8484 + 4848 1a 10 este:
a) 6 b) 2 ¢)0 d) 12

11. Dacd n este un numéar natural, vom nota s(n) suma cifrelor sale.
a) Dacd n = 567, calculati s(n + 1) — s(n);
b) Daca n = 3799, calculati s(n) — s(n + 1);
c) Care este cel mai mic numér natural n pentru care s(n) —s(n+1) = 357

12. Cifrele a si b satisfac egalitatea ab+6-b = ba + 5 - a.
a) Calculati suma S a tuturor numerelor de forma aba;
b) Care este cel mai mic numar natural n astfel incat S — n si fie patrat
perfect?

Testul a fost elaborat de:
(Prof. Ella Ilie - Sc. "Nicolae Iorga” Baia Mare)
(Prof. Cristian Heuberger - C. N.”Gh. Sincai” Baia Mare)

Clasa a IX-a

1. Si se rezolve ecuatia 22 — ] —2 = 0, unde [z] reprezinta partea intreags
a numarului z.

(Maria Pop)
2. Sa se determine functiile f : R — R cu proprietatea
f(z]) + f({x}) = 2f(x) — 2, pentru orice z € R.
(Vasile Pop)
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3. Pe laturile AB, BC, CD, DA ale patratului ABC'D se considera
punctele M, N, P, Q astfel ca AM > M B, BN > NC,CP > PDsi DQ > QA.

1
a) S& se arate cd A(MNPQ) > iA(ABCD).
1
b) Sa se arate ca dacd x,y, z,t € b, 1}, atunci

z(1l-y)+yl—2)+z1-t)+t(1l—2z) <1
(Vasile Pop)

Clasa a X-a

T
1. Fiex € (0, 5) astfel ca sinz € Q si cosz € Q. Sa se arate ca:

1 1

— +
sinx  cosxT

a) > 2V/2.

b) Numaérul nu este numar natural.

+
sinz = cosx
(Maria Pop)

2. Fie p un numar prim gi n > 2 un numar natural. S& se determine
numerele rationale z1,xs, ..., x, care verifica relatia:
o+ pahy +pPah 4+ e = p" gy,
(Vasile Pop)
3. Sa se rezolve sistemul de inecuatii:
122+ 9192 <0, 123+ 4193 <0, 2124+ 4194 <0,
Tox3 +y2ys <0, Toxy +Y2ys <0, Z3r4+ysys <0,
24y >0, 224y >0, 2i4y2>0, 22 +yi>0.

(Vasile Pop)

Clasa a XI-a

1. S& se determine toate tripletele de numere complexe (a,b,c) cu pro-
prietatea:

S

lal =l =lef =1 si F+-+°>=1
(Maria Pop)
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2. Sa se determine toate matricele A € My o(R) pentru care, dacd notam
B=A.-At = [bij]i,j:ﬂ’
avem:
bi; >0, i=1,4 si b;; <0 pentru orice i # j.
(Vasile Pop)

3. Fie M o multime cu n > 3 elemente.
S& se determine numarul perechilor (X,Y) de submultimi proprii, nevide care
verifica conditiile:

a) XNY =90

b) XUY = M

) XCY g X#Y.

(Vasile Pop)

Clasa a XII-a

1. Fie matricele A, B € M,,(C) si ¢ € C astfel ca
A+ B*— AB =cl,.
S& se arate cd det(AB — BA) = 0 sau n este divizibil cu 3.
(Vasile Pop)

1

ottt
o L . 2In2 3In3 nlnn
notam cu z,, cel mai mic numar natural pentru care

1 1 1
. >
om2  3m3 T zoma, =
a) Sa se arate cd sirul (a,),>2 este convergent.
In Tn+1

2. Se considera sirul a,, = —Inlnn,n > 2si

b) Sa se arate ca lim
n—oo Inx,

(Vasile Pop)

3. Sa se determine toate functiile surjective f : R — R si toate legile de
compozitie * : R x R — R care verifica relatiile:

zxx=0,VeeR si vx(y*x2)=c*xy+ f(2), Vz,y,z€R
(Vasile Pop)
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Premiantii concursului ” Argument”, editia a II-a

Clasa a V-a
Premiul I. Pop Viad (C. N. ”Gheorghe Sincai” Baia Mare), Matei-Bledea
Alexandru (Sc. ”Simion Barnutiu” Baia Mare, clasa a IV-a)

Premiul al II-lea. Danil Lidia (Sc. ”George Cosbuc” Baia Mare), Maries
Maria (C. N.”Gheorghe Sincai” Baia Mare), Neta Razvan (Sc. ”Nicolae Torga”
Baia Mare)

Premiul al III-lea. Petca Diana (Sc. ”Nicolae Iorga” Baia Mare), Bojor
Barbu, Galateanu Tiberiu, Lucaciu Sergiu, Nechita Ioana (C. N. ”Gheorghe
Sincai” Baia Mare)

Clasa a IX-a

Premiul I. Bretan Alice (C. N. ”Gheorghe Sincai” Baia Mare)
Premiul al IT-lea. Cortel Sven (C. N.”Mihai Eminescu” Satu Mare)
Premiul al ITI-lea. Berce Vasile (C. N. ”Mihai Eminescu” Satu Mare)

Clasa a X-a

Premiul I. Feier Florin (C. N. ”Vasile Lucaciu” Baia Mare)
Premiul al IT-lea. Morar Andrei (C. N. ”Gheorghe Sincai” Baia Mare)
Premiul al ITI-lea. Suciu Viad (C. N. ”Vasile Lucaciu” Baia Mare)

Clasa a XI-a

Premiul I. Balint Florin (C. N.” Andrei Mureganu” Dej)
Premiul al II-lea. Petrovan Marius (C. N.” Gheorghe Sincai” Baia Mare)
Premiul al ITI-lea. Petrican Teodor (C. N.” Andrei Muresanu” Dej)

Clasa a XII-a

Premiul I. Horvat Mihaela (C. N. ”Gheorghe Sincai” Baia Mare)
Premiul al II-lea. Crisan Viad (C. N. ”Vasile Lucaciu” Baia Mare)
Premiul al ITI-lea. Radu Andrada (C. N. ” Gheorghe Sincai” Baia Mare)
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Concursul ”Gheorghe Sincai” pentru micii
matematicieni, 28 aprilie 2011

1. Consideram numerele:

a=275— (2 x 250 — 3 x 125)
b=315x4—[(544+4x64): (25 x3—27:3+14) +9 x 11 x 10
c=25x[40—-36 x (21 —4 x 5)] : (22 x 11 — 2 x n),

unde n este cel mai mic numar de 3 cifre impare mai mare decat 100.
1) Aflati numerele a, b, ¢ si ordonati-le crescétor;
2) Arataticaa—b:2=4x¢
3) Aflati numéarul necunoscut din egalitatea 2 x c —x = (a —b: 2) : 4.

2. La Concursul de matematica ”Gheorghe Sincai” pentru micii mate-
maticieni au participat 80 de elevi, care au avut de rezolvat un subiect format
din 3 probleme. Pentru o problema corect rezolvata, un elev primeste 10 puncte,
iar pentru o problema nerezolvata i se scade un punct. Prima problema a
fost rezolvatda de jumatate dintre elevii participanti, a doua problema a fost
rezolvata de un numar de elevi cu 20 mai mare decat in cazul primei probleme.
In total au fost 161 probleme notate cu 10.

1) Cati elevi au rezolvat corect problema a treia?
2) Care este suma punctelor obtinute de toti elevii?
Exista cel putin un elev care a rezolvat toate problemele? (justificai)

3. Se da sirul de numere: 0, 5,10, 15,20, 25, ...
1) Care este suma primilor 8 termeni ai sirului?
2) Care este termenul aflat pe pozitia 20117
3) Care sunt primii patru termeni din gir care au proprietatea ca fiecare
este egal cu rasturnatul sau?

Testul a fost elaborat de:

(Prof. Cristian Heuberger - C. N. ”Gh. Sincai” Baia Mare)
(Prof. Nicolae Musuroia - C. N. ”Gh. Sincai” Baia Mare)
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Rezolvarea problemelor din numarul anterior

Clasa a IX-a
1. Fied; <ds < --- <dy, divizorii proprit ai numdarului natural n.
i) Sa se calculeze produsul dy - ds - ... - dj.
ii) Sd se arate cd n* este un patrat perfect.

(Gheorghe Rambu)

Solutie. i) Avem c# numarul natural d; (i € 1,k) este divizor propriu al lui

n & dﬁ7 este divizor propriu al lui n. Atunci mulimea {dj,ds,...,d;} =
i
n o n n n o n n
M G eR B mdde . d - 0k dec
{dl’d27 ’dk} §1 172 k ! 2 k dl d2 dk e ect
di-dy-... dp=vnk.
ii) Din i) rezultd ca n* = (dy - dy - ... - dj)?, de unde se obtine concluzia.

2. Sa se arate ca in orice triunghi ABC ascutitunghic avem

cos BcosC cosC-cosA cosA-cosB S 3
cos A cos B cos C' -2
(Nicolae Musguroia)
cos B - cosC cos B-cosC sin A tg A

Solutie. Deoarece

cos A - sin(B+0) "cosA  tgB+tgC st
analoagele, atunci

ZCOSB~COSC:Z tg A 2§
cos A tgB+tgC — 2

conform inegalitatii lui Nesbitt.

3. Flie a,b,c numere reale strict pozitive. Sa se arate ca

1 1 1 1 1 1
31:2*4( + + )z+—+—+—zo, Vx eR.
a+b b+c c+a ab  bec  ca

(Nicolae Musuroia)
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Solutie. Discriminantul ecuatiei este:
1 1 1?2 11 1
A =16 + + 12 =+ —4+ —
a+b b+c cHa ab  ac  ca

1 1 1 \?2 1 1 1
(ﬁ*ﬁ*ﬁ) *WWW@)
1 1 1 1 1 1
ﬂ@m*w&%m)”(%*%*@)
2 (Vbe+ vea +Vab— (a+b+0))
= 2 [Vb Vet Ve va+va V- (vay - (V) - (V] <0,

de unde rezulta concluzia.

W

4. Se considerd triunghiul ascutitunghic ABC' inscris in cercul C(O; R).

Sa se arate ca, dacd Ry, Ro, R3 sunt razele cercurilor circumscrise triunghiu-
rilor AOB, BOC, respectiv COA, atunci

2 1 1 1 3
< .

(Nicolae Muguroia)

Solutie. Avem ca

_0B-0C-BC R?-a B a _ 2RsmA R
T 4Spoc o sin(BOC) ~ 2sin(24)  4sinA-cosA  2cos A
si analoagele.
A
B C
Atunci:
1 1 1 2 2 3 3
—+—+—=—(cos A B C)<=--=—=
R1+R2+R3 R(cos + cos B + cos )_R 5= R
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si
A B
2

cosA+cosB+cosC:1+4sin§- Sing>17

2

g L L1
eClR71R72R73§.

5. Se considera numerele strict pozitive ay,as,b1,by. Sa se arate cd
(a1 +a2)a? = 2(y/[ar] - or] + y/{ar} - {or} + /laa] - [ba]

++/{az} - {bg})x+b1 +b>0, VzeR

(Nicolae Musuroia, Ion Savu)

Solutie. Aratam ca discriminantul A < 0. Avem:

A= (o] B+ Tar) - (o) + o] - o] + y/{aa) - (ba))

—4(a1 + a2)(by + b2)

C—-B-S
< A([a1] +{a1} + [az] + {az2}) ([b1] + {01} + [b2] + {b2})

—4(aqr + ag)(b1 +b2) =0.

6. Sa se arate ca

;U+y2 y+z2 2+ z2
<1, Vaz,y,z€]0,1].
4+y3—|—z3+4—|—z3—|—x3 4+ 23 +y3 — z.9,2 €[0,1]

(Gheorghe Boroica)

z + y? x +y?

A4 P18 3rat P Y
analoagele. Membrul stang S se majoreaza astfel:

Solutie. Cum z,y,z € [0,1], avem c&

2 2 2
S<x+y—|—z+x +y +z not

Sy.
= 3+t S+ '

Relatia
Si<leaty+z+a’+y°+22<3+2° +¢°+2°
&Y @ tl-s-2’) 206 @+ D120,

relatie adevarata, deci S < 1 este adevarata.
S&a mai observam ca avem egalitate pentru x =y =z = 1.
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7. Sa se arate ca, dacd a,b,c sunt lungimile laturilor unui triunghi si
a€ll,00), atunci
a n b + c S 3
ab+c)—a alc+a)—b ala+b)—c 2a—1"

(Gheorghe Boroica)

Solutie. Din ipoteza avem ca numitorii sunt strict pozitivi si

Sy o= o

cycl
B Z a2 Berg;fmom (a + b—|- 6)2
= o a(ab + ac) —a? - 2a(ab + ac + bc) _ (az b2+ 02)

Cum relatia

(a+0b+c)? S 3
2a(ab+ac+be) — (a2 + b2+ c2) ~ 2a—1

<:>(204—I)Za2+2(2a—1)2(1()260[2(11)—32@2
@(2a+2)2a2 > (2a+2)2ab<ﬁ>2a2 ZZab,

este adeviratd, folosind (1) se obtine concluzia.

Observatie. Pentru o = 2 se obtine Problema C:3175 din G.M. 6/07, autor
D. M. Batinetu-Giurgiu.

8. Notam cu lg, ly, . lungimile bisectoarelor interioare unui triunghi ABC
§t cu v raza cercului inscris triunghiului. Sd se arate ca

la+1lp+1.>9r.

(Ludovic Longaver, Liceul ?Németh Lészlé”)

Solutie. Avem ca

S 25 28 1 1 1
la+lb+lczha+hb+h6:—+—+—:25(7+7+7)
a b c b ¢
1

1 1 1 1 1
:2~p~r(7+*+f):T(a+b+c)<7+*+*> > 9r.
a b ¢ a b ¢

Sa observam cd avem egalitate dacd si numai daca triunghiul ABC' este echi-
lateral.
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9. Sa se arate ca triunghiul ABC, in care avem relatia

3
ha - hy +hy - he + he - hg = = (@ + 0> + ¢2),

4

este echilateral.

(Ludovic Longaver, Liceul ”Németh Lészlé”)

Solutie. Deoarece h, < m, si analoagele, avem ca

ha’hb+hb'hc+hc'haSma'mb+mb'mc+mc'ma

3

1 (a® + b* + ).
Egalitatea se obtine in cazul in care inaltimile triunghiului sunt egale cu medi-
anele corespunzatoare si care la randul lor sunt egale intre ele, deci triunghiul
ABC este echilateral.

2 2 2
<m,+my+m; =

10. Se considerd functia f : R — R care verifica ecuatia functionald
f)==z-f(1—{z}), Vo € R. Sd se determine functia f, stiind cd

" 1
S F(k) —L), Vn € N*.
k=1

(Gheorghe Gherasim, Liceul ”"Regele Ferdinand”, Sighetu Marmatiei)

Solutie. Notand a = f(1) obtinem f(k) =kf(1)=k-a,Vk € Z.

n 1 1 1
Din > f(k) = n(n+1) rezultd ci n;— )a = n(n;— ) deci a = 1.
k=1
Pentru z € (0,1) avem
fl@)=2-f(1-2) (1)
Inlocuind in (1) pe z cu 1 — x, gasim ca
fA—z)=(1-2)f(z) (2)

Din (1) i (2) rezultd ca f(z) = z(1 — z)f(z), Vz € (0,1), deci f(z) = 0,
Vz € (0,1), de unde f(1 — {z}) =0, Vo € R\Z, adica f(z) =0, Vz € R\Z.
Dacid x =k € Z, avem ca f(k) =k - f(lf{k})fk f(1) = k. Asadar, functia
cautata este

k, z=keZ
o=

0, z€R\Z
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11. Sa se arate ca:
a) Ecuatia 92% + 5y = 7 nu are solutii in numere intregi.
b) Ecuatia 92% + 5y = 4 are o infinitate de solutii in numere intregi.

(Gheorghe Gherasim, Liceul ”"Regele Ferdinand”, Sighetu Marmatiei)

Solutie. a) Din 922 + 5y = 7 = 1022 + 5y = 7 + 22, deci 5/(7 + 2?).
Aceasta este o contradictie deoarece nici un patrat perfect nu are cifra unitatilor
8 sau 3.
b) Avem: 922 + 5y =4 922 + 5y =9—-5< 5(y+ 1) = 9(1 — 2?).

De aici rezulta ca (3) k € Z astfel incat y + 1 = 9k, de unde y = 9k — 1 si
22 =1-5k, k€ Z_U{0}. Notand k = —m, m € N, gasim ci y = —9m — 1 si

2 = 5m + 1. Cum ultima ecuatie are o infinitate de solutii in Z, céci pentru
m = 5p% + 2p, p € N, se poate lua x = £(5p + 1), concluzia se impune.

12. Sa se determine numerele a,b,c > 0 stiind ca
a?—a+1 b¥*—b+1 A—c+1 3
+ + =-.
b+c ct+a a+b 2
(Gheorghe Boroica)

2

Solutie. Cum z° —z + 1 > z, Va € R, cu egalitate pentru z = 1, avem:

a —a -+ ]_ a Nesbztt 3
E= .
Z b+c b+c — 2
Egalitatea are loc si rezulta ca a =b=c=1.

13. Sa se determine functiile f : R — R pentru care
fl-y) 2 2* fy), Ya,yeR.
(Marin Bancos, Universitatea de Nord Baia Mare)

Solutie. Pentru z # 0 si x1 = —, y1 = xy avem:

1
xT
florn) 2 370 fn) & f (5 o0) 2 o5 o)

& fly) 2 x;no - f(ay) |x2°10(> 0) & z* f(y) > f(zy).

Prin urmare:

2?0 f(y) > flay), (az,yeRa#0. (1)
Din enunt insa avem ca:
flay) =2 2% f(y), (Mz,yeR. (2)
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Asgadar, folosind relatiile (1) gi (2), obtinem imediat ca:

flay) =a*- f(y), (V)a,y €R,z#0. (3)
Pentru (V)z € R, z # 0 si y = 0, relatia (3) devine:
F(0) = ™10 f(0) “TE £(0) = 0. (4)

S& observam ca relatia (3) este satisfacutd si pentru = 0, deoarece pentru
aceasta valoare relatia devine:

F(0-y) = 0" f(y) & f(0) =0,
iar aceastd egalitate este chiar (4), egalitate deja demonstrata.
Prin urmare avem:

f(xy) = (E201O : f(y)7 (V) T,y € R.
Pentru y = 1 aceasta relatie devine:

(o constantd)

fla)=2®% f1) . (MzeR
Asadar, functiile cautate sunt:
[ R=R, f(x)=Fk- 220
unde k € R este o constanta reala fixata.

. , roz=yotoo
14. Sa se rezolve sistemul { ; . stiind ca x,y,z,t € N*, x # y,
¥ =y
iar z §i t sunt prime intre ele.

(Cristian Heuberger)

Solutie. Putem considera pentru inceput = < y, rezultand imediat din prima
ecuatie ca z > t. Numerele z si ¢ fiind prime intre ele, tot din prima ecuatie
rezultd z|y. Exista agsadar p € N* astfel incat y = p - 2. Deducem imediat
z=p-t.
A doua ecuatie devine (p-t)* = (p- 2)! sau altfel scris p>~* - t* = 2*. Cum 2 si
t sunt prime intre ele gi t < z, rezulta t = 1.
Sistemul devine { iz z_; Y si de aici 27 = x - z sau 2° ! = 2.

Daca x = 1, atunci z = 1(=t), ceea ce nu convine.

Daci x > 2, atunci z*~F > 2*71 > 2, Vz > 3.

Daca z = 3 am obtine 22 = 3, ceea ce nu convine.
Asadar z = 2 gi de aici z = 2, y = 4.
Daca y < z, printr-un rationament similar se obtine z =1,t =2,y =2, x = 4.
Multimea solutiilor este S = {(2,4,2,1),(4,2,1,2)}.

67



. bé//ﬂ?///f//f/ /f

15. Se considerd triunghiul ABC si punctele M € (BC), N € (AC),

P & (AB), astfel incit AM BN 0 CP = {Q}. Notim o — 5, N4 _
€ (AB), astfel inca ={Q}. otiim L5 =@, 1= .

a) Sa se demonstreze cd @ este centrul de greutate al AMNP daca si
numai dacd @ este centrul de greutate al NABC.
b) Sa se demonstreze cd

(1+2)AB+ (1 +y)AC + (z +y)BC
l+z+y '

AQ+ BQ +CQ <

¢) Sa se demonstreze cd se poate construi un triunghi cu laturile de lungime

(Dana Heuberger)

Solutie. a) 7 < 7 Evident.

” = 7 Din teorema lui Ceva avem:
PA MB NC 1 MB vy

PB MC NA T MC > N
Din teorema lui Van Aubel obtinem:

QA PA NA A
oM~ PB N TYY

B C

— xf§+yfg,Eﬁzziéti?g’fﬁzziz+yfg

(V)L eP, LM =
T+y 1+y

Avem:

si

()

LA+ (@+y) LM LA+2LB+yLC
()LeP, LG = - .
1+x+y l+z+y
Q este centrul de reutitg al triunghiului M N P, deci
(V)L eP,3L0 = LM + LN + LP &

3 — 3z 3
)L eP, IA+ LB+ L=
1+z+y 1+z+y 1+z+y
1 1
:(——+4—JEZ+Cﬁ¥+ x)L§+(y +—£JL5
1+2 14y r+y 1+ r+y 1+y
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—
Pentru L = C in relatia precedenté, deoarece vectorii C'A si @ formeaza
o baza, obtinem:

(s 1
| 1+z4+y 1+a
{ 3z x T

1 = + .
\ 1+z4+y 142 z+4+y

inmul@ind prima relatie cu z si egaland-o cu cea de-a doua, obtinem =z = 1.
Inlocuind in sistem, obtinem y = 1. Asadar [BN] si [C'P] sunt mediane, deci
Q@ este centrul de greutate al triunghiului ABC.

b) Punénd succesiv L = A, L = B si L = C in relatia (x), obtinem:

A6 PAB+yAC g BAyBC s CA4aCB

l+z+y l+z+y l+z+y
Rezulta
xAB + yAC AB+yBC AC +2BC
AQ< ————— B < ——W—, Q< —————
@ l+2x+y @ l1+z+y @ 1+z+y

si, adunand inegalitatile, dedg;:em concluzia.
c) A —l—x@—f—y@: 0.

Clasa a X-a

1. Sa se rezolve in multimea numerelor naturale nenule ecuatia

2\/2m»10g2m + x\/Qa:»logx 2 _ 9T + IE2.

(Ludovic Longaver, Liceul ”Németh Lészlé”)

Solutie. Pentru 2z € N*\{1} porzitivitatea expresiilor care intervin este asigu-

ratd. Aratam la inceput cd 9V/2zlogy @ _ 4\/2zlog, 2 Intr-adevar, prin logarit-
mare in baza doi, se obtine:

\/Q:vlogzx = \/leogm2~log2x<:> \/2x10g2x: \/2x10g2x,

ceea ce este adevarat. Ecuatia devine:

ovEeg s _ 2 (1)
.

Deoarece
a (o} xT 2
9v/2xlog, @ < 2%2(2) _ \/Qm . 9logy (22) — \/9x . 12 < 2w—;x
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se obtine egalitate (1) dacd si numai dacd = = log,(2?) & 2% = 22, ceea ce

in multimea numerelor naturale nenule este verificatd numai pentru z = 2 si
x=4.

2. Fie functia f:R =R, fofof=f.

a) Sa se demonstreze cd f este injectiva dacd si numai daca f este surjec-
tiva.

b) Dati un exemplu de functie f care nu este injectivd, are proprietatea din
enunt $i nu este constantd.

¢) Sa se arate ca existd o infinitate de functii f bijective cu proprietatea
din enunt st care nu sunt monotone pe nici un interval din R.

d) Sd se demonstreze cd existd o infinitate de functii f, astfel incatVx € R,

fz) <z

(Dana Heuberger)

Solutie. a) " = " Yz € R, f(f(f(2))) = f(z) "& Yz e R, f(f(z)) = = &
fof=1g, deci f este si surjectiva.

7 <7 Deoarece f este surjectivd, Vy € R, 3z € R astfel incat f(z) = y.
Asadar, Vy € R, y = f(z) = f(f(f(2))) = f(f(y)), adicd f o f = 1g, deci f
este gi injectiva.

(z, ze[-1,1]
b) f:R = R, f(x) = [z] este un exemplu. Sau f(z) =< q
—, z € R\[-1,1].
T
—x+a, x€Q

c) f:R—=R, f(z) = . rER\Q cu a € Q, verifica cerinta.

d) Din ipotezé rezulta cd Vo € R, f(z) = f(f(f(z))) < f(f(z)) < f(z),
deci

VeeR, [f(f(z))=f(z).

Obtinem ca f/1m) = Lim(s)-

. z, € a,00)
De exemplu, pentru a € R, functiile f : R —» R, f(z) =
a, x€(—o00,a)

sunt solutii.

3. Fie patrulaterul inscriptibil ABCD si punctul M pe cercul sau cir-
cumscris. Fie M’ punctul diametral opus lui M si Hy, Ho, H3, Hy respectiv
ortocentrele triunghiurilor MAB, MBC, M'CD, M'AD.

a) Sa se demonstreze ca HiHoHsHy este paralelogram.

70



. b//}/(//{?///’//f/ /f

b) Daca G1 si Go sunt respectiv centrele de greutate ale triunghiurilor
H\CD si H3AB, sa se determine locul geometric al punctelor segmentului
[G1G3], atunci cand M parcurge cercul.

(Dana Heuberger)

Solutie. a) Notand cu literele mici corespunzitoare afixele punctelor din enunt,
intr-un sistem de axe de coordonate cartezian cu centrul in centrul O al cercului
circumscris patrulaterului ABCD si cu r raza acestui cerc.

Obtinem hy =m+a+b, ho=m+b+c, hg=-m+c+d, hy=-m+d+a
gi apoi hi+ hs = ha + hy.

b) Avem
_h1+c—|—d_m+a+b—|—c—|—d _h3+a—|—b_ —-m+a+b+c+d
g1 = 3 = 3 , 92 = 3 = 3 .
Apoi
_atbtcetd| _|m| _r _atbtcet+d| |-m| _r
g 3 3 T3 | 3 T3 T3
+b+ctd no
deci G si G2 se afla pe cerculC(Q <a36>,;> wt o
2m oo [2m)] 2r
Deoarece g1 — go = =55 rezultd cd G1Ga = |g1 — go| = 5 =g s

— 2—
G2Gy = gOM, deci [G1G3] este diametrul cercului C paralel cu [OM]. Asadar
locul geometric este discul [C].
4. Sa se arate ca dacad a,b,c € (0,1) sau a,b,c € (1,00), atunci
1 n 1 n 1
log, b-log, c+log.a log,c-log.a+log,b log.a-log, b+ log,c

3
< —.
-2
(Nicolae Muguroia)

Solutie. Notam: z =log,b > 0, y = log, ¢ > 0, z = log.a > 0, deci zyz = 1.
Atunci:
1 1 1 z T Y
+ + = + +
zy+z yz+zxT zx+y ayz+z22  wyz+a22 zyz+y>?
oz n T + Y 11 1 3
1422 1422 1422 20 20 27
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5. Sa se rezolve in mulfimea numerelor reale pozitive ecuatia
a® + 30" + 50" 4 - + (2n—1)a® =n?, unde a > 0,a # 1,n € N*.
(Nicolae Musguroia)
Solutie. Ecuatia devine (a®* — 1) +3(a®2 — 1)+ ---+ (2n —1)(a® — 1) = 0.

Cum fiecare termen al membrului stang este pozitiv daca a > 1 si negativ daca
a € (0,1), obtinem a* = 1,4 =1,n. Deci 1 =29 =--- =, =0.

6. Sa se rezolve sistemul
( 2l L oly} —93+1
I olvl 4 ofz} — 95+1
L olz] 4 ofe} — 9%+1
(Nicolae Musuroia)
Solutie. Adunand cele trei egalitati obtinem:
2 (V2" + V2 +v27) = (20 4+ 2(7}) 4 (20 4 200}) 4 (2l 4 2=
> 21/20 20} 4 2/2l] 20) 4 2/211 - 20F = 2 (VAT + VY 4 V2E)
deci avem egalitate in inegalitatea mediilor. Atunci
olel —ol#l o ] = {2} =2 =0
2l =20} = [y] = {y} = y =0
oFl = ol o ] = {2} = 2 =0.

7. Pentru triunghiul ABC notam cu za, 2B, 2c, respectiv zg, afizele
varfurilor, respectiv ale centrului de greutate. Sa se arate cd, dacd

G — RA
G — %B

ZG — ZB
2G — 2C
atunci triunghiul ABC' este echilateral.

kG — kC
ZGg — RA

:3,

(Nicolae Musguroia)

ZG — % ZG — %
3:27“’ Al gefnle el g
|2¢ = 28] |2¢ — 2B

Deci avem egalitate in inegalitatea mediilor. Atunci:

Solutie.

|za¢ — za| = |26 — 28| = |2¢ — 2¢| = GA =GB = GC,
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rezultd ca triunghiul ABC' este echilateral.

8. Se considerd multimea E = {1,2,3,...,n}, n € N*. Sa se determine
numarul de solutii ale ecuafieci X UY U Z = E, stiind ca orice element al
multimii E apare cel putin in doud dintre mulfimile X,Y si Z. Generalizare.

(Gheorghe Boroica)

Solutie. Pentru orice a € E = XUYUZ avem exact 4 posibilitati: (a € XNY),
ssua€ XNZ sauaeYNZ, saua € XNYNZ). Cum E are n elemente,
numarul de solutii este 4™ conform principiului produsului.

Generalizare. Dacd E = {1,2,3,...,n}, n € N*, atunci numéarul de solutii
(X1,Xs,...,Xy) ale ecuatiei X1 UXoU---UX, =FE (ke N, k> 2 fixat), cu
proprietatea ca fiecare element din E apare in cel putin doua dintre multimile
X1, Xa, ..., Xy, este egal cu (28 — k — 1)™.

intr—adevér, fiecare element a € E apare in exact i multimi, i € 2,k, in Ci
moduri. Asadar, pentru Va € A avem C2 +C} +---+ CF = 28 — k-1
posibilitati. Cu principiul produsului, deoarece card (E) = n, ecuatia datd va
avea (2% — k — 1)" solutii.

9. Sa se arate ca in orice triunghi ABC' ascutitunghic avem

1 n 1 n S 1
(tgA-tgB)"  (tgB-tgC)»  (tgC -tgA)» — 3n—1~’
(Gheorghe Boroica)

Vn e N*.

Solutie. Triunghiul ABC fiind ascutitunghic, avem ca:
tgA+tgB+tgC =tgA-tgB-tgC,

deci
1 1 1

=1
tgA~th+tgA~th+th-th’ ’
1 1 1

tgA~th;y:tgA~th’ ;Z:th-th'
Deoarece x,y,z > 0 si functia f : [0,00) = R, f(x) = 2™ este convexa,

adicA x +y+2z=1, unde z =

LTyt Jensen f(2)+ fly) +f(2) Lo
avem ca f| —— < 3 , adica
n " n x+y+z>” 1

>3 (2 7) —

x +y +z *3( 3 371,—1’

adica are loc inegalitatea ceruta.
Observatie. Daca triunghiul ABC este obtuzunghic, atunci pentru n par
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inegalitatea de demonstrat este adeviratd (se inlocuiesc doua din variabilele
x,y, z cu opusele acestora), iar pentru n impar inegalitatea de demonstrat este

. 2
falsa. Intr-adevar, luand triunghiul ABC cu A = g, B=C= %, avem

1
citgB = tgC = — si tg A = —/3, deci membrul stang al inegalitiitii de

V3
demonstrat devine
1 1 1 nimpar 1 1_2.3?1 1
10. Fie n un numar intreg dat. Rezolvati in numere reale ecuatia

[z] + [logy 2] = n + 2" 1.

(Cristinel Mortici, Universitatea ” Valahia”, Targoviste)

Solutie. Daca n < 0, atunci ecuatia nu are solutii deoarece 2"~ ¢ Z.

Daca n = 1, ecuatia devine [z] + [logy2] = 2. Cum z > 2 nu convine
cdci [z] + [logy ] > 3, analizdnd cazurile z € (0,1) si x € [1,2), deducem c&
[] + [log, 2] < 2, deci ecuatia nu are solutie.

Daci n > 2, atunci 2 < 277! este prea mic, iar > 2" este prea mare, deci
2n~1 < 2 < 2" &i in consecinti, [log, 2] = n — 1. Ecuatia devine:

[z]=2"""1+1e2"  +1<z<2" ! 42
In concluzie, solutia este S = [2"*1 +1,2n 1 ¢ 2).
11. Fie a,b, c,d numere reale strict pozitive cu proprietatea cd a'® + b0 +
9 4+ d'% + 10abed = 14. Sd se demonstreze cd

ab+ ac + ad + bc + bd + ¢d > 6abed.

(Horia Zlamparet)

Solutie. Presupunem prin absurd ca ) ab < 6abed, deci
6abed 6 -
1< 2% _ = < Va*b3c3d3, de unde abed > 1. (1)
> ab S =
Pe de alta parte,
at® 4 610 4 10 @10 > 410 . p10 . (10 . 10 = 4 ¢/ (abed)t0 > 4. (2)
Utilizand inegalitatile (1) si (2) obtinem c&
at® + b0 10 4 g0 4 10abed > 4 + 10 = 14,
contradictie cu ipoteza. Agadar, presupunerea facuta este falsa.
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12. Sa se demonstreze ca in orice triunghi are loc inegalitatea

a? b2 c?

<1
b2 +4mpR + 2 +4m.R + a2 +4m R ~ 7’

notatiile fiind cele uzuale.

(Marin Bancos, Universitatea de Nord Baia Mare)

Solutie. Vom demonstra pentru inceput ca in orice triunghi
B+t < dmy R,

si analoagele.
Fie ABC un triunghi oarecare, M mijlocul segmentului (BC) si N intersectia
lui AM cu cercul circumscris AABC. Se observa fara dificultate ca:

AM  MC BM-MC &-& g2
AAMC ~ ABMN = 228 - MO yv = _23a_ @
¢ “BM - MN AN me dm,
A
B
C
N

Dar
2

ANSQR(:)AM+MN§2R<:>ma+4a < 2R " 4m? 1+ 4 < SmyR.

a
Inlocuind in aceasta relatie

2 — 2(b% + %) — a?
a 4 b
se obtine imediat inegalitatea de demonstrat:

b2 + % < 4dm,R.
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Folosind acum aceasta inegalitate obtinem:

1
b + 2 §4maR<:)a2+b2+02 §a2+4maR(:) —_—
a? +4myR
1 [-c? c? c?

< == < .
a2+ b2 42 a2 +4meR ~ a? + b2+ ¢?

In acelagi mod obtinem inca doua relatii similare.
Avem asadar:
a? a?
<
b2 +4mpR — a? + b2 4 ¢2
b? b2
<
A +4m.R ~ a? + b2+ 2
c? c?

<
a2 +4m R — a? + b2 +¢?

Adunand membru cu membru aceste inegalititi, se obtine imediat inegalitatea
de demonstrat:

a? b2 2

<1.
b2 +4my R + 2 +4m.R + a? +4myR —

13. Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia
27T 4 257" — 22 4 4z + 70.

(Gheorghe Boroica)

Solutie. Deoarece membrul stang reprezinta o functie strict convexa, iar mem-
brul drept una strict concava, ecuatia are cel mult doua solutii. Se verifica usor
faptul c& x = —1 gi = 5 sunt solutii, deci multimea solutiilor este S = {—1;5}.

14. In tetraedrul [A1 A2 A3 Ay] notdm cu S aria totald si cu Sk aria fetei
opuse varfului Ay, k € {1,2,3,4}. Sa se demonstreze ca

24: 1 L 8- Va—vb
a-S2+b-52 " 2-a-\a-5%’

Ya,b e (0,00).
k=1

(D. M. Batinetu-Giurgiu)
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Solutie. Fie

4 1 4 a-S?
t = [ — .82t = -2
Za52+b52<:>a5 I;a52+b 52

sa-S%t—4= Z a5 —1)e4— -52-t—zi (1)
“ a-S21b- 52 ¢ 2057 1 bS?

Deoarece
4 2 4 L Q2 4
ZL<Z b- 5§ :‘/E.Zsk:ﬁ
P a52+bS —

folosind (1 ) deducem ca

4—q-5%. t<ﬁ©4—ﬂ< -5? e

NG N %a-a S =

ceea ce demonstreaza enuntul.
15. Sa se demonstreze ca
3 3 3
T Y z r+y+z
2 2T 32 2T 2 5 2
T+ xy +y Y t+yz+z z¢+z-rx+x 3

, VYax,y,z € (0,00).

(D. M. Bdatinetu-Giurgiu)

Solutie. Vom arata ca:
a3 2z —
>
24+ry+y2— 3
323 > (22 —y) (2 +zy +97), Va,y >0

& 323 > 223 4 22%y + 2xy® — 2%y — xy® — 3, Va,y >0

y, Va,y >0

s 2?1y > 2ty +ay?, Vao,y >0
& (x+y)(@® —ay+y°) > ay(z +y), Va,y >0

<~ (x—i—y)(x—y) 2 07 vay > 07

ceea ce este evident.
Asgadar,
3
T 2r — 2r — 20—z 2z—x T+y+z
Z 2 5 = Z L = L2 + = z )
¢ty +y 3 3 3 3 3

ceea ce trebuia demonstrat.
Sa mai observam ca avem egalitate pentru z =y = z.
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Clasa a XI-a

1
1. Sd se determine toate functiile f : [0,1] — R continue in x = 3 $i care

au proprietatea
_ Ve
10 = 1 (=

unde k > 2 este un numar natural fizat.

), Ve 0,1],

(Sever Pop)

Solutie. Fie zy € [0, 1] arbitrar. Atunci avem:

1 (Gvs) = e

Y Z1 not
= _— = €T = €T = ... = x = ... s
Home=) ™ S = fan) = =
5T

n+ VT =z,

Daca zg = 0, atunci sirul (z,)n>0 converge constant la 0.

Daca x¢ = 1, atunci sirul (x,),>0 converge constant la 1.

Daca xo € (0,1), atunci z,, € (0,1), Vn € N (inductie) si din recurenta
obtinem:

1
1 1 1 1 1 1
=l+{/—-1< —-1={/—-1s _1:(7_1) ;VneN.
Tnt1 Ty Tp41 Tp Tp41 Ln

Asadar,

1 1 G 1 = 1 o
R, | S
T Tn—1 Tp—2 Zo

unde sirul (z,,),>1 verificd relatia z,41 = VneN.

Bl

1
1 g 1
Deoarece lim (—— 1) =1, din (1) deducem cd lim (—— 1) =1, adica
n—oo \ T n—oco \ Tp,
. S 1 - 1
lim 2, = —. Cum f e continud in z = —, deducem ca lim f(z,)= f<f> =
n—o00 2 2 n—00 2
1 1
fzo) = f(i) Cum z € (0,1) este arbitrar, deducem ca f(z) = f(i)’

Vz e (0,1).
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In concluzie, functiile care verifica relatia din enunt sunt date de legea

( c,, =0
f(x)< c2, x€(0,1)
3, T = 17

unde cq, ca, c3 sunt constante reale arbitrare.
2. Fie p € N*\{1} si sirul (z)n>0 definit astfel:
‘ 1 1
zo >0 g1 x,+ = , Vn eN.

Y/ Tn Y/ Tn+1

Sd se calculeze lim nP - xP+L,
n—oo

(Gheorghe Rambu)

Solutie. Prin inductie matematica, rezulta ca z,, > 0, Vn € N. Deoarece

1 1 1 1
=z, >0=>

> —_
Tn+1 »{'yl‘n {/m {7/ T

deci girul (z,,)n>0 este strict descrescator. Asadar, sirul (x,,), >0 este convergent

= Tyl < Tp, YN EN,

gi fiel = lim z,, € [0,00). Trecand la limita in relatia de recurenta, se obtine:
n—oo

1-V2+V1=VIis1=0.

Atunci
. . N Stolz ;. n+1-—n
lim n{/ 22 = lim n 2% lim : :
n—00 n—00 n—00 —
ahtt zPtt ahtt
n+1
. 1
= lim T T
n— 00 ( n L)er _ < 1 >p+
ZTn Yy Tn
. 1
= lim | -
n—o0 _ —_E
k p+1—k p D
kZOCp+1~xn “xn” + Oy
. 1 1
= lim | s = T
n—oo Iz (p+1)(1-3 p
> Cppan p+l
k=0
In final rezulta ca
lim n” - xﬁ“ = 71 .
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3. Sd se determine functia continud f : (0,00) = (0,00) pentru care
f(2)- f(@?) - flat) =aT e, Ya>o0.

(in legdturd cu problema 25690, G. M. 12/2006)
(Nicolae Musuroia)

Solutie. Logaritmand, obtinem relatia:

Inf(z) +Inf(z?) +Inf(z*) =Tz +2°% -z, VYa>0. (1)
Daca notam g(z) = In f(z) — 22 + = — Inx, relatia (1) devine
9(x) + g(z*) + g(z*) =0, VYa>0, (2)

de unde pentru x := 22 obtinem g(2?)+g(z*)+g(z®) = 0. Atunci g(z) = g(«®),
V2 > 0. Prin inductie se deduce: g(x ) g(x%"), Vn € N*, deci g(z) = g(2%").
Atunci g(z) = li_>m g(z8") = g(1) = 0 (din (2)). Obtinem f(z) = ze® ~=.

4. Sd se arate cd dacd A, B € M,,(R), det(AB — BA) # 0 si sin® a.- A2 +

7T
B? = cosa(AB — BA), a € <O, 5), atuncin-«o € - 7.
(Nicolae Musuroia, Ion Savu)

Solutie. (sinaA +iB)(sinaA —iB) + isina(AB — BA) = cosa(AB — BA)
(sinaA 4 iB)(sinaA — iB) = (cosa — isina)(AB — BA)
Trecand la determinanti obtinem:

d-d
cosna —isinna = m €R, d=det(sinaA+iB).
Obtinem sinna = 0 = na = kr € 7Z.

5. Sa se determine functiile f : R — R i care satisfac simultan conditiile:

o) f(et+y)—z-y>f()+ fy), Yo,y e R;
b) f(x) >1—cosz, Vo € R.

(Gheorghe Boroica)

a) b)

1 £(0) = 0.

Pentru y:—xgﬁZf(x)—&—f(—x), VzeR (1)
Din a), pentru Vz,y, 2 € R avem:
fle+y+z)> fe)+ fly+2)+z(y+2) > f(@)+ f(y) + f(2) + 2y + 2z + yz.
80
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Prin inductie matematica,

f(x1+x2+~-~+wn)22f($z‘)+ Z Li* Xj
i=1

1<i<j<n

unden € N*siz, e R, ke 1,n.
Atunci,

f(x):f(%Jr%Jr“-Jr%)an(%)JrCEL.E.%
>n(1—cos%)+@-z—z,vnemxeR.

Trecand la limitd in relatia precedentd (n — 00), obtinem:

2

f(;v)z%, VzeR. (2)
2?2
Atunci f(x)+ f(—x) > S+to = 22 gi folosind (1) gasim ca f(x)+ f(—z) = 22,
2
Vz € R. Utilizand (1) si (2) obtinem ci f(x) = %7 Vz € R, functie ce verifica

relatiile din ipoteza.

6. Se considerd o € [1,00) i sirul (an)n>1 dat de a9 = 0, a1 = 1 g1

Upt1 = /a2 -a+ap—1, Yn > 1. Sd se arate ca nan;oan = 400 §i sa se

. An+10
calculeze lim .
n—oo @y,

(Gheorghe Boroica)

Solutie. Avem ci as = y/aa? + ap = \/a > 1. Prin inductie a,, > 1, Vn > 1.

Cum apt1 > /- a2 = apy1 — an > an(v/a—1) > 0 = (ay)n>1 este strict

crescator, deci (3) lim a, € R. Presupunand ci lim a, = L € R (L > 0),
n—oo n—oo

obtinem: L = VIZ-a+L &° L2 =al?+ L & L(aL+1— L) = 0, fals.

Asadar L = 4o0.

Gp41 - Gp—1 1

n—oo v
Cum =4/a+ - — = y/a, deducem c&
Qn Apn  An
(n410 _ OGn410  On49 (41 10
R0 _ ndd L e 2 Vo =al.
Qp Up4+9 An48 Gy M—00
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1
T (2T BT ),

7. FiepeN, p>2, 21 >0, xp41 =

n € N*. Sd se calculeze lim nz,,.
n— oo

(Generalizarea problemei 21056 din G. M. 3/1987)
(Nicolae Musuroia)

Solutie. Se verifica faptul ca x, > 0, Vn € N*,

. A = . o Tn+l
Din z, > 0l k7% < 1, k = 2,p obtinem ca

< 1, n € N* deci girul
Tp
(Tn)nen+ este strict descrescitor.

Prin urmare, exista lim x, =1 > 0. Trecand la limita in relatia data,

n—oo
rezulta:
l= Ll(2*l+3*l+---+p*l)
p—1
elfil-2)+0-3"++(1-p]=0si=0
n
Atunci lim nz, = lim —-. Suntem in conditiile teoremei Stolz-Cesaro.
n—o00 n—oo —
Avem: "’
1-1 . .
lim 71114_ — = lim Fn Tntl lim Zn 9AIn) 9(wn) ,
n—00 T T n—00 Ty — Tpil n—o00 Ty, — g(xy)

1
unde g : [0,00) = R, g(z) = . lx(Q*I +37 4 p),

Cum
1
g (z) = 7[(2_3c +377 4+ +p) —9L‘(2_951112—1—3_”’:1n3—4—~-~—&—p_”'clnp]7

iar

2
g’ (x) = T (—27“" In2-3%m3—...—p* 1np>

1
1:<271’ln22—|—37“"ln23—|—...—|—p711n2p>,
p—1

_|_
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obtinem ¢’(0) =1 si ¢”(0) = p—1

In(p!).
Atunci

/
i _Znd@n) o zg@) L 9(@) + (@)
n—oo T — g(x,) =0z —glxr) n-0 1—g'(x)

/ " / _
i 2@ ag"@) _ 200) _ p-1

=0 —g"(x) —g¢”(0)  In(p!)"

- . p—1
In concluzie, lim nx, = ——.
w5 T I

Observatie. Pentru p = 2, obtinem problema 21056, G. M. 3/1987, autor F.
Dumitrel.

8. Fie f : R — R o functie si girul (xn)n>0 definit prin xo € R, iar
Tny1 = f(2n), VN > 0.
a) Daca ezistd o € (0,1) astfel incdt |f(z) — f(y)| < oz —y|, Y,y € R,
atunci demonstrati cd sirul (x,)n>0 este convergent.
b) Daca exista o > 1, astfel incdt |f(z) — f(y)| > alz —y|, Yo,y € R, iar
zo € R nu este punct fix al functiei f, atunci demonstrati cd sirul (x,)n>0 este
divergent.

(Florin Bojor)

Solutie. a) Avem cd |Tpt12—Tnt1| = |f(Tne1)— f(2n)] < a|zpi1—2n], V0 >0
si se demonstreaza prin inductie ca |z,41 — Tp| < a™|z1 — 20|, VR > 0. Atunci,
pentru orice n,p € N, avem ca

[Zntp = Tn| < [Tnip — Tnap-1| + [Tnip-1 — Tnap-2| + - + [Tny1 — T4

1—aP
< (Oénerfl +Oén+pf2 + ”.+an)|w1 71,0| —a" «Q

1_a |$17.’£0|.

n

Dar o € (0,1), deci lim o” |z1 — xo| = 0, de unde rezultd cd (zy)n>0
n— oo =

11—«
este un sir Cauchy, deci convergent.

b) Presupunem cé sirul (x,)n>0 este convergent, deci 3 lim z, = ¢ € R.
- n—oo
Atunci ¢ este un punct fix al lui f(f(¢) = ¢). Atunci

(@1 — € = |f(2a) = F(O)] > alay — €], ¥n > 0.

Prin inductie se demonstreaza ca |z, — ¢| > a™|zo — €| # 0 si, prin trecere la
limita, se obtine o contradictie.
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a? + 2a,

9. Se considerd sirul (a,)n>1 definit prin a; € (0,1) §i apy1 = 1
> a

Sa se calculeze lim (a, —n).
n—oo

(Florin Bojor)

. . af + 2a; o .
Solutie. Cum aq € (0,1) si as = ~ra > 0, prin inductie a,, > 0, Vn > 1.
a1
a
Deoarece ani11 — Gp = 1 +n = (an)n>1 este strict crescdtor, deci (3) L =
an =
, — o , L? +2L
lim a, € R. Presupunand ca L € R, vom obtine L = —— & L = 0,
n—o00 1+ L
contradictie (a, > 0, iar girul este strict crescator).
Agsadar, lim a, = +o0o0. Atunci
n—oo
. Qp Stolz ;. . ERT an, o
A e ) = i = T =

Fie girul (by)n>1, bp =an —n. Cum by = a1 —1 < 0 i

an -1
bpy1 —bn=an41 —ap —1= —-1= <0
n+1 n n+1 n 1 +an 1 + an 9
va rezulta ca existd lim b, € (—o0,a; — 1 U {—00}.
n— oo
a? + 2a,

Relatiabs <0< a2 —2 <0< <2& a% < 2 este adevarata caci

1+a
a1 € (0,1). Asadar by < 0, by < 0 si (bn)anl este strict descrescitor, de unde
b, < 0,Vn >1, adica
an <n, VYn>1L1 (1)
Deoarece a,, = 1 + a,—1 — —, Vn > 2, insumand aceste relatii pentru
1+ Gn—1
n € 2, p, obtinem ca

1 1 1
apzp—1+a1—( + +---+), Vp>2.

1+aq 1+ ao 1+ap_1
. 1 1 1
AtU.IlClbn:an—n:—1+a1—cn’undecn:74_7_}'_..._’_ ,
14+a1 1+as l1+a
n > 2.
Folosind (1), deducem ca ¢, > §+ §+ «o+4+—,n>2 deunde lim ¢, = 400,
n n—oo
deci
lim b, = lim (—14a; —¢,) = —oc.
n— oo n— 00
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10. Fie A si B doud matrice patratice de ordinul k §i m,n,p,q € R*, cu
m,n,p # q. Sa se arate ca dacd au loc relatiile

mA? +nB? =0, si pAB+qBA= I,
atunci matricele A si B comutd.

(Marin Bancos, Universitatea de Nord Baia Mare)
Solutie. Sa observam ca:
m
mA? +nB% = 0y, & nB? = —mA?| : n(#£0) & B? = —— A%
n

Prin inmultirea acestei relatii la dreapta, respectiv la stanga, cu B, si respectiv
cu B2, otinem:

B =" a2p= T pa2 n7 A2 = A (1)
n n
_m)4Q
o M oazpr_ Mpeg2 CRIA g poge (2)
n n

Folosind relatia pAB+qBA = I, prin inmultire la stdnga, respectiv la dreapta,
cu A, se obtine:
pA’B 4+ qABA = A (3)
pABA + qBA? = A. (4)
Din relatiile (3) si (4) obtinem:

2@ 42
A =pA’B +gABA = pABA + ¢BA? PS4 (

=(p—q)ABA|: (p—q) #0= A’B = ABA.

p—qA’B

Tindnd cont din nou de relatia (1), avem ca:
ABA = A’B = BA%. (5)
In aceste conditii relatia (3) devine:
pA2B + qABA =AY pA2B + gA2B = A& (p+q)A2B
— p I Bladrearta) o)V A2B? — AB (6)
In mod aseméanitor, relatia (4) devine:
pABA + qBA? = A% pBA% 4 ¢BA? = A & (p+ q)BA?
= A P ) L ) B2 A% = BA. (7)
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Folosind acum relatia (2):
A2B? = B2A% = (p+ ) A2B? = (p + q)B2A% 27 AB — BA.
Asadar matricile A si B comuta.
Cum p+ q # 0 si pAB + ¢BA = I, se observa agadar ca:
1
p+q

11. Fie X € My(C) astfel incit det(X) = 1. Sd se arate cd dacd notam
an =Tr(X"™), n € N*, atunci

AB = BA =

I..

Qn Qnio —ab,y =ai —4, YneN*

(Gheorghe Boroica)

Solutie. Din relatia lui Cayley-Hamilton, rezulta ca:
X2y X+ L=0eX=a,X -1, (1)

Atunci Tr(X?) = Tr(ay X) — Tr(ls) = a? — 2.
Din ipoteza, det(X™) =1 ¢i Tr(X™) = ay,, deci

X2 — q, X" 4 Iy = Os. (2)
Atunci Tr(X?") = Tr(a, X") — Tr(ly) = a% — 2, deci
ag, = a2 —2, ¥n € N*. (3)

Din relatia (1) avem ca X2 = q; X" — X" deci
Tr(X" ) = Tr(a; X" — X™)

Sau Up42 = A1 * Qp41 — Qp.
Din relatia (2) deducem ci X272 — q,, X"*2? + X2 = O,, deci

Tr(X*?) = Tr(a, X""? — X?)
Sal Ggp42 = Gy, * Gpeo — Ag. Din aceasta relatie gi din (3) gisim ca:
a2 —2=ap anio— (a7 —2) & ap Ay —a>,, =ai — 4
12. Se considerd X € My(R) astfel incat
det(X)=—1 s Tr(X+X3+X°% =0.

Sd se arate cd X2 = Io.
(Gheorghe Boroica)
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Solutie. Notand cu o urma matricei X, avem:
X?—aX -Ih=0y& X*=aX + 1.
Atunci X3 = aX? + X i
XP=aX'+ X =a(aX + L)+ X? =a’X? + 20X + aly + X?
=(@®+a)X?+ (20® + )X + al,.
Asadar,
0="Tr(X + X+ X% =Tr(X)+Tr(X*) +Tr(X®)
=a+a(@+2)+a+ (@ +a)(a®+2)+ (202 + Da+2a
=a2+a®+24+ (@ +1)(a® +2) +2a% + 3)
=a[(a® +2)(a® +2) + 20% + 5]
al(@®+2)? +2(a” +2) + 1] = a(a® +3),

de unde a € {0; +iv/3}. Cum « € R, deducem ci o = 0, deci X2 = I,.
13. Fie A, B,C € My(C) astfel incat
(ABC —2BCA+ CAB)? = (ABC)? —2(BCA)? + (CAB)>.

Sa se arate ca:
a) Tr((ABC)") =Tr((BCA)"), Vn € N*;
b) (ABC —2BCA + CAB)? = Oy;
¢) Daca Tr(ABC) # 0, atunci ABC + CAB = 2BCA.
(Dana Heuberger)

Solutie. a) Pentru n =1, tr(ABC) = tr(A(BC)) = tr(BC)A).

Pentru n > 2,
tr((ABC)™) = tr(A(BCA)" " 'BC) = tr(MA) = tr(BCA)"~' - BCA)
M
= tr((BCA)™).

b) Fie X "2 ABC — 2BCA + CAB.
Relatia Cayley-Hamilton: X2 — tr(X)X + det(X)I, = Oy, dar

tr(X) = tr(ABC) — 2tr(BCA) + tr(CAB) = 0 = X? = —det(X) I,
= tr(X?) = —2det(X) (1)
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Dar
tr(X2) 2 tr((ABC)? — 2(BCA)? + (CAB)?)
= tr((ABC)?) — 2tr((BCA)?) + tr((CAB)?) = 0

W det(X) = 0= X% = 0y.

(ABC)? = tr(ABC)ABC — det(ABC)I,
(BCA)?> =t-BCA —det(BCA)I, (*)
(CAB)? =t-CAB — det(CAB)I,, unde t = tr(ABC).

0, = X2 2t ABC — det(ABC)L, — 2t BOA + 2 det(ABO) I
4 tCAB — det(ABC)L, =

O = t(ABC — 2BCA+CAB) =t- X Z’ X = 0y = ABC + CAB = 2BCA.

14. Determinati functiile f : R — R, derivabile de doud ori, astfel incat
sd aibd loc egalitatea f - f" = (f?) — (f")2.
(Cristian Heuberger)

Solutie. Evident, toate functiile constante sunt solutii ale problemei. Vom
cauta 1n continuare si alte solutii. Au loc echivalentele:

1 1

P =PV & (P2 = (P41 (PY =) o (2= (52)
1 !/

Rezultd ci existd 8 € R astfel incat f?(z) = <§f2> () + 8, Vz € R. Prin

—2x

inmultire cu —2e obtinem

—2e7% . fA () +e 2 (f2) (x) = —28-e7 %", VrecR

sau altfel (e2 . f2(x)) = (B-e~2*), Vz € R.

Rezultd ci existd a € R astfel incat e 2% - f2(z) =a+ - 2%, Vo € R.
Obtinem imediat f2(x) = a-e?* + 3, Vo € R. Deoarece f nu este functie
constantd, iar f?(z) > 0, Vo € R, deducem imediat, prin trecere la limita
catre +oo si apoi catre —oo, ca a > 0 si 8 > 0. In aceste conditii avem
a-e?® + >0, Vz € Rsideci f(z) # 0, Vr € R. Functia f fiind continui,

rezultd f(x) = Ja-e2* + 3, Vo € R, sau f(z) = —/a-e2* + 3, Va € R.
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15. Fien € N, n > 3. Notam cu M mulfimea matricelor din M, (N)

care au exact cate n elemente egale cu fiecare din numerele 1,2,3,...,n.
a) Sa se arate ca, pentru orice v € {1,2,...,n}, exista X € M, cu rang
X=r.

b) Pentru n = 5, sd se determine A,B € M, astfel incit A+ B sd fie
ireversibila.
(Dana Heuberger)

Solutie. Pentru r = 1, n, matricea

1 2 ... r=2 r—1 T
2 3 ... r—1 r 1
X, — 3 4 ... r 1
r—1 r r—4 r—3 r—2
r 1 r—3 r—2 r—1

este inversabila.
Pentru r = n, alegem X = X,,.

R X, A,
Pentrur =1,n — 1, alegem X = (Br Cr>’ unde
r+1 r4+2 ... n
r+1 r4+2 ... n
A/r = . e .. “ . ... e MT‘7/’L_T.(N)’
r+1 r+2 ... n
1 2 ... r—2 r—-1 r
B, — 1 2 ... r—=2 r—1 r GMn—r,r(N),
1 2 r—2 r—1 r
r+1 r+2 ... n
C. = r+1 r+2 ... n GMnfr,nfr(N).
r+1 r4+2 ... n
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
2 3 1 4 5 1 2 3 4 5
b) A= 3 1 2 4 5 |siB= 1 2 3 4 5 | verificd enuntul.
1 2 3 4 5 1 2 4 5 3
1 2 3 4 5 1 2 5 3 4
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Clasa a XII-a

1. Se considerd functia f : R — R care verifica proprietatile:

i) f(0)=0;

i) f(z+y) = () + (y), Yo,y e R\Q.
a) Sd se determine f|q, restrictia lui f la mulfimea numerelor rationale Q.
b) Sa se descrie functia f.

(Adela Baciu (eleva) si prof. Costel Chites, Bucuresti)

Solutie. a) Se considerd grupul (R, +) si subgrupul propriu (Q,+). Se aplica
urmatorul rezultat:
Proprietate. Daci (G, -) este un grup si H este un subgrup al grupului G, iar
f G = G este o functie ce verifica proprietatile:

D) f)=1 i) f(z-y) = f2)- fy),Va,y € G\H,
atunci f € End(G).

In cazul nostru, G =R, H = Q, deci f € End(R), adica f verifica ecuatia
functionald a lui Cauchy, deci (3) k € R pentru care f(z) =k -z, Va € Q.

b) Fie B = (ei)ier 0 bazd Hamel a spatiului vectorial R peste Q (vezi
de exemplu, Vasile Pop, Ecuatii functionale, editura Mediamira, Cluj-Napoca,
2002). Atunci avem ci |I| = C. Pentru orice z € R, exista q1,q2,...,q, € Q si

n
existd e, €y, ..., €, € B astfel incat x = ) g - e,
k=1
n
Cum f € End(R), va rezulta cd f(z) = > qi - f(es,)-
k=1
2. Sa se calculeze urmatoarea limita
nli_{réo(\“/'nﬁ—l—l— Yn+2+-+ Yn+n)—nin.

(Sever Pop)

Solutie. Avem:

L™ lim (Vn+1+Vn+2+ -+ nfn—n-¥n)
1 2
= lim {%(7\1/14—+7\1/1++~--+\"/1+n—n>}
n— oo n n n
. - n k . - lln(lntﬁ)
S ERESI RS S CECR R

k=1 k=1
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x

Deoarece lim
x—0 x

= 1, rezultd cd Ve > 0, 35(e) > 0 astfel incat din

T

x

|z| < (), x # 0, sa rezulte ca <l+e.

e
1‘<5,adicéls<

Pentru fiecare k € 1,n avem ca

’ﬂOl 1 1
Tk :t—ln<1+ﬁ>§f-ﬁ§f<5(s)
n n n n n

1
pentru orice n > [W} + 1 =mn(e) (am folosit In(1 + z) <z, = > 0).
€

Asadar, pentru orice k € 1,n si Vn > n(e), avem:

eick_
1—e< <l+4e¢
T
1 k , . 1 k
(:)(1—5)71n<1+7><651“(1+%)—1<(1+£)71n<1+7),
n n n n
deci
Ly B S (am(iek) Ly (14 8)
(ls)n];hl(1+n)<];(e 1)<(1+€)n’;1n 1+-).

Daca facem n — oo, se obtine:

(1—¢) Ll In(1+a)de < lim i (e% In(1+%) _ 1) <(1+¢) Al In(1 + z)dz.

Cum ¢ > 0 a fost ales arbitrar, putem face € — 0 si rezulta:
1
L= / In(1 4 z)dx =2In2 — 1.
0
3. Se considerd a > 0 i functia f : [0,a] = R de n ori derivabild, n € N*,

astfel incdt f(a) = f'(a) = --- = f®=Y(a) = 0. Sd se arate cd, pentru orice
ke {1,2,...,n} are loc inegalitatea

(f o) < ey | (0 s

(Gheorghe Rambu)

a a _1\1 a
Solutie. A flx)dz = :cf(x)rng xf' (z)dr = ( 11|) A 2 W (z)da.
—_——— :

=0
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Prin inductie matematica rezulta:

a _1\k a
Af(x)d:v:(kl!) Axk(x)dm, Vke{l,2,...,n}.

Atunci, aplicand inegalitatea Cauchy-Buniakovski, obtinem:

(Aa f(a:)dx)2: (k1!)2 <Aaxkf(k)(x)dx)2 C’SB (k1!)2 Aakadan(ﬂk)(x))?dﬂf

a 2 a2k+1 a )

4. Se considera n € N*, polinomul f € Z[X] si A = (20, 21,...,%p),
z € Z, k € 0,p o diviziune a intervalului [0,n], unde p € N*. Considerdm
punctele Ag(xy, f(zr)), & € 0,p. Dacd lungimile segmentelor [AxAk+1],
k € 0,p—1 sunt numere rationale, atunci calculati in functie de n suma
lungimilor acestor segmente.

(Ludovic Longaver, Liceul ”Németh Lész16”)
Solutie. Cum f € Z[X], 2y € Z, k = 0,p = (wp41 —xx) | (f (@p+1) — f(z1)) =
f(zrg1) — f(zr) = mp(Tkg1 — xk), mg € Z, k=0,p— 1.
ApAiir =/ (@rer — 202 + (Fang) — flan)?
= \/(xk-i-l — )2+ mi(vpr1 — @)% = (X1 —xp)\/1+mi, k=0,p—1
Deducem ci m:quZ:>q,%—m%:1:>mk:0,k:O,pi—l

p—1

p—1
Z ApAgs1 = E (Tp41 — k) = Tp — o = N.
k=0 k=0

Interpretare geometrica. Segmentele [Aj; A1) sunt paralele cu axa Oz si
x9 =0, z, = n.

5. Sd se arate cd, dacd f : R — R i f(arctgz) > z, Vo € R, atunci
functia f nu are primitive pe R.

(Nicolae Musuroia, Ion Savu)
Solutie. Presupunem contrariul: (3) F' : R — R primitiva pentru f. Atunci
x
din ipotezd rezulta: (F(arctgz)) > poaE Vz € R, adica
x
1 9 !
F(arctgx) — 3 In(z“+1)| >0, VzeR.
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1
Functia g : R — R, g(z) = F(arctgz) — B In(z% + 1) este strict crescitoare.
Dar ¢(0) = F(0) si lim g(x) = —oo. Deci este contradictie.
Tr—r 00

6. Sd se arate cd, dacd functia f : R — [0,00) verifica relatia
(fof)(x)=f(x)—€", VzeR,
atunci functia f nu are primitive pe R.
(Nicolae Musuroia)

Solutie. Presupunem contrariul: f are primitive = f are proprietatea lui
Darboux. Cum din ipoteza rezulta ca functia f este injectiva, deducem ca f
este strict monotona.

Cazul 1. f strict descrescatoare.

In relatia (f o i) +e* = f(x), membrul stang este o functie strict
crescatoare, iar membrul drept strict descrescatoare, deci contradictie.

Cazul 2. f strict crescatoare.

Atunci (fo fo f)(x) = (fo f)(z) —ef® = f(z) —e® —ef®) <0, deoarece
y—eY <0,Vy € R. Ajungem din nou la contradictie cu faptul ca functia f
este pozitiva.

. " 1
7. Sa se calculeze nlgréo o @—z+ D)@ +1) dr.

(Nicolae Musuroia)

Solutie.

1/n 1 n 1
" / @ -zt D@+ 1) “ﬂ/uﬁwl)(an v

Din teorema de medie, exista ¢, € [0, f} astfel incat
n

1/n 1 1 1
ap = de = — - ,
A (22 —z+1)(2™ +1) n (2 —co+1)(cn+1)
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1
deci lim a, = 0. Cu schimbarea de variabila x = —, obtinem:
n— o0 t

b /n L d /n r dt
n — €T =
i/n (2% =z + 1)@ +1) i (82 =t 1)(E" +1)

" 1
= = dt — by,
[/n t2—t+1)

adica

2bn—2<arct E—aret 2_1)
VARV s )

At'l'b*17r7r*27TD'l'I*27T
un(nanH;O n—ﬁ §+6 —ﬁ. ec1ningo niﬁ'

8. Flie (A, +,) un inel comutativ cu cel putin doud elemente, astfel incdt
pentru orice x € A, x este inversabil daca si numai dacd 1—x este neinversabil.
(Un astfel de inel se numeste inel local).

Notam cu I multimea elementelor inversabile si cu N multimea elementelor
neinversabile ale inelului. Definim legea de compozitie: xxy = 1+ x + y,
Va,y € A. Sa se demonstreze ca (N,+) si (I,%) sunt grupuri izomorfe.

(Dana Heuberger)

Solutie. Fie z,y € N. Din ipoteza, exista u,v € N astfel incat 1 —x gi 1l —y
au respectiv inversul 1 —u, 1 — v.

Din (1—-2)1-u)=(1-u)(1—-2) =1 deducem zu = x +u = uz si
yv =y + v = vy. Facand calculele, obtinem

(z+y—1(u—1)1—-v)=1—uwv.

Cum v — 1, 1 — v gi 1 — uv sunt inversabile, deducem ca 1 — (x + y) € I, deci
x+y € N. Deoarece Vo € N, avem si —z € N, rezulta ca (N,+) este un
subgrup al grupului (A, +).

Fie 2,y € I. Din ipoteza rezulta 1 +x, 1 —y € N si deoarece (N, +) este
un grup, obtinem (1 + ) — (1 —y) = 2 +y € N. Folosind din nou ipoteza,
avem ca 1 +x +y € I. Asadar, ” *” este lege de compozitie pe I.

Se verifica ugor faptul ca (I, *) este un grup, iar izomorfismul cdutat este functia
f:I—=N, f(z)=2z+1.

9. Fie (A,+,) un inel comutativ, astfel incit Vx,y € N =x+y € N,
unde N reprezintd multimea elementelor neinversabile ale inelului. Notam cu
I multimea elementelor inversabile ale inelului. Pentru y € N, consideram
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functiile: f,: A —= A, fy(x) =ac+y+ay sigy: I = I, gy(x) = fy(x). Sa se
arate cd functiile f, si g, sunt bijective.

(Dana Heuberger)

Solutie. Observam mai intai ca
Veel, Vye N, x+yel. (1)

Intr-adevir, presupunem ci x -+ y € N. Cum —y € N, din ipoteza rezulta ca
x=(x+y)—y€EN, fals.

Fie z, z € A astfel incat f,(z) = f,(z). Obtinem (z — 2)(1 +y) = 0 si cum
1+y € I, rezultd x = z, deci functia f, este injectiva.
Pentru a € A, cautam x € A astfel incat f,(x) = a. Obtinem (z +1)(y +1) =
a+lsicumy+1€l, gisimz = (a+1)(y+1)"! —1€ A, asadar f, este si
surjectiva. Sa observam acum ca functia g, este bine definita.
Intr-adevir, pentru orice z € I, avem c& xy € N. Din afirmatia (1) deducem
caz+yelsiapoicidgy(x)=c+y+ayel
Deoarece g, este restrictia la multimea I a functiei f,, ea este evident injectiva.
Pentru a demonstra surjectivitatea, observam ca

fy(N) € N (2)

intr—adevér, daca x,y € N, atunci, deoarece inelul e comutativ, rezulta ca
xy € N. Din ipoteza deducem x +y € N si apoi fy(z) =z +y+ay € N.

Fie a € I. Deoarece f, este surjectiva, exista « € A, astfel incat f,(z) = a.
Din afirmatia (2) rezultd ca = € I, deci gy(x) = fy(z) = a, adica functia g,
este si surjectiva.

10. Sa se calculeze limita sirului (x,)n>1, unde

n
n

S YRR DR 1)

Tp =

(Gheorghe Boroica)

Solutie. Deoarece k6 < k(k? 4+ 1)(k* + 1) < (k? + 1)3, avem ca
n n
n n
— s < Ty, < - -
§ : 2 4 12 § : 21 12
—n +k24+1 = +k
Cum

i n 1< 1 n%oo/l 1 s
W= =y O [ =
¢ ;n%tk? n;1+<2)2 o T+22 71
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si
n n
n n n

n
bp=» ——5—>Y ———— =a, -
;n2+k2+1 ;n2+(k+1)2 “ +n2+(n+1)2 n2+1

conform teoremei clegtelui avem ca lim z, =
n—oo 4

T
11. Pentru o functie f : {0, 5} — R derivabila st cu derivata continud,

vom nota Iy = ’ |f'(z) — cosz - f(z)|dx.

0
a) Sa se dea un exemplu de functie f nenuld pentru care Iy = 0.

1
b) Sa se arate ca Iy > ‘ef(;r> - f(0)}-

(Gheorghe Boroica)

v .
Solutie. a) Se verificd faptul ca functia f : [0, 5} — R, f(z) = """ satisface
relatia Iy = 0.

T 1 .
b) Pentru orice x € [0, 5} avem ca — < e~ % < 1, deci
e

If:A |f (m)—cosxf(m)|dx2£ e” |f'(z) — cosz f(z)|dx

i

/ ’ I(eSi”(f’(w)Cosxf(:v)))|‘

0

:AE le™ 5 (f! () —cos a f(x))|dx >

Ag (efsinzf(x)>1dx

ks
2

(67 sinzf(x)>

0

12. Fie f:[0,1] = R o functie integrabild cu proprietatea cd, pentru orice

1
numere naturale 0 < m < n, prime intre ele, avem 0 < f(—) < —.
n m
Demonstrati cd, pentru orice a,b € (0,1), cu a < b, existd w € [a,b] astfel
incat f(w) = 0.
(Cristinel Mortict)
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Solutie. Fie p un numar prim. Avem:

p—1
. k=1

Deoarece lim
pP—>00 p

cal< /1 f(z)dx <0, deci /1 f(z)dr = 0.
0 0

Bl L

= 0, pentru p — oo in inegalitatile anterioare, obtinem

b
Atunci, pentru orice a,b € (0,1), cu a < b, avem ca f(x)dz =0 caci f > 0.

Presupunand acum ca f(z) # 0, V& € [a,b], se obt;iﬁe f(z) >0,V € [a,b],
b
deci / f(z)dz > 0, contradictie.

e’ (x — 2)

13. Sa se calculeze / —dx, x > 0.
x - et + 23

(Gheorghe Gherasin, Liceul ”Regele Ferdinand” Sighetu Marmatjiei)

e’z —2)  e(x—2)

Solutie. Fie functia f: (0,00) = R, f(z) = P ( - 1) .
: 3 (S +

, avem ca:

e (5) = T2

2 x3

/f(x)dfv/jc(g?;dxln(;le)JrC.

14. Sa se arate cd dacd a,b € (0,00)\{1}, a-b =1 gi c € (0,00), iar
f R —= R este o functie impard, atunci

b2kt
/ dezo, unde k € N.
o (L+a%)?

(D. M. Batinetu-Giurgiu)
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1
Solutie. Cu schimbarea de variabila — = ¢, integrala de calculat devine
x

1 2k+1 (1 ' o £ (1 2k+1
I:/if(ln <t1))~;21dt2—/ f( In j>dt
1 <1+ )c b (1+t2c)c
2k+1
:—/bf(l(ln2)f>dt:—l, deci I = 0.
a + $2¢)%
15. Sa se calculeze

/ (x +sinx - cosx)?

1
t2c

T
dr, undex € {f oo).
2 —costz ’ 2’

(Gheorghe Boroica)

Solutie. Avem:

I / 2% + 2z sinz cos z + sin® x cos?

dx

x? —costx
2z sin z cos x + cos? z(sin® 4 cos? x)
= 1+ dzr

2 — cost
Jr/:csin2:r+cos2;yd Jr/ rsin 2z + cos? x
= ————— Ar =T
z2 — costx Cos4x(coiiw _1)
cos? x + x sin 2z .
Cum <0052 x) - cost = , rezulta ca
/
xT
I
I=x+ <C°S2x/>dx=x+21n ﬁ +C
(Co':zz) -1 6052$+
PN A F(a)+C
=T — In e _ . '
2 x + cos? x

Observatie. Desi prin calcul se impune conditia cosz # 0, functia F(z) e

T
primitiva pentru functia de integrat pe [5,00).
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Probleme propuse

Clasa a IX-a
1. S& se determine n € N*| care verifica ecuatia
2" +3" = 11n2.

Tonel Tudor, Calugareni, Giurgiu

2. Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia
2?(1—[a]) =1+ {z}.
Gheorghe Gherasin, Sighetu Marmaties

3. Notam cu l,, I, [ lungimile bisectoarelor interioare unui triunghi ABC',
notatiile 7, R, p fiind cele uzuale.
Sa se arate ca:

2rp? 3
%gl§+l§+lfgi(a2+b2+c2).

Ludovic Longaver

4. Fiea,b,ce R, a®> <>+, b2 <a®>+c2, 2 <b®+ad>
Sa se arate ca sistemul

.{ 22 + 9% + |ay| = o?
{ v+l =
L 22+ 2% + |zz| =2
este compatibil.

Ludovic Longaver

5. S& se determine

min {n € N/L

1
< —_
T < vk < 10} ’
unde {z} reprezinta partea fractionara a numéarului real z.

Dorin Marghidanu, Corabia
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6. Daca 0 < ap <k, (V)ke€{1,2,...,n}, n € N*, si se demonstreze ca:

ay-ag-...-an+(1—a1)(2—as) ...-(n—ay) <n!

Dorin Marghidanu, Corabia

7. Sa se demonstreze ca:

2n(n+1) 1 2n(n+1)

; NoTEN Z V2k - +W

Dorin Marghidanu, Corabia

Qo

. Daca z,y, z,t > 0, atunci:

1 1 1 1
@ry+zt+t)(—+-+-+7)>
T Yy =z

<z+y z+t

NTE

2
) > 16.

D. M. Batinetu- Giurgiu

9. Daca a,b,m,n € R}, atunci:

+ nb)(mb + 2 4 p2
2ap _ \/(matnb)(mb+na) [ ip?

a+b m+n - 2

D. M. Batinetu-Giurgiu

10. Sa se arate ca daci a >0, b >0, n € N* g

22+ /a?" + 02" 2 +1>0, (V)z€R,
atunci 22 + /a2 +02* -2 +1>0, (V)z €R, (V) k € {0,1,...

11. Se considera triunghiul ABC', in care

{IA2 IB? IC’Q} 1
Maxqy = =~ =3

)

be ' ac ' ab
unde I reprezinta centrul cercului inscris.
Sa se arate ca triunghiul ABC este echilateral.

100
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12. Si se arate cd daci a,b,c € (0,00) si a + b+ ¢ = abe, atunci:
(1+a*)(1+bH)(1+ %) > 64.

Nicolae Musuroia

13. Se considera triunghiul ABC si punctele M,Q € (AB), N, P € (AC),
astfel incat
@:%:P—A:N—C:ke(&l).
MA QB PC NA
Fie {T} = MPNNQ si G centrul de greutate al triunghiului.
a) S& se demonstreze ca G, T, A sunt coliniare.
b) S se demonstreze cd T € (AG).

¢) S& se arate cd

K —k+1
AT 4+ BT+ CT > ="~ [2(AB2 + AC?) — BC?.
+ +O>(1+k)2\/( +AC?) - BC

Dana Heuberger

14. Fie a < b < ¢ cifre nenule. Demonstrati ca
a b c 3  ba+2b+5¢
>Z 477 7 T
b+c+c+a+a+b_2+ 8160
Cand are loc egalitatea?

Cristinel Mortici

15. Fie m,n,p,q,r numere prime, astfel incat
mt 4t +pt ¢t =1-3-5-...-(2r — 1)+ 1555.
Demonstraticam=n=p=qg=1r=>.

Cristinel Mortici

Clasa a X-a

1. Se considerda numerele complexe distincte 21, 29, 23, de acelasi modul,
astfel incat ) y s s s )
2y 235 23tz 21t 2

3 2 2
21 Z3 23

101
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Sa se demonstreze ca triunghiul care are varfurile de afixe z1, 29, 23 este
dreptunghic sau isoscel.
Dana Heuberger

2. Se considera a € R, k,n € N*, cu (n,k) = 1 si ecuatia
{a*}2? — 4{a™}z + 6 = 0.
a) Sa se arate cd daca radacinile ecuatiei sunt numere intregi, atunci a € Q.

b) Sa se arate cd pentru n € N* exista o infinitate de valori ale lui a > 1,
astfel Incat ecuatia
{a® ) 2? —4{a"}z +6 =0
sa aiba radacinile intregi.

Dana Heuberger

3. Sa se determine sirul (a,)n,>1 de numere naturale, astfel incat
(V)n € N,
n(n+1)(2n+1)

a1 Qg, + 02 Qgqy + -+ ay - Qq, = 6 .

Dana Heuberger

4. Sa se arate ca:
2

%, (V)z € R*.

1\2
(arctg z)? + (arctg 7) >
x

D. M. Batinetu-Giurgiu

5. Sa se arate ca in orice triunghi au loc inegalitatile:
1 1 1
p L1809
p—a p—=b p-—cT 1 T p
notatiile fiind cele obignuite.

Gheorghe Rambu, matematician

6. Se considerd multimea M = {1,2,3,...,n}, n € N*.
S& se determine numaérul perechilor (A, B) care satisfac conditiile: AUB = M
si card(AN B) < 2.
Gheorghe Boroica
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7. Se considerd multimea M = {1,2,3,...,2n}, n € N*.
S& se determine numéarul de perechi (A, B) stiind ci indeplinesc conditiile:
AUB = M si card(AN B) este numar par.

Gheorghe Boroica

8. Sa se rezolve ecuatia:

2
13log3 [4z—1| _ 9. 910g13(32r —162+9) _ 7.

Gheorghe Boroica

9. a) Exprimati (Ck,,)? — (CE~1)2, in functie de (CK)%, k € T,n, n € N*.
b) Sa se arate ca:

n—+2

n+3 2n+1
1+ —=(C! ——(C*H2 4 ...
+ RO + TR 4t

1

(C)? = C3 s = 5,y (V)n € N™.

Tonel Tudor, Calugareni, Giurgiu

10. Sa se determine a,b € R, daca

a-b >5
90”4 96 < 64,

Nicolae Musuroia

11. a) Sa se construiasca o functie f : R — R, cu proprietatea ca ecuatia
f(z) =t are exact 2 solutii distincte in R, (V)¢ € R.
b) S& se construiascd o functie g : C — C, cu proprietatea cé ecuatia
g(z) = z are exact 2 solutii distincte in C, (V) z € C.

Ion Savu

12. Sa se rezolve sistemul:
(27437 =3y +2
{ 2 4 3V =3z +2
| 2°+3° =3z +2.

Nicolae Musuroia
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13. Se considerd numerele a,b,c € (1,2]. S& se arate cé:

log,, (4b* — 5b + 2) 4 log, (4¢* — 5¢ + 2) + log,(4a* — 5a + 2) > 9.
Cand are loc egalitate?

Gheorghe Boroica

14. Fie n € N*. Sa se rezolve ecuatia:

2 _
\/3+2\/3+2\/...\/3+2x:x 3

2

Florin Bojor

15. Sa se determine functiile f, g : R — R, care verifica simultan relatiile:
23 f3(x) — 3z f(x)g*(x) = cosx
9°(x) — 32” f*(x)g(x)

—sinz, (V)z € R.

Dorin Marghidanu, Corabia

Clasa a XI-a
1. Se considera matricea A e” L) e Mo(r
. Se considerd matricea A = (ln(l +a?) cos x) € My(R).

Notam A™(z) = (CCLZEB 2223)7 n € N*. Sa se calculeze
lim 761”(%) — dn(7) .
z—0 cn ()

Ludovic Longaver

2

2. a) Fie n € N*. S se rezolve ecuatia: 2" +2(n — 1) = —.
z

b) Sa se studieze convergenta sirului (z,)p>1, Tn # 0, (V) n € N*, dat de

relatia de recurenta:
20 42772 4 2% 4 42" = —  (V)n e N,
LT

Ludovic Longaver
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3. Sa se calculeze:

Tonel Tudor, Calugareni, Giurgiu

4. Daca f : [a,b] — R este o functie derivabild cu proprietatea ca f(a) = 0,
sa se demonstreze ca existd ¢ € (a, b) astfel incat:

fle) = (b =) f'(c).

Dorin Marghidanu, Corabia

5. Fie functia f : R — R astfel incat:

a) f este o functie derivabila pe R;

b) derivata sa f’ este o functie periodica pe R.

Sa se demonstreze ca exista doua functii ¢, : R — R cu proprietatile:
1) ¢ este functie periodica pe R;

2) 1) este functie liniard pe R,

astfel incat f = ¢ + .

Dorin Marghidanu, Corabia

6. Daca a,b > 0, m,n € N\{0,1}, sa se giseascd cel mai mare A € R,
pentru care

m a+ % 2 'm.+7nm.

Dorin Marghidanu, Corabia

7. Se considera (z,),>1 dat prin conditiile:

24

== si bxpy1 =13z, + 124/22 +4, (V)n € N*.

) . . . . 9 . x’n n
Sa se determine termenul general al sirului gi sa se calculeze lim o .
n—oo

Gheorghe Boroica
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8. Se considerd sirul (a,),>0 dat prin conditiile:

ap =28l apy1 = V3P -3 +a,, V)ne N

unde p > 3 este un numaér natural fixat.

Sa se arate ca girul este convergent si sa se calculeze lim a,.
n—oo

Gheorghe Boroica

n 2 k
9. Daca f : N* — N* este o functie injectiva, si se calculeze lim Y / (3 ) .
n—oo 7 k

Gheorghe Boroica

10. Se considera sirul (2, )nen+, definit prin z; € R i

1+ X9 xs Tn

T 14 o T3 Ty

_| =z T 142z ... T

Tpg1 = 1 2 + T3 n
X1 X2 x3 oo 1+,

Sa se calculeze lim z,. Discutie dupa z;.
n—oo

Meda si Florin Bojor

11. Se considerd sirul (x,,)n,en care verificd relatia (3)a € (0,1) sib >0
astfel incat x,41 < ax, + a™b, (V)n € N.

i) S& se calculeze lim .
n—oo

i1) S& se demonstreze ci sirul (yn)nen, definit prin y, = xg + 1 + 22 +
o4 Zp, (V) n € N este convergent.

Florin Bojor

121
12. Fiep € N*, 21 > 0 §i Zpy1 = — > Eln(l + kxp), (V)n € N*. S& se
Pi=1

calculeze lim nz,,.
n—oo

(Generalizarea problemei C.649, G.M. 11-12/1986)
D. M. Batinetu-Giurgiu, Nicolae Musuroia
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13. Se considerd sirul (x,,),>1 care satisface relatia de recurenta

Tpt1 = ay, + /b2 — 2, unde z1,a,b € N*.
a) Demonstrati cd dacd a =2, b =3 ¢i ;1 = 1, atunci z,, € N*, (V)n € N*.
b) Demonstrati ci multimea A = {(a,b) € N* x N*/(I) n € N*, astfel incat
xn & N*, (V) 21 € N*} este infinita.

Cristian Heuberger

14. Pentru permutarea 7 € S,,, notam cu k cel mai mic exponent din N*
astfel incat 7% = e si consideram functia f, : {1,2,...,n} = N,
fr (@) = 7(i) + 72() + -+ - + 7 (3).
a) Sa se determine 7 € Ss, astfel incat functia f; este constanta.
b) Sa se determine 7 € Sy, astfel incat functia f, este constanta.

Dana Heuberger

1 5 -3 7
0 -4 4 —6
-9 —-13 11 -8
10 14 =10 9
Calculati log, S, unde S este suma elementelor matricei 420!,

15. Fie matricea A =

Cristian Mortici

Clasa a XII-a

1.8 ideraa > 0 ar fixat si sirul (by,) b —En (n+ k)’
. e considera a un numar fixat si sirul (b, )p>1, b = —_—
B e = k=1 (” k)4 a

n € N. Sa se arate ca lim b, =1n2.
n—oo

Gheorghe Boroica

2. Fie (G, ) un grup finit comutativ si functia injectiva f : G — G, astfel
incat
ff@-yy )=z flz-yy’, (Maz,yed.
S& se arate cd ord(G) este un numar de forma 4k + 1.
Gheorghe Boroica
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3. Fie n € N* gi numerele reale aq,as,...,a,. Si se arate ca functia

(o . i

o . 1 —
FIROR, f(z) = l;bc CLZ|SII1x, x#0
0, z=0

are proprietatea lui Darboux pe R.

Gheorghe Boroica

4. Sa se determine functiile continue f : R — R pentru care

/w Fl)dt — Q/I(x —Of()dt =z, (V)xeR.
0 0

Nicolae Musuroia

5. Fiea > 0si f: [—a,a] — Ry o functie pard, iar g : [—a,a] - R4 o
functie impara. Demonstra‘gi ca

/ egv(“«‘) n 1 dr < +/ac, unde c= A f(z)dx

Horia Zlamparet

6. Fie inelul (A4,+,-) cu 0 # 1 si multimea M = {x € Al|z? = z + 1}.

Daca M are un numar impar de elemente, sa se demonstreze ca
VyzeM, 2%+1=0.

Dana Heuberger

7. Fie (A,+,) un inel cu |A| > 4 astfel incat (V) z,y € A\{0,1}, = # y,

avem 2 = y sau 32 = . Si se determine numarul elementelor inelului A.

Dana Heuberger

8. Se considera ecuatiile:
3$2+5$+g:6, T € 7Zm
ZIQ +§$+§:6, T € X59

a) Fara a rezolva efectiv ecuatiile, s& se arate c una dintre ele are solutjii,
iar cealalta nu.
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b) Sa se rezolve ecuatiile.
Costel Chites

9. a) S se arate ci existd o functie f : R — R primitivabild si F o
1
primitiva a sa, aga incat f(F(x) - §x2) =2% (V)z € R.

b) Fie f : R — R o functie primitivabild si a,b € R. Ardtati cd nu exista
nici o primitivd F a lui f pentru care f(F(x) 4+ ax +b) =z, (V)x € R.

Gheorghe Boroica

' cos? ( ), x#0

10. Se considerd functia f: R = R, f(z { 1
u f si

Sa se arate ca daca F este o primitiva pentr
1 1

1
F(n+1)zn—(§+2—2+-~-+n2

F(1) =0, atunci
) . (HneN.

Gheorghe Boroica

11. Aflati f : R — R derivabila astfel incat

[ F)dt = o f(z) —In/1+ 22, (V) o €R.

Cristian Heuberger

12. Sa se determine functia continua f : (—o00,0) — R care admite primi-
tiva F' : (—o00,0) — R, astfel incat f(z) = {F(x)}, (V)z € (—00,0).

Nicolae Musuroia

13. Sa se calculeze

n

_ /’““ 2¢ +1
lim
k

5 dx
n—ro0 £ x? + 223 + 22

Crina Petrutiu
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14. Fie (G,-) un grup comutativ cu n elemente. Pentru fiecare k € Z
definim Gy, "2 {z¥ |2 € G}. Daci a,b € Z si d = (a,b), aritati cd GoGp = G
dacé si numai dacd (d,n) = 1, unde G,Gp = {u-v|u € G, si v € Gp}.

Dana Heuberger

15. Se considera grupul (G, -) cu n elemente, unde n € N, n > 4. Spunem
ca subgrupul H al lui G are proprietatea P daca H # G si pentru orice
x,y € G\H avem z -y € H.

a) S& se dea un exemplu de grup G, care are trei subgrupuri distincte
H, K, L cu proprietatea P, astfel incat G = H U K U L.

b) Daca H, K, L sunt subgrupuri distincte, cu proprietatea P, ale lui G si
G=HUKUL, si se determine |H U K U L|.

Dana Heuberger
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Erata

e La problema 9, clasa a X-a, in ipoteza, " AABC nedreptunghic” devine
"AABC ascutitunghic”.

e La problema 1, clasa a XI-a, in enunt, x — 1 devine 1 — x.
e La problema 3, clasa a XII-a, in enunt, (2n+1)(n!)? devine (2k+1)(k!)2.
e La problema 12, clasa a XII-a, in ipoteza, f : [0,1] — R devine

f:10,1] — [0, 00).

e La problema 14, clasa a XII-a, in ipoteza, (1 + 22¥)¢ devine (1 4 x2¢)%.



