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Pornind de la o problema de concurs

Marin Bancog

Abstract. This article generalizes an inequality presented at the ” Grigore C.
Moisil” inter-county contest. The method discussed here is used to solve and obtain

other inequalities.

Una dintre problemele propuse de prof. univ. dr. Vasile Berinde, la editia
a XX-a a Concursului Interjudetean de Matematica ” Grigore C. Moisil”, Baia

Mare, 11-13 martie 2005, are urmatorul enunt;

Problema propusa

Fie numerele reale x1,x2,...,2, >0 sin € N, n > 2. 54 se arate cad:

3 3 3
2.%’1 . 2552 . ~-~—|—$7n2>1($1+$2+~--+33n).
i +x3 x5+ 23 x2+z5 3

Ne propunem pentru inceput sa intarim aceasta inegalitate.

O inegalitate intarita si o demonstratie simpla

Fie numerele reale x1,22,...,0, >0 sin € N, n > 2. Sa se arate ca:

3 3 3
Ty T2 T

T
o3 +13 i+ ad z2 4122 T2

Demonstratie. Aratam pentru inceput ca:
3
a b
—>a—=, (¥)a,b>0.
a2 +b% — 2 )

Metoda prin care se ajunge la aceasta inegalitate este urmatoarea:

a’ a(a® + b*) — ab? ab? a2+b22>2ab(>0) ab?
_ P

a2+ b2 a? + b2 _a_az—}—b2 - 2ab

5

1
>—(r1 a2+ +xp).

a —

b
-
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Obtinem agadar inegalitatile:

SC? T2
73 2 L1~
ri + x5 2

3

x T
- 2>x2——3
Ty + 13 2

3

T g2l
2 2 =on
x5 + 2] 2

care adunate conduc la inegalitatea din enunt.
Egalitatea se obtine pentru: 1 =22 =+ = x,,.

In cele ce urmeaza vom generaliza aceasta inegalitate, urméand un rationament
identic.

Generalizarea noii inegalitati propuse

Fie numerele reale 21,22, ...,x, >0 sin,k € N, n,k > 2. Sa se arate ca:

k+1
Ln

mk-‘rl xk-‘rl 1
1 4 2 A | S S
o+ (k— 1)k ab + (k—1)2k ok + (k- 1)k ~ k

(14224 +20)

Demonstratie. Ariatam pentru inceput ca:

FroTpr ST Ty Y (V)a, b>0, k€N, k>2.
Avem:
a*t afaf 4 (k— 1)bF] — (k — Dab
ak + (k—1)bk ak + (k — 1)b*
(k—1)ab* o +k-1)b >kat" (k — 1)abk
=0~ 7V 1. > a — 701
ak + (k —1)bk = Labk—1
k—1
=a— T b.

Pentru a obtine relatia: a® + (k—1)b¥ > kab*~!, am aplicat inegalitatea dintre
media aritmetica si cea geometrica numerelor strict pozitive

k 1k 1k k

a®,b%,b"%, ..., 0",
—_———
de (k—1) ori

6
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de aici rezultand ca

de (k—1) ori
~ N & de (k—1) ori
k _1\hk ko 1k pko . Bk —_—
a®+ (k—1)b _a +0" + 0" + +0b Z\/ak'bk-bk-...'bk
k k
=ab" 1t = a* + (k- 1)b* > kad* L

Obtinem agadar inegalitatile:
zlf+1 —1
k g =
oy + (k= 1)z3
k+1 _ 1

care adunate conduc la inegalitatea din enunt. Egalitatea se obtine pentru:
T1=Tg ="'+ =Tp.

Metoda prezentatd poate fi utilizatd cu succes gi in cazul altor inegalitati
considerate ca avand grad de dificultate ridicat. Vom exemplifica in cele ce
urmeaza prin alte cateva probleme.

O problema din Gazeta Matematica

Fie numerele reale ay,as, ...,a, > 0, astfel incat: a1 +as+---+a, = 1.
Sa se arate ca:

3 3 3
a a a 1
1 2 n > =

+...+—_
a? +ajaz +a3 a3+ asaz + a3 a? +apay +a? ~ 3

(Problema nr. 23891, G. M. nr. 3/1998)

Demonstratie. Sa observam ca:
a?4b?
3 (T 2ab>0 3

a N a 2 a® (;)2 ( b)
=— —la—-=).
= o2 + a2-2‘rb2 +b2 3 a2 +b2 - 3 2

a? + ab + b2

Am tinut cont in (*) de inegalitatea demonstrata la prima problema:
3

a b
m Za—i, (V)CL, b> 0.

7
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Folosind acum aceasta inegalitate, se obtin inegalitatile:

a} 2 as
P Er—— T (a1 - *)
ai +ajaz + as 3 2
3
a 2 as
p ar—— (a2 - i)
az +azaz +az — 3 2
3 2
% 2 - (an — ﬂ) ,
az +anar +ay — 3 2
care adunate conduc la:
a$ a3 al aytas+---+ap, 1
2 27T 2 Tt 3 2 = ey
ai+arax+az  az + azaz +ag a? +ana1+aj 3 3
adica inegalitatea din enunt,.
1
Egalitatea se obtine pentru ay =ags =---=a, = —.
n
Observatjie.

Solutia data acestei probleme, total diferitda de cea prezentata de noi, a
devenit extrem de cunoscuta si se bazeaza pe cateva observatii esentiale pentru
a face posibila rezolvarea.

Notand
af a3 ay
a? +aia +a2+a2—|—aa —|—a2+”.+a2+a ay + a?
1 1042 2 2 203 3 n nd1 1
a3 a3 af
a?+ a1a —|—a2+a2+aa + a? .”+a2—|—aa—|—a2’
1 142 2 2 203 3 n ntl 1

se observd ci: A— B =0« A = B (folosind identitatea a3 — b® = (a — b)(a® +
ab+b?) ), si de aici:

A-tarp =l aita aj+ai ., ap+al

2 2 a%+a1a2+a§ a§+a2a3+a§ a%+ana1+a%
3403 =(a+b)(a®—ab+b?) 1 a?—ajas+a? a2 —asas+a?
a a:a a 7((11"’@2)-%—'—(@2_’_@3).%
2 aitaiaz+az a3+azaz+az

"

a2 — ana1 + a%}
2 2
ar + apayr + ay

_|_..._|_(an_|_a1).
Folosind acum faptul ca:
a? — ab + b?

Zrabre =3 e bel

1
37
8
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inegalitate care se reduce la (a — b)% > 0, se obtine apoi c&

jo w1
- 3 3

adica inegalitatea de demonstrat.

Tin sa remarc faptul ca aceasta inegalitate apartine de drept profesorului
Gheorghe Andrei, si a fost propusa in anul 1987, la un concurs de matematica
ce s-a tinut in tabdra de la Navodari. Ea a fost prezentatd in urmatoarea
varianta:

Fie numerele reale ay,as, ...,a, > 0. Sa se arate cd

a$ a3 al ayt+azx+---+ap

2 2 2 2 T 2 =
a?+ajas+a3  ad+asaz+ai a2 +anai+ai 3

O problema de lot national

Fie a,b,c > 0, astfel incit a+ b+ c=3. Sa se arate ca
a n b n c >3
1+ 1+4c¢2 14a2 " 2°

(Problema propusd pentru selectia lotului national, Bulgaria, 2003 )

Demonstratie. Avem:

a _a(1+b2)—ab2_a_ ab? HbQZ%a—a—bQ—a—a—b
1402 1402 I S 2b 2
Similar se obtin relatiile:
b be
>b— —
14+¢2 — 2
c ca

>c— =
14+a2— 2
Adunand membru cu membru cele trei relatii obtinute vom avea

a b c ab+bc+ ca atbte=3 ab + be + ca
> b _ = 33—
1762 11 Tra2 - 0F0F¢ 2 2
Deoarece

(a+b+c)* > 3(ab+ be+ ca) A= g > 3(ab+bc+ ca) &

b+b 3
32ab+bc+ca®3—#2§.
Prin urmare, rezulta imediat ca
a L b i c
14+02 142 1+a?
9

3
> —.
-2
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Alte probleme propuse

Va supun atentiei, in cele ce urmeaza, cateva din problemele propuse de
mine pe portalul MathLinks (http://www.artofproblemsolving.com), si respec-
tiv in cunoscuta publicatie on-line Mathematical Reflections, a carui initiator
este prof. dr. Titu Andreescu. La baza demonstratiei lor std metoda prezen-
tata.

1. Fie x1,x3,...,Tn,a,b > 0. Demonstrati ca

x3 z3
1 I 2
(axy + bxo)(axe + bx1)  (azs + brs)(axs + bxs)
xi T t+xo+ -+ xy
ot >
(axy, + bx1)(azy + bxy,) (a+0b)?

(Marin Bancos, Problema propusd S.147,
Mathematical Reflections 1/2010)

Demonstratie. Pentru z,y,a,b > 0 avem:

pa<(242)", (Mp.gek [(ax+by)+(ay+bx) ’

(azx + by)(ay + bx) < B
(@ bPa4y)? GHPEERD (bR +?)
4 = 2 '

Folosind aceasta inegalitate obtinem imediat ca
3 S 2 x>
(az+ by)(ay + bw) = @+ 2+ 42"

Tinand cont de inegalitatea stabilita in prima demonstratie, prin metoda prezen-

tata
3
z Y
T > Z
x2_~_y2* 2’

obtinem ca

3 2 Y
> . (a: — f) .
(az + by)(ay + bx) — (a+ b)? 2
Folosind aceasta inegalitate pentru fiecare din cei n termeni insumati in mem-

brul stang al inegalitatii de demonstrat, prin adunarea membru cu membru a
celor n inegalitati obtinute, se ajunge cu usurinta la rezultatul din enunt.

10
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2. Fie x1,x3,...,x5 > 0. Demonstrati ca

x? xg n n a:;r’l > T1+To+ - Ty
ritaird+4xy  xi+adad+4ag rita2at+drt 6

(Marin Bancos, Mathlinks/Art of Problem Solving, Inequality MB-36)

Demonstratie. Pentru x,y > 0 avem:

25 x2y2g>w4;ry4 25
ot + 22y? + 4yt - 4+ # + 4y
_2 22 w(e+3yY) — 3ay’

3 r4+3y* 3 x4 + 3yt

2 (x - 31;y4) x4+3y4=z4+y4+y4+y4§4 Vatytytyi=day® 2 (1‘ 3 33:3/4)
3 x* + 3yt - 3 4xy?

=2 @),

Asgadar
x° 2 3

S A S TSP
xh 4+ 2292 + 49t — 3 (@ 4y)

Folosind aceasta inegalitate pentru fiecare din cei n termeni insumati in mem-
brul stang al inegalitatii de demonstrat, prin adunarea membru cu membru a
celor n inegalitati obtinute, se ajunge imediat la relatia ce trebuia dovedita.

3. Fie ay,ao,...,a, > 0, astfel incat: ay -as - ... ay, = 1. Demonstrati ca:
a? a3 a? n
az(a? + aras + a3) + as(a3 + asas + a3) Tt ai(a2 + anay +a?) ~ g
-41)

(Marin Bancos, Mathlinks/Art of Problem Solving, Inequality MB

Demonstratie. Pentru a,b > 0 avem:
2 2
+b
2 abs === a? 2a?

S >
b(a? + ab + b?) - b <a2 + a2+b2 + b2 3b(a2 + b?)

2 a® 2+b2>a 2 < b> 2 (1 1 )
= — > a——]|==-|-—-—1.
3ab a2 + b2 - 3ab 2 3\b 2a

(G-2)

Asadar
2

e 2
b(a? +ab+b?) — 3
11
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Tinand cont de aceasta relatie, aplicata fiecarui termen din primul membru, se
obtine:

ai a3 ay,
2 o T 2 o Tt 2 2
as(ai +aiaz +a3)  az(a3 + azasz +a3) ay(a? + anay + ay)
1 ( 1 1 1 > M aritmetica>M geometrica
. z

si inegalitatea este demonstrata.
4. Fie ay,a9,...,a, >0 sin,k € N, n,k > 1, astfel incat: a1 +ag+---+
an, = n. Demonstrali ca:
1 — aktt
k+1 == T 2
1+ kaj 1+ kasg 1+ kax

(Marin Bancos, Mathlinks/Art of Problem Solving, Inequality MB-40)

k+1 E+1
1—aj 1—a,

Demonstratie. Pentrua >0si k€ N, k> 1 avem:

1— gkt? 1+ kaFtt — kghtl — ghtl

1+ kak+l 1+ kakt+!
_ . (E+1)aM ! (;) (kA Daktt | —a
T T It ke T T ke Dar 0 ®

In (*) am tinut cont de faptul c& din inegalitatea dintre media aritmetica si cea
geometrica rezulta

k+§/ de k ori
T+ka ! = 14 a5 4 a4 aP T > (k1) Vg g
de?frori
= (k+1)d".
Agadar:
1—altt 1 -akt? 1—ak+!

1+kalf+1 1+ka§+1 +~--+1+k7a§+1Z(1—a1)+(1—a2)+-~-+(1—an)

=n—(a1+az+--+a,)=n—n=0
si inegalitatea este demonstrata.

12
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5. Fie ai,a9,...,a, >0 sin,k € N, n, k > 1, astfel incat a’f+a§+~-~+
ak =n.
Demonstrali ca
1 n 1 T 1 n
alf"'l + k a§+1 + k

) > )
abtl 4k T k+1
(Marin Bancos, Mathlinks/Art of Problem Solving, Inequality MB-35)

Demonstratie. Pentrua >0l k € N, £ > 1 avem:
11 ko1 a4 k—adft?
a4k k oadbtlk k aktl + k

1 alc+1 (*) 1 ak+1 1 ak
= 1-— ) >l == (1= —].
k aktl + k k (k+1)a k kE+1

In (*) am tinut cont de faptul ci din inegalitatea dintre media aritmetica gi cea
geometrica rezulta

k1 de k ori
A" k=" I 1 1> (k) \/ak+1~1~1-...-1=(k+1)a.
de k ori
Asgadar:
1 1 1

a4k a4k ant + k
1 a¥ 1 ak 1 ak
>—(1- —[1- e -1 - —2
_k( k+1)+k< ) TR TRy

_ l _ a’f—i—a’;—i——i—aﬁ alf+al2c+;-+aﬁ:n 1 (n_ n
k k+1 k k

si inegalitatea este demonstrata.

Profesor asociat, Universitatea de Nord Baia Mare

13
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Distanta dintre doua drepte

Constantin Barascu

Abstract. This article presents some problems which calculate the distances
between two lines in space.

Fiind date doua drepte oarecare a si b in spatiu si doua puncte M € a si
N € bastfel incat MN L asi MN L b, atunci dreapta M N este perpendiculara
comund a dreptelor a si b, iar lungimea segmentului [M N] este distanta de la
dreapta a la dreapta b.

Teorema 1. Daca a $i b sunt drepte necoplanare, atunci exista perpendiculara
lor comund.

Teorema 2. Perpendiculara comuna M N a dreptelor a si b este unicd.

Teorema 3. Daca M N este perpendiculara comund a dreptelor a $i b, atunci
pentru orice puncte E € a i FF € b avem: EF > MN.

Demonstratie.

Construim a’||a cu N € o’.

Fie EG|MN, G € da/. Atunci MNGE este dreptunghi. Din EG|MN
si MN L brezultda EG L b. Cum EG L o, obtinem cad EG L (a’,b), deci
EG 1L GF. Atunci in triunghiul dreptunghic EGF: EF > EG = MN. In
relatia data avem egalitate pentru F = M ¢i F = N.

Consecinta. Daca a si b sunt doua drepte necoplanare, iar ' € a i F' € b
sunt doua puncte mobile, atunci

min EF = MN < d(a,b) = MN.

Aceasta consecinta furnizeaza o metoda utila de calcul a distantei M N
dintre doua drepte necoplanare, fara a determina efectiv pozitia punctelor M
si N pe aceste drepte. Aceasta consta in:

14
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1) consideram punctele mobile F € a si F' € b;

2) calculam lungimea segmentului EF ca diagonald a unui paralelipiped
dreptunghic, care se obtine proiectand punctul £ pe un plan ce contine punctul
F;

3) determindm min EF.

Pentru exemplificare, propunem urmatoarele probleme de calcul a distantei
dintre doua drepte necoplanare.

1. Fie cubul ABCDA’'B'C'D’ de muchie a. Calculati distanta dintre
dreptele A’D si AC.

(Concursul M. Tarina”, Turda 2002)

Solutie.
P ¢
|
I
EA Af | B
Fie E € (AC), F € (A'D)cu —=m N
EC N
FA \F
si 7p = ™ Construim FE; L AD, o
FF, L AD, E, € AD, F, € AD. A __Je
E, )i:w K - - J
riteeg
A B
Atunci:
FF1 - 1 . EE1 - m o AE1 . AF1 o n .
a n+1’ a m+1  a a n+1’

2 2
EFQ:EEf+E1Ff+F1F2:<maT1) +|AE17AF1|2+( - )

n+1
a*m? an am \? a?
:(m+1)2+<n+1_m+1) (n+1)2
B 2[ 2m*  _ m L n2+1}
(m+1)2 "m+1 n+1 (n+1)2

=a?[22% — 22(1 +y) + 2y + 1],

d 1 1
un ex—m+1,y_n+1.

15



oY 7
o X 7/(//(’777(“//'/ /1(7 7727 /

Deci

1+y)° 1 1\* 1
EF2=a2Kx 2—\/§> +§(N§_ﬁ> +3

2 1
Obtinem min EF = % pentru z = 3 Y= 3 Deci d(A'D, AC) =

pentru m = 3 sin=2.

av/3
3

Observatie. Evident, metoda de rezolvare permite si constructia perpendicu-
larei comune a dreptelor A’D si AC.

2. Fie cubul ABCDA'B'C'D’ de muchie a si punctul P mijlocul segmen-
tului [A’D']. Calculati distanta dintre dreptele CP si BD.

D F, C D ¢
N T P P
X 7 N
) AT B’
N7 Lo
o —_ .
Pl -
! “\E Pon
O \1'\" E, {0 L - ~-3c
A l D s | N
. " , F, el
E, A E 5
Solutie. Fie E € (BD), F € (CP) astfel incat EB P C
olutie. Fie F ¢ ,F e astfel Incdt — = m si — = n. Con-
v ED e

sideram PP; L AD, P, € AD, FF, 1L Cfljl7 F € (Cpl)
Fie F|Fy, | DC, F, € DC, F,F3 L AD, F3 € AD; EE, | BC, E, € BC
si i, NEE, = {I}. Atunci FE? = FF? + FI? + I E2.

Avem

FF1 1 FlC F1F3 F1P1 n an
a n+1 CP DC P C n+1 n+1
Fle_FlC:>FF . a .

DP, CP Y7 T 2(n+1)’

EEl_BE EE — am _ EE..

CD _ BD VT 1l U

Fil=a—-FF— EE, = ¢ oo ( y)
1L =a 12 2=40a 2+ 1) m+1—a T 3);

16
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[E—a—EE-FF—a— "~ " _ (a4y—1), unde s — —
=a— 1— 141 3—a—m+1—n+1—ax y—1), un ez_m+1,
1
YT
Atunci:
2
EFzzaz[yQJr(xfg) +(:E+y71)2}
2 5,2 9y
=a” |22 —x(2—y)+7—2y+1
= a2 {(xﬁM)Zl( \/176)2+4]
N 22 g \Y V17 7]
Obti n BF = 2 deci d(CP,BD) = —~ fi ¢ !
inem min = ——, deci i = —— care se atinge pentru z = —
V7 V17 P 17
6 10 1
sly = 77 adicd pentrum = — sin = —.

Asemanator se pot rezolva urmatoarele probleme:

3. Fie cubul ABCDA'B'C'D’ de muchie a. Calculati:
a) distanta dintre dreptele AC si BD';
b) distanta dintre diagonala BD' gi muchia AA’.

4. Fie cubul ABCDA'B'C'D’ de muchie a si O centrul fetei A’B'C'D’.
Calculafi distanta dintre AO’ si BD.

5. Fie cubul ABCDA'B'C'D’ de muchie a. Calculati distanta dintre
dreptele AC' si OD’, unde O reprezintd centrul fetei BCC'B’.

Bibliografie

[1] Dan Bréanzei si colectiv, Matematica in concursurile scolare, 2002, clasele V-VIII,
Ed. ”Paralela 45”
[2] M. Pimsner si S. Popa, Probleme de geometrie elementard, EDP, Bucuresti, 1979

Profesor, Scoala nr. 5, Rm. Valcea
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Aplicatii ale numerelor complexe
in probleme de numarare

Gheorghe Boroica

Abstract. This article presents several ways of using complex numbers in pro-
blems dealing with counting.

Numerele complexe au o gama variata de aplicare in probleme de numarare,
probleme de acoperire, probleme de teoria numerelor, etc. In acest articol sunt
prezentate unele probleme de combinatorica, mai exact, probleme de numarare,
probleme care au solutii foarte elegante cu ajutorul numerelor complexe.

Lema. Daca p este un numar prim si agp, a1, ..., ap—1 € Q satisfac relatia:
2 -1
ap+aje+age” + -+ ap_1e?7 =0,
27 2w )
unde € = cos — +isin —, atunci ap =a; = -+ = ap_1.
p p

Demonstratie. Polinoamele f = ag + a1 X + a2X? + -+ + ap—1 XP7! si
g=14+X+X2+...4+ XP~! nu sunt prime intre ele deoarece au radicina
comuna €.

Cum polinomul g este ireductibil peste Q, deducem ca el trebuie sa divida
pe f, lucru posibil daca si numai daca ap =a1 =--- = ap—1.

Urmatoarea problema a fost data la Olimpiada Internationala de Matema-

tica din anul 1995. Mentionam faptul ca pentru eleganta solutie de mai jos,
concurentul Nikolai Nikolov a castigat un premiu special.

1. Fie p > 2 un numdr prim gi multimea A = {1,2,3,...,2p}. Gasifi
numdarul submultimilor lui A, fiecare avand cate p elemente si suma elementelor
divizibila cu p.

(Marcin Kuczma, OIM, 1995)

27 27
Solutie. Consideram numéarul complex € = cos — + isin — gi notam cu ay

p p
numérul submultimilor B C A cu proprietatea ci |B| = p si m(B) = k(mod p),
unde m(B) reprezinta suma elementelor multimii B. Atunci avem ci

p—1
Z aksk _ Z €m(B) _ Z Ecl+cz+m+cp .
k=0

BCA,|B|=p 1<c1<e1 < <cp<2p
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Ultimul termen din relatia anterioara reprezinta coeficientul lui X? din polino-
mul

f=X+e)(X +e%)...(X +7).
Deoarece
XP—1=(X-1)(X —e)(X —&?)... (X —eP7 ),
gisim imediat ci f = (XP + 1)2. Asadar, coeficientul lui X? din polinomul f
este egal cu 2, deci pil are® = 2. Aplicand acum lema, obtinem ci ag — 2 =

k=0
ap = -+ = ap_1. Deoarece sunt C, submultimi cu p elemente, vom avea ca

ap+ay +---+ap_1 = Cy,, de unde gisim ca
Lew
a0:2+5<02p—2).

2. Cdte submultimi ale multimii A = {1,2,3,...,5n} existd, astfel incat
suma elementelor in fiecare submulfime este divizibild cu 5%
(Test de baraj, 2003)

27 27
Solutie. Consideram numéarul complex € = cos 5 + ¢sin — si notam cu ag

numéarul submultmilor B C A, cu proprietatea cd m(B) = k(mod5), unde
m(B) reprezintd suma elementelor multimii B. Atunci avem c&

4 5n 5n
IUEED DL 9] (D SIS B ot
k=0 BCA k=0 \ BCA,|B|=k k=0

unde z, este coeficientul lui X°*~* din polinomul

f=(X+e) (X +H).. . (X +M)=(X°+1)".

4
Asadar, 3 ape® este suma coeficientilor polinomului f, adica f(1) = 2", de
k=0
unde, folosind lema, deducem ca ag — 2" = a; = -+ - = a4. Deoarece multimea
A are 2°" submultimi, avem ca ag + a1 + - - - + a4 = 2°7, deci 5ag —4 - 2" = 25"
25n +4.9"
sau ag = —5

3. Cate numere de n cifre, formate cu 1,9,8,6 se divid cu 37
(Dorel Mihet, Concursul ”Traian Lalescu”, 1985)
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. . (k < . . aea .
Solutie. Fie Jc% ) numirul de numere de n cifre, scrise utilizand doar cifrele 1,

9, 8, 6 gi care sunt congruente cu k modulo 3. Avem
2
ank) .gk = Z Ea1+a2+"'+an — (E + 69 + 68 +€6)n

k=0 a1,az,...,an€{1,9,8,6}
(e+l14+2+1)"=1"=1,

oL 2 2w
cacl € = COS — + 281N —.
Asadar, xslo) + xg) -+ xg) g2 =1 i utilizand lema, deducem ca x%o) —1=
:c£}) = ng). Deoarece exista 4™ numere de n cifre formate cu cifrele 1, 9, 8, 6,
avem

an 42
2O 420 4 23 =y 5320 _ 2= 4" o 2O = ; .

4" 42

Agadar, exista numere de tipul celor cerute.

Observatie. Pentru o alta metoda, ce utilizeaza recurentele, se poate vedea
problema 232, pag. 121 din [1].

Probleme propuse

1. Fetele unui zar sunt numerotate 1,2,3,4,5,6. Aruncam zarul de n ori.
Care este probabilitatea ca suma cifrelor aratate de zar sa fie un multipluy de 52

(IMC, 1999)

2. Sa se determine numarul de numere de n cifre, formate doar din cifrele
1,3,4,6,7,9 si care au suma cifrelor divizibild cu 7.
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Cateva proprietati relative la seria armonica

Costel Chitesg

Abstract. The aim of this paper is to provide some results concerning classical
series (harmonic series, depleted harmonic series, p-series and others) which are often
used in mathematical competitions.

In anul 1650, matematicianul italian Pietro Mengoli (1626-1686) studiind
seriile numerice al caror termen general tinde la zero, a ratat ca seria armonica
> ! este divergenta.
n>1 n

Procedeul utilizat de Mengoli este cel utilizat astazi prin minorare. Daca
notdm cu (Sp,)n>1 sirul sumelor partiale, atunci:

S —<1+1>+<1+1)+<1+1+1+1)+ +( ! + +1)
S 2 34 56 7 8 n—141 2
1 1 1 1 n
> - - R, n-1_ - _
72-1-2 4+4 8+ + 2 on 2—)00,
deci Son — 00. Cum sirul (Sy)n>1 este strict crescator, rezultd ca S,, — oo,
adica seria armonica este divergenta, avand suma co.

Observatie. O alta demonstratie a divergentei seriei se obtine prin utilizarea
constantei C'

1 1 1
C = lim <1+f—|—f—|—-~~+——lnn> =0,57....
Astfel vom obtine

1 1 1
Sn:<1+,+,+...+f—1nn)+lnn—>oo.
2 3 n

In anul 1975, in lista scurta a Olimpiadei Internationale de Matematica, a
fost selectata urmatoarea problema:
"Fie M multimea numerelor n € N* care nu con{in cifra 9 in scrierea lor

in baza 10. Sa se arate cd seria Y, — este convergentd”.
neM T

In acest articol ne propunem sa generalizam aceasta problema.
a) Fie T multimea numerelor n € N* care nu confin cifra a # 0 in scrierea

lor in baza 10. Sa se arate ca seria Y. — este convergentd.
neT T
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Solutie. Orice numar n cu k+1 cifre verifica 10% < n < 1051, Numérul aces-

tora este 8- 9% (deoarece prima cifra poate fi alesd in 8 moduri si celelalte cifre
k

{ i alese in 9 moduri) §i ~ < —. Rezults u21<8§(9> ¢
pO alese 1n modauri §ln_10k. ezulta ca nETn_ = 10 . um

seria geometrica de ratie subunitara este convergenta, rezulta, prin utilizarea
criteriului de comparatie, ca seria data este convergenta.

b) Fie S multimea numerelor n € N* care nu contin cifra a # 0 in scrierea
lor in baza b > 3, sau nu contin cifra 0 in scrierea in baza 2. Sa se arate ca

seria Y, — este convergentd.
nes 1

Solutie. Cazul 1. In baza b > 3, orice numir de k + 1 cifre verifici b* < n <
bE*1. Numarul acestora este (b—2)(b—1)* (deoarece prima cifra poate fi aleasi,

1 1
in b— 2 moduri si celelalte cifre pot fi alese in b — 1 moduri) si — < ik Atunci
n
1 < (b—1\" . - : -
=< (b-2)> <7> . Cum seria geometrica de ratei subunitard este
nes M k=0 b
convergenta, rezulta, prin utilizarea criteriului de comparatie, ca seria data este
convergenta.

) 1 = /1\*
Cazul 2. Inbazab=2, > —= > <7) =2.
nes ™ k=0 \2

In incheiere, vom prezenta cateva probleme legate de seria armonica.

3. Sa se arate ca multimea sumelor partiale neordonate ale seriei armo-

1
nice Y. — coincide cu mulfimea numerelor rationale pozitive.
n>1"
(The W. L. Putnam Math. Competition)

n

1
Solutie. Fie r € Q7. Notam S, = ) T Vn > 1, 59 = 0. Cum seria
k=1

este divergenta 3!ng > 1, S,, <7 < Spo41. Dacd r = S,,,+1 demonstratia se
1
incheie. Dacar < Sp,+1 = Sno—i—ﬁ, atunci definim 0 < r; —S,, <
no
1

<r < —.
n1+1_ ! ni1

ng+1°

Atunci exista si este unic ny > ng pentru care
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1
Daca r, = =>r=.5_, . Daca r; > ——, atunci definim
1 1 r n0+n1+1 1 ] unci ni
1
=7 — . Deci 3!ny > 1 pentru care <rg < —.
"2 " n+1 ! 2 =P v n2+1_T2 No
Din i litatile 0 < 1 <1 ! i ! <ry < L
in inegalitatile Ty = 1] — —_— i r — =
8 ¢ : Yl T n1+1§ ng+1- 2 ny

ng > n1. Dupa un numaér finit de pasgi se obtine reprezentarea cautata. Aceasta
se explica astfel:
1 1 1 —
L N _pm—q+p
m+1 ¢ m g m+1 g(m+1)

deci girul numaratorilor fractiilor r, 71,73, ... este strict descrescator.

amp—q<07

Remarca istorica. Atat in papirusul de la Londra cat si cel de la Moscova,

egiptenii utilizau descompunerile unei fractii in sume de fractii alicvote, adica
1 1 2 1 1 1 1 )

1 2
de forma o (De exemplu 3= 5—}— 6 101= 1—01—1— 2—02—1— ﬁ—i_ 606
Egiptenii au creat tabele de descompunere a fractiilor de forma z, 3 <n <101,
n = impar in sume de fractii alicvote. "
4. Sa se arate ca pentru orice n € N* are loc inegalitatea
25 .43 .. (2")77 < 4.
(propusd la Olimpiada Nationald, Irlanda, 1996)

© n 1
Solutie. Este suficient de a arata ca ) on = 2. Notam ¢q = 5 si consideram
n=1

o0
sirul sumelor partiale (S,)n,>1 al seriei > n-¢™. Calculand S, —¢- S, =
n=1
(q+q*>+--+¢q") —n-q" se obtine cd lim S, = 2, de unde concluzia.
n—oo

5. Se considera sirul real (an)n>2 definit astfel: dacd p1,p2,...,pr sunt
toti divizorii primi distincti ai lui n, atunci a,, = pl_1 +p2_1 + .- er,;l. Sa se
N
arate cd pentru orice numdr natural N > 2, > asag...ap < 1.
n=2

(propusd la Olimpiada Nationald, Romania, 1996)
Solutie.
N N
1 1 1 1[n
ek -p il
nz::Q L ; <p1 D2 Pk Z p
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Avem inegalitatile

171 n 1 < 1 n 1
Zp[p}gzp?<n<4+kz_l(2k+1)2><4<Zk(k+1)><

p<N p<N k=1

|3

Utilizand inegalitatea mediilor, obtinem ca

a2+a3+-~-+an)"1<1 (
n—1 2n—1

agag...an<<

Deci, vom obtine

ad 1 1 1 1 1 1
Zazag.”an<,+,+7+7+3(7+7+”.)
n=2

2 6 12 60 25 26
—46+3<1+1+1+ >—46+6<1
- 60 20 222 777) 60 32
6. Sa se stabileasca in modalitati distincte convergenta urmdatoarelor serii:
>~ ] 00
—, a>0; b =, a>0.
@) nzzzln“ @ )nzzzznln n @
Solutie.
1
Metoda 1. a) Notam w, = —. Cum u, \, 0, prin aplicarea criteriului
na
o 1
de condensare al lui Cauchy, rezultd ci seria Y, — are aceeagl naturd cu
n=17
seria ) 2" . Ultima serie este seria geoemtricd Y (—_1) ce este
n=1 (Qn)a n=1 A

1
convergenta daca si numai daca Ja1 <lsaua>1.

Nota istorica. Criteriul de condensare al lui Cauchy a fost publicat de
acesta in 7 Cours d’analyse de ’école polytechnique”, Part. 1, Analyse algébrique,
Paris, 1821, pg. 135.

> 1 >~ 1
Seria ) — are aceeasi natura cu integrala / — dx si care este conver-
1 x

n=1"1
genta daca si numai daca a > 1.
1
b) Notam v, = ————. Cum v, \, 0, prin aplicarea criteriului de
n(lnn)e

o0
condensare al lui Cauchy, rezultd c& seria Y v, are aceeasi naturd cu seria

n=2
e
Z 2n . Von .
n=2
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0 1 < 1
Cum seria 2" - vgn = . —, rezulta conform punctului a) ca ea
n§2 ? (1n2)o¢ n§2 ne P )

este convergenta daca si numai daca a > 1.

oo
Metoda 2. Cum v, \, 0, seria > v, are aceeasgi naturd cu integrala
n=2

o0 1
———dx, care este convergenta daca si numai daca a > 1.
o x(lnz)™

Nota istorica. Divergenta seriei din exemplul b), pentru o = 1, adica

a seriei nzz:z o
norvegian Niels Henrik Abel (1802-1829).

a fost evidentiatd pentru prima datd de matematicianul

Observatie. Acest ultim rezultat a fost propus la examenul de bacalaureat,
pentru elevii olimpici in anul 1984.
Vom prezenta si solutia standard.
< 1

——. Vom arata ca
i klnk

Fie girul sumelor partiale (S,),>1, unde S,, =

1
Sy, — 00. Definim functia f : [2,00) = R, f(z) = P YV > 2. Fiind functie

elementara este derivabila, deci putem aplica teorema lui Lagrange pe intervalul

[k,k+1],Vk € N*. Existi ¢, € (k,k+ 1), In(In(k + 1)) — In(In k) =

celncy

1

Prin insumare in a doua inegalitate, obtinem S,, > In(In(n+1)) —In(In 2) — oo,

< 1
deci S,, — oo, adici seria Y
n—onlnn

este divergenta, avand suma oo.

7. Fie sirul descrescdtor (an)pn>1 cu an, >0, Vn > 1.
oo
a) Dacd seria Y a, converge, atunci ay, 50 LN G -5 0.

n=1
b) Reciproca este adevdrata?

Solutie. a) Fie S,, = a1 + a2 + -+ a,, Vn > 1. Sirul (S,)n>1 al sumelor
partiale fiind convergent, rezulta cd Ve > 0 I3m € N* astfel incat Vr > m,

5
VA >1avem |Sp1x — S| < 5 sau echivalent

3
ar+1+ar+2+"'+ar+)\<§

25



~ 7
. a;y/mwnw/ 72 0. 7

(am utilizat criteriul lui Cauchy pentru giruri).

n
Alegem n > 2m §i atunci, pentru r = [ﬂ, vom avea r > m §i Gpy1 +

€
Grgo + -+ a, < 3 De aici, utilizind monotonia girului (a,)p>1 rezulta

€ n €
(n—r)a, < 3 Deci 5 n < 2 adici n - a, < e, Yn > 2m. Deci n - a,, — 0.

Evident ¢i a, = Sy, — Sp—1 — 0.

1
b) Reciproca este falsa. Iatd un contraexemplu a,, = Tan Vn>1.
n

n
Nota istorica. Afirmatia a) din exemplul 5 a fost data in anul 1827 de citre
Olivier L.
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Sisteme maximale de elemente
ale unor grupuri finite

Dana Heuberger

Abstract. The purpose of this paper is to find k € N maximal such as if for
any subset with k elements of a finite group, at least two of its elements have the
same propriety, then the whole group has the same propriety.

In acest articol ne propunem sa gasim k € N cat mai mare, astfel incat
daca oricum am alege o submultime cu k elemente a unui grup finit, aceasta
are cel putin doua elemente cu o aceeasgi proprietate, atunci intregul grup sa
aiba proprietatea respectiva.

In revista de matematica ” Argument” [3] aparea urméitoarea problema:

Problema 1. (D. Heuberger) Fie k € N, k > 3 i (G,-) un grup comutativ
care nu are elemente de ordinul 4 si astfel incdt printre oricare 25 —1 elemente
distincte ale sale existd cel putin 281 — 2 elemente de ordin mai mic sau egal
cu doi. Sa se arate ca orice element al grupului are ordinul cel mult doi.

Sa observam mai intai ca este esential sa stim de la inceput ca grupul nu
are elemente de ordinul 4. Intr-adevar, fie grupul

G= {e,x,xQ,mS,y,fU%xzy’xSy}

cuord(x) =4, ord (y) = 2 si xy = yz.

In lucrarea [1] se arata ca acest grup este izomorf cu Zy X Zs .

Alegand k = 3, cum ord (y) = 2 = ord (x2) = ord (x2y), orice 7 elemente
am alege, exista cel putin doua dintre ele de ordin < 2, deci grupul verifica
conditia din ipoteza, dar nu si concluzia problemei, cici el are elemente de
ordinul 4.

Ne punem intrebarea daca am putea optimiza enuntul, pentru grupuri
finite. Vom determina valoarea maxima a numarului & € N pentru care daca
oricum am alege k elemente ale grupului, gasim printre acestea cel putin doua
elemente de ordin mai mic sau egal cu doi, atunci sa rezulte ca toate elementele
grupului au ordinul cel mult doi.

Propozitia 1. (D. Heuberger) Se considerd grupul comutativ (G,-) cu n ele-
2n+2

mente, unde n € N, n > 4. Daca oricare ar fi k = [ } + 1 elemente ale
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sale, exista printre acestea doud elemente de ordin < 2 si G nu are elemente
de ordinul 4, atunci toate elementele lui G au ordinul < 2.

Demonstratie. Pentru n € {4,5} enuntul este evident. Consideram n > 6.
Presupunem ca multimea M a elementelor de ordin > 2 ale grupului este
nevidid. Observam ca multimea M are cel mult £ — 2 elemente. intr—adevér7
presupunem ca multimea M ar contine cel putin & — 1 elemente. Adaugand
elementul neutru la k — 1 elemente ale lui M, obtinem k elemente ale grupului,
printre care, din ipoteza, gasim doua de ordin < 2. Asadar multimea M contine
cel putin un element de ordin < 2, fals. Deducem c& multimea G\M are cel
putin n — k + 2 elemente.

Fie aj,as,...,an_kt2 € G\M si fie z € G, unul dintre cele k — 2 elemente
ale grupului cérora nu le cunoagtem ordinul. Atunci ord (xz) > 3. Deoarece
ord (x) # 4, obtinem ca ord (acz) > 3. Deoarece grupul e comutativ, elementele
r-a;, 22 a; € G,cui € {1,2,...,n — k + 2} sunt de ordin > 3, distincte dous
2n + 2} 2n+2

+1<

cate doud, in numar de 2(n — k+2). Dar k = [ +1,

deci 2(n — k+2) > k —1, ceea ce Inseamnd ca existd cel putin & — 1 elemente
ale grupului care au ordinul > 2, contradictie. Rezulta ca toate elementele
grupului au ordinul < 2. g

2n + 2

Observatia 1. (a) Pentrun =32/, cut e N*gi k = [ } +2=20F149

grupul comutativ G = {e, a1, ..., a9t 1,7, a12,. .., a9t 1T, 22 a122,. .. ,azt_le},
unde ord (ar) =2,k € {1,...,2" — 1} si ord (z) = 3, are 2*! elemente de ordin
> 2 gi indeplinesgte conditiile din ipoteza, fara sa aiba toate elementele de ordin
< 2.

(b) Proprietatea precedentd optimizeazd propozitiile 4.3.4. si 4.3.5 de la
pagina 46 din lucrarea [4].

Ne punem intrebarea cum am putea reformula enuntul astfel incat, daca
pentru k£ cat mai mare, alegand oricare k elemente ale grupului am gasi printre
acestea cel putin doud elemente din centrul grupului, s rezulte (folosind acelasi
tip de rationament) ci grupul este comutativ.

Vom demonstra mai intai

Lema 1. Dacd grupul necomutativ (G,-) are n elemente, unde n € N*, atunci
n
Demonstratie. Pentru n impar este evident, folosind teorema lui Lagrange.

Pentru n = 2t, cu t € N*, presupunem cd ord (Z (G)) = t. Fie x € G\Z (G).
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Atunci, {2} U Z(G) C c(x) gi din teorema lui Lagrange deducem ci centra-
lizatorul ¢ (x) al lui  coincide cu G, deci cd x € Z (G), fals. O

Propozitia 2. (D. Heuberger) Se considera grupul (G,-) cu n elemente, unde
n

n € N, n > 5. Daca oricare ar fi k = [5} + 3 elemente ale sale, exista printre

acestea doud elemente din Z (G), atunci grupul este comutativ.

Demonstratie. Stim ca grupurile de ordinul 5 sunt comutative, iar cele de
ordinul 6 sunt sau izomorfe cu Zg, deci sunt abeliene, sau cu o3, deci nu verifica
ipoteza, deoarece centrul acestora se reduce la elementul neutru. Asadar putem
considera n > 7. Fie M = G\Z (G). Presupunem cd M # (). Observim ci
multimea M are cel mult k—2 elemente. intr—adevér7 presupunem ca multimea
M ar contine cel putin k£ — 1 elemente. Adaugand elementul neutru la k — 1
elemente ale lui M, obtinem k elemente ale grupului, printre care, din ipoteza,
gasim doud din Z (G). Asadar multimea M contine cel putin un element din
Z (G), fals. Deducem ca multimea Z (G) are cel putin n — k + 2 elemente. Dar

n n n
k= [5} +3< 5—&— 3, deciin Z (G) avem cel putin n —k+2 > 3~ 1 elemente.
Din Lema 1 deducem ca

(1) g>|Z(G)|Zn—k+22%fl

Daca n = 2t, din relatia (1) deducem |Z (G)| =t — 1/2t, deci t € {2,3},
adicd n € {4, 6}, fals.

Pentru n = 2¢ + 1, din relatia (1) obtinem |Z (G)| = ¢/ (2t + 1), fals.

Asadar Z (G) = G, deci grupul este comutativ. O

n
Observatia 2. (a) S& observam cd pentrun = 8 gi k = {5} + 4 = 8§, grupul

2 2 _

cuaternionilor H = {1,—1,i, —i,j, —j,m,—m}, cu i? = j2 = m? = —1 si
ij = —ji =m, jm = —mj = i si mi = —im = j verificd ipoteza, deoarece
Z (H) = {—1,1}, dar nu si concluzia Propozitiei 2, deoarece nu este comutativ.

(b) Proprietatea precedenta optimizeaza propozitia 4.3.6. de la pagina 47

din lucrarea [4].

Ne punem acum intrebarea ce gen de proprietate am putea obtine inlocuind
in enuntul anterior subgrupul Z (G) cu o reuniune a doua subgrupuri ale grupu-
lui G. Tata o posibila formulare:

Propozitia 3. (D. Heuberger) Se considera n € N, n > 4 i grupul (G,-) cu
n elemente, avand elementul neutru e.
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Fie subgrupurile Hy si Ho ale lui G astfel incat Hy N Hy = {e}. Dacd
oricum am alege k = {T} elemente din G, cel putin doud dintre ele sunt

in Hi U Hy, sa se demonstreze ca Hi = G sau Hy = G.

Demonstratie. Presupunem contrariul, deci cd Hy # G si Hy # G.

In Hy, U Hy sunt cel putin n — (k — 2) elemente. fntr—adevér7 presupunem ca
in K = G\ (Hy U H,) am avea cel putin k — 1 elemente. Adaugénd la k — 1
dintre elementele lui K un element h din H; U Ha obtinem c& in K U {h} sunt
cel putin doua elemente din Hy U Hy, adica cel putin unul dintre elementele lui
K este in H; U Hy, contradictie. Asadar

(2) ‘H1UH2|ZTL—]€+2
Notam |Hy| = a si |Hz| = b. Din relatia (2) deducem a +b—1>n —k + 2.

1
Deoarece k < , adica n > 2k — 1, rezulta

(3) a+b>n—k+3>k+2.

Cum a < k, din relatia (3) rezultd cd b > 2. Obtinem cd a,b € [2,k] N N.

Tot din inegalitatile (3) rezulta

(4) k<a+b—2.

Cum HiNHy = {e}, avem c& Hy H5 C G\ (Hy U Ho) i |HfHy| = (a—1) (b—1).
Folosind (4), deducem (a — 1) (b—1) < k—2 < a+b—4, deci ab—2 (a + b)+5 <

0, adica (a —2) (b—2) + 1 <0, fals, deoarece a > 2 i b > 2.
Asadar Hy = G sau Hy = G. O

Observatia 3. (a) Enuntul Propozitiei 3 nu poate fi imbunatatit, dacd Hy si
H, sunt subgrupuri nenule.
Intr-adevar, daca n = 2k, consideram grupul comutativ

G= {e,g,...7gk_1,;v,gw,...,gk_1x}

1
cuord(g) =k ¢i ord(x) = 2. Oricum am alege k +1 = [nT} + 1 elemente

ale sale, printre ele se gasesc cel putin doua din H; U Hy, unde Hy =< g > si
H, =< x >, fara ca aceste subgrupuri sa fie improprii.

n+1
Dacan =2k—1, cu k > 3, presupunem ca oricum am alege k+1 = {T} +1
elemente ale grupului G, cel putin doua dintre ele sunt in H; U Hy, unde H;
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si Hy sunt subgrupuri ale sale, ca in enunt. Ca in demonstratia Proprietatii 3,
deducem a+b—1>n—k+1,decia+b>k+ 1. Apoi,

(5) (a—1)b-1)<k-1<a+b-2,
deci
(6) (a—2)(b—-2) <1

Cum n este impar, avem a > 3, b >3 sidin inegalitatea (6) rezultd a = b = 3,
apoi, din relatia (5) obtinem k = 5, deci n = 9, adica subgrupurile Hy si Ho,
avand cate trei elemente, nu sunt improprii.

(b) Proprietatea precedenta optimizeaza o problema a autoarei acestui arti-
col, de pe lista scurta pentru Olimpiada nationala de matematica din anul 2005,
aflata printre subiectele de la Concursul interjudetean ”Nicolae Coculescu” din
anul 2009 si publicatd apoi in [6].

Invitam cititorul sa descopere singur alte posibile proprietati de acest gen.
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Teoreme si probleme
ce caracterizeaza rangul unei matrice

Vasile Pop

Abstract. This article presents equivalent characterizations of a matrix rank
and supplies some contest related problems referring to this notion.

Notiunea de rang al unei matrice este o notiune primara in algebra liniara,
motiv pentru care de multi ani ea este tratata superficial si este considerata
o notiune elementara, simpla, care nu poate face probleme. Am considerat
necesara aparitia acestei note pentru a repune la pozitia cuvenita atentia pentru
aceastd notiune, de fapt esentiala in algebra liniara.

Definitii si teoreme referitoare la rangul unei matrice

Fie A € M, »(C) o matrice, unde m si n sunt numere naturale nenule, in
general m > 2 gin > 2.
Definim urmatoarele numere naturale:
k1 = ordinul maxim al unui minor nenul din matricea A,
ko = numarul coloanelor liniar independente din matricea A,
ks = numarul liniilor liniar independente din matricea A,
ky = n —def A, unde defectul lui A este def A = numarul parametrilor din

X -|
solutia sistemului omogen A - X =0, X = { ... |, (numéarul necunoscutelor
|

secundare).
Teorema 1. Pentru orice matrice A € M, ,(C) numerele naturale k1, ka, k3,
k4 sunt egale.

Demonstratie. a) Din definitia lui k2, oricare ko + 1 coloane ale matricei A
sunt liniar dependente, deci in orice determinant de ordin ks + 1, o coloana este
combinatie liniara de altele, astfel ca orice determinant de ordin ks + 1 este nul.
In concluzie, k1 < kso.

b) Dacd in matricea A existda k = ko coloane liniar independente, fie
ele C1,Cy,...,C) aratam ca putem gasi un minor nenul de ordin %k format
din elemente de pe aceste coloane. Din independenta rezulta ca singurul k-
uplu (z1, e, ...,z)) care verifica relatia 1C; + x2Co + -+ + 2,C, = 0 este
(0,0,...,0). Relatia de mai sus se poate scrie ca un sistem de n ecuatii cu k

32



e

(\//(////////// //Z 7727 /

necunoscute, omogen:

.{ 1121 + a12%2 + - + ayrr =0
| 2171 + AT + o+ QzpTg = 0
{ 11 + Ao + -+ appTE =0
IETTTOTRIPT
\ @n1z1 +aname + - +apkr =0
e e , ,
Consideram liniile L] = [a11,a12,...,a01k], L = [a21,a09,...,a2),...,
Ll = [an1,an2,...,ank], din care putem extrage maxim k linii liniar indepen-

dente de celelalte n—k, care se pot exprima prin combinatii liniare ale primelor.
Aceasta revine la faptul ca in sistemul dat n — k dintre ecuatii sunt consecinte
ale celorlalte k ecuatii, deci sistemul se poate reduce la k ecuatii, k£ necunos-
cute, omogen. Pentru ca unica lui solutie sa fie solutia banala (0,0, ...,0) este
necesar gi suficient ca determinantul siu s fie nenul. Din acest rationament
rezulta ko < k.

c) Din a), b), ¢) rezulta k1 = ko.

Este evident cé& daca in matricea A avem un minor nenul atunci gi in ma-
tricea A* minorul corespunzitor este nenul, in concluzie k; este egal cu numarul
coloanelor independente din A?, adics egal cu numarul liniilor independente din
A, deci k1 = k3.

d) Dacd in A ordinul maxim al unui minor nenul este k; gi alegem un astfel
de minor, atunci sistemul omogen A - X = 0, cu necunoscutele x1, xs, ..., T, se
reduce la un sistem de k7 ecuatii cu n necunoscute (ecuatiile corespunzatoare
liniilor minorului). R&mé&n n—k; necunoscute secundare (parametri), in functie
de care se da solutia generala. Astfel ky = k4. O

Definitia 1. Pentru o matrice A € M,,, ,(C), numérul k = ky = ko = k3 = ka,
k < min{m,n}, definit in Teorema 1.1, se numeste rangul matricei A.

Definitia 2. Pentru rangul matricei A € M,, ,(C) avem urmétoarele definitii
echivalente:

D1. Rangul matricei A este ordinul maxim al unui minor nenul, din ma-
tricea A.

D2. Rangul matricei A este numéarul maxim de coloane liniar independente
din matricea A.

D3. Rangul matricei A este numarul maxim de linii liniar independente
din matricea A.

Un rol foarte important in determinarea rangului unei matrice il au trans-
formaérile care nu schimba rangul, numite transformari elementare.
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Definitia 3. Fie A € M, ,(C) o matrice.
Se numeste transformare elementara de linii urmaroarele transformari:
- schimbarea intre ele a doua linii
- Inmultirea unei linii cu un numéar nenul
- adunarea unei linii la alta linie.
Analog se definesc si matricele elementare de coloane.

Definitia 4. Se numeste matrice elementara de ordin k£ o matrice obtinuta
dintr-o matrice unitate Iy prin efectuarea unei transformari elementare.

Dam in continuare fara demonstratie cateva teoreme de baza care pot fi
gasite in [1].

Teorema 2.

o Efectuarea unei transformari elementare pe liniile matricei A € My, ,(C)
revine la inmulfirea matricei A la stanga cu matricea elementard P € M., (C),
corespunzatoare transformarii.

o Efectuarea unei transformari elementare pe coloanele matricei A€ M, ., (C)
revine la tnmulfirea matricei A la dreapta cu matricea elementara Q € M,,(C)
corespunzatoare transformdarii.

Observatia 1.

e Orice matrice elementara este o matrice inversabila.

o Prin efectuarea intr-o matrice A € M,, ,,(C) a unei transformari ele-
mentare, rangul matricei nu se schimba.

Teorema 3. Orice matrice inversabild se poate scrie ca un produs de matrice
elementare.

Teorema 4. Prin inmultirea unei matrice A € My, »(C), la stinga sau la
dreapta, cu o matrice inversabila, rangul matricei nu se schimbad.

Observatia 2. a) In general, prin Inmultirea unei matrice la stanga sau la
dreapta cu altd matrice, rangul nu creste (rangA - B < min{rangA, rangB}).
b) Daca A este matrice patraticd si F este o matrice elementara atunci
det (A- E) =det (E - A) = det (A) det (E), proprietate folositd in demonstratia:
det (A - B) = det (A4) det(B).
¢) Cu transformari elementare se poate lucra si in matrice cu blocuri:
— schimbarea intre ele a doud benzi orizontale sau verticale.
— Inmultirea unei benzi orizontale la stdnga cu o matrice patratica in-
versabila.
— Inmultirea unei benzi verticale la dreapta cu o matrice patratica in-
versabila.
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— adunarea la o banda orizontala a unei alte benzi orizontale inmultita
la stanga cu o matrice patratica,

— adunarea la o banda verticala a unei alte benzi verticale inmultita la
dreapta cu o matrice patratica.

Definitia 5. Spunem cd doud matrice 4, B € M,, ,,(C) sunt echivalente si
notdm A = B, daci exista doud matrice inversabile P € M,,(C) si Q € M,,(C)
astfelca B=P-A-Q.

Cea mai importanta teorema legata de rangul unei matrice este:

Teorema 5. Dacd A € My, ,(C) atunci existd succesiunea de transformdri
elementare, pe liniile si coloanele matricei A, care transformd matricea A intr-o

matrice de forma
"

010
st atunci rangA = rangA’ = k.

Teorema 6. Matricele A,B € M, ,(C) sunt matrice echivalente dacd si
numai daca ele au acelasi rang.

Probleme ce caracterizeaza rangul unei matrice

Problema 1. Fie A € M,, ,(C) o matrice de rang k < min{m,n}. Sd se arate
cd existd doud matrice B € M,, ,(C) st C € My, ,(C) astfel ca A=B-C.

Solutie. Daca rangA = k atunci

T Lo
4= {00} ,
deci exista matricele inversabile P € M,,,(C) si Q € M,,(C) astfel ca

I, 10
A:P'Ho]'@

Este ugor de verificat egalitatea

e Lo)- [

gi atunci

Notam
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Problema 2. Fie A € M,, ,(C) o matrice de rang k < min{m,n}. Sd se arate
ca exista matricele coloane C1,Cs, . .., Cy si matricele linie Ly, Lo, ..., L astfel
ca

A=C1- L1 +Co- Lo+ -+ 4 Cy - L.

1
Solutie. Ca in problema precedenta, scriem matricea { Ok 8
Ci-LYi+Cy-Ly+---+Cj - L unde C1,Cy, ..., C), sunt primele k coloane ale
matricei unitate I, si L}, L5, ..., L} sunt primele k linii ale matricei unitate
I,. Definim C; = P-C{, Co, = P-C5,...,Cp, =P -Cp 5i Ly = L) -Q,
Ly=L5-Q,..., Liy=L) - Q.
Problema 3. Fie A,B € M, (C) doud matrice cu proprietatea rangA +

rangB < n. Sa se arate cd existd o matrice inversabila X € M, (C) astfel ca

A-X-B=0.

] sub forma

(Olimpiada Judeteand 2008)

Solutie. Conform Teoremei 5 exista matricele inversabile Py, Q1, P», Q2 astfel

ca
a8 ] o B=r [l ] e

unde k = rangA si m = rangB, kp, < n. Avem:

I | 0 0| O
A.X.B:pl.{(;“ 0].Q1.X.p2.[0 7 }.QQ.

Daci ludam X = Q7' - P{ ! obtinem

C[mlo] [olo]_
A'X‘B—{oo]'[mm}—“

Problema 4. Sa se arate ca singura functie surjectiva
f M, (C)—{0,1,2,...,n}
care verifica inegalitatea:
FX-Y) < min{f(X), f(Y)}, ¥ X,Y € M, (C)
este functia f(X) = rangX, V X € M, (C).

(SEEMOUS 2008)

Solutie. Avem:
f(X - 1) < min{ f(X), f(In)} <
(1) o f(X) <min{f(X), f(In)} & f(X)<[f(n), VX EMu(R)
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(2) o f(In) = f(X - X71) <min{f(X), fF(X~ )} < f(X),
pentru orice matrice inversabila X € GL, (R)

(3) @ Din (1) si (2) rezultd f(X) = f(I,), ¥V X € GL,(R).
(4) @ Daca X € GL,(R) 51 Y € M, (R) atunci

JX-Y)SFY) si (V) =f(XTX-Y) < f(X-Y),

deci f(XY) = f(Y)sianalog f(Y-X) = f(Y), VY e M,,(R),V X € GL,(R).

Se gtie ca orice matrice Y € M, (R) de rang k poate fi adusa prin trans-
I | 0
010
td4 matricele X si Z din GL,(R) astfel ca Y = X - J, - Z. Din (4) rezultd
F(Y) = f(Jx). Este suficient si definim functia f pe matricele Ji, k = 0,n.
Din Ji - Jp41 = Ji rezultd f(Ji) < f(Jk+1) si folosind surjectivitatea functiei
f rezultd f(Jo) = 0, f(J1) = 1,..., f(J,) = n. Deci f(Y) = rangY,
VY e M,(R).

formari elementare pe linii §i coloane la matricea J;, = , deci exis-
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Tabara de matematica,
Baia Mare, februarie 2010

Gheorghe Maiorescu

La a douasprezecea editie a taberei judetene de matematica - sectiunea
liceu, organizata si in acest an la Colegiul National ” Gheorghe Sincai”, au
participat aproape 200 de elevi.

Cursurile au fost sustinute de catre urmatorii profesori:

Bob Robert, Boroica Gabriela, Covaciu Traian, Darolfi Erika, Sfara Gheor-
ghe — Colegiul National ”Vasile Lucaciu, Bojor Florin, Boroica Gheorghe,
Farcas Natalia, Heuberger Cristian, Musuroia Nicolae, Petrutiu Crina — Cole-
giul National ”Gheorghe Sincai”, Longaver Ludovic — Liceul Teoretic ”Nemeth
Laszlo”, Rambu Gheorghe — matematician, Serba Lucia, Brisc Viorica, Birta
Adriana — Colegiul Tehnic ” Anghel Saligny”, Pop Radu — Liceul Sanitar, Pop
Anca — Colegiul Tehnic ”G. Baritiu”, Cioclu Costel — Grupul Scolar Industrie
Usoara, Pop Adrian — Grupul Scolar Tehnic.

Prezentam in continuare subiectele testului final si lista premiantilor taberei
de la liceu.

Clasa a IX-a

1. Se considera ecuatiile
1
a:2—2aa:+b—1:0
1
x2—2bx+c—1:0, a,b,ceR.

2 —2cx + Lo
xT CT a 4—

a) Sa se rezolve ecuatiile pentru a = b = ¢;
b) S& se arate cd pentru orice numere reale a,b, ¢, cel putin una dintre
ecuatii are solutii reale.

2. Se considera ecuatia
1
z? — ([x]—l— [E} —|—1> x+1=0.

a) Sa se arate ca 3 + 21/2 este solutie a ecuatiei date;
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b) S& se arate c& dacd « este solutie a ecuatiei date, atunci {a} + {—} =1;
@
¢) Demonstrati cd ecuatia nu are solutii rationale pozitive.

3. Se considera triunghiul ascutitunghic ABC' inscris in cercul C(O, R).
Notam cu A’, B’, C’ punctele diametral opuse ale varfurilor A, B, C'si cu Hy, Ho,
Hj ortocentrele triunghiurilor ABC’, BC' A’ respectiv CAB'.

a) Sa se arate ca triunghiurile ABC' si HyHoHs au acelagi centru de greu-
tate;

b) Sa se arate ca triunghiurile ABC' si H; HyH3 sunt asemenea;

c) S& se arate ca patrulaterul AC’ BT este paralelogram, daci si numai daci
triunghiul ABC' este echilateral, unde I reprezintd centrul cercului inscris al
triunghiului ABC.

Test selectat de: prof. Pop Radu
prof. Musuroia Nicolae

Clasa a X-a

1. Sa se determine cel mai mare numar n € N* cu proprietatea ca

1 1 1
- <3v2.

+ +
V2+v3 i+ VD5 V20 4 Vi — 1

2. Se considera functia f : [0,00) — [1,00) definita prin f(z) = Va2 + 1+

x.
a) Sa se demonstreze ci functia f este strict crescatoare;
b) Sa se demonstreze ca functia f este inversabila si calculati inversa sa;
c) S& se rezolve ecuatia vz + 1+ /& = v4z? + 1+ 2z.

)
3. Fie a,b,c € (1,00). Sa se demonstreze ca:
a) log, be + logy ac + log, ab > 6;
1 1 1
b) (be)©Eabe @ + (ac)©Eabe® + (ab)©eabec > 3(abe)?.

Test selectat de: prof. Pop Adrian
prof. Bojor Florin
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Clasa a XI-a

1. a) Sa se arate ca daca functia f : R — R este periodica si exista
lirll f(z) =ceR, atunci f(z) =c¢, Vo € R.
T—1+00
b) S& se determine functia f : R — R, gtiind ca f(x+2)+ f(z) = 2f(z+1),
Ve eRsica Eﬂr_l (f(z)—xz)=a€R.
x o0

2. Se considera matricele A, B,C € M, (R) astfel incit A+ B+C+1,, =
Oy,
Sa se arate ci det((AB — C)(BC — A)(CA— B)) > 0.

(prof. Musuroia Nicolae, G.M.)

3. Se considerd sirul (a,)n>1 cua € [1,00) si apt1 =1+a1-az-... ap,
Vn>1.
a) Sa se arate ca sirul (a,)n>1 este strict crescator;
no1

b) S4 se calculeze lim a, si lim
Test selectat de: prof. Farcas Natalia
prof. Boroica Gheorghe

Clasa a XII-a M1

((m-z+ y—z=2
1. Se considera sistemul de ecuatii liniare ¢ = +y — 2z =2 , meR.
—x+y+2=0
a) Determinati m € R astfel incat matricea sistemului s& aiba rangul 2;
b) Demonstrati ci sistemul este compatibil pentru orice m € R;
c¢) Determinati m €R astfel incat sistemul sd admitéd o solutie (xg, yo, 20) €
R3 cu xg + yo + 20 = 4;

d) Demonstrati ci pentru orice m € R, y este necunoscuta principala.

z
2. Pentru fiecare n € N* consideram integrala I,, = / sin™ x dx.
0

a) Calculati I si I;

L n+1
b) Demonstrati ca I,40 = ——1I,, Vn € N*;

n 4+ 2
T

c¢) Demonstrati cd pentru orice n € N* au loc I,41 < I, si I, € [O, 5},
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d) Demonstrati c& girul (I, - I+1)nen+ este convergent si calculati limita
sa.

3. Fie G,-) un grup. Pentru fiecare element a € G consideram functia

0o : G—= G, pa(x)=a-x-ad, unde o' reprezinta simetricul elementului a.
De asemenea fie multimea K = {¢,|a € G}.

a) Ardtati ca @a(z - y) = pa(®) - @a(y), Yo,y € G;

b) Demonstrati ca orice functie ¢, este bijectiva,

c¢) Aratati cd pentru orice a,b € G, are loc v, © Yy = Pa-b;

d) Demonstrati cd multimea K are un singur element daca gi numai daca
grupul (G, -) este comutativ.

Test selectat de: prof. Longaver Ludovic
prof. Heuberger Cristian

Premiantii
Clasa a IX-a

Excelenta. Petca Alexandra (C. N. ”Vasile Lucaciu”).

Premiul I. Con{i Andrada (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Petrus Paul (C. N.
”Gheorghe Sincai”), Feier Florin (C. N. ”?Vasile Lucaciu”), Morar Andrei
(C. N. ”Gheorghe Sincai”).

Premiul al II-lea. Pasca Viad (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Zicher Norbert
(C. N. ”Gheorghe Sincai”), Pop Sergiu (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Dragos
Hanna (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Lupu Catrinel (C. N. ”Gheorghe Sincai”),
Rusu Diana (C. N.” Gheorghe Sincai”), Tartan Diana (C. N. ”Vasile Lucaciu”).

Premiul al ITI-lea. Pop Adrian (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Buzild Bianca
(C. N. ?Vasile Lucaciu”), Csoregi Natalia (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Naghi
Andrei (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Pop Alezandra (C. N. ” Gheorghe Sincai”),
Achim Adrian (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Pop Marinel (C. N. "Vasile Lu-
caciu”), Sacui Ana-Maria (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Sfara Anamaria (C. N.
"Vasile Lucaciu”), Ciurdas Vlad (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Kulcsar Andrada
(C. N. ”Gheorghe Sincai”).
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Clasa a X-a

Excelenta. Todoran Denisa (C. N.”Gheorghe Sincai”).

Premiul 1. Petrovan Marius (C. N. ” Gheorghe Sincai”), Kando Eniké (C. N.
”Gheorghe Sincai”).

Premiul al II-lea. Finatan Viad (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Pop Mihai
(C. N. ?Gheorghe Sincai”), Jaszberenyi Andrea (C. N. ”Gheorghe Sincai”),
Mesaros Adelina (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Rusznak Erik (C. N.”Gheorghe
Sincai”), Chis Diana (C. N.”Gheorghe Sincai”), Mihalca Daniel (C. N. ”Ghe-
orghe Sincai”), Iriciuc Iosif (C. N.”Gheorghe Sincai”), Lupan Andreea (C. N.
”Gheorghe Sincai”).

Premiul al ITI-lea. Dumitru Luiza (C. N.” Gheorghe Sincai”), Iepan Cristian
(C. N. ”Vasile Lucaciu”), Miholca Diana (C. N. ”Vasile Lucaciu”), Moldovan
Miruna (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Pop Andrei Vasile (C. N. ”Gheorghe Sin-
cai”), Tdarnovan Andrada (C. N.”Gheorghe Sincai”), Romocea Rozana (C. N.
”Gheorghe Sincai”), Bizau Alin (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Ghise Lavinia (C.
N. ”Gheorghe Sincai”), Moldovan Francisc (C. N. ”Vasile Lucaciu”), Mugur
Oana (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Vancea Paula (C. N. ”Gheorghe Sincai”).

Clasa a XI-a

Excelenta. Crisan Viad (C. N. ”Vasile Lucaciu”).
Premiul I. Horvat Mihaela (C. N. ”Gheorghe Sincai”).

Premiul al IT-lea. Radu Andrada (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Puscas Karla
(C. N. ”Gheorghe Sincai”), Micu Alexandru (C. N. ”Gheorghe Sincai”).

Premiul al ITI-lea. Birle Dan (C. N. ”Gheorghe Sincai”), lonutas Bogdan
(C. N. "Gheorghe Sincai”), Pop Marius (C. N. ”?Gheorghe Sincai”), Viad
Olimpia (C. N.” Gheorghe Sincai”), Farcasan Rozana (C. N.” Gheorghe Sincai”),
Marian Alexandru (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Sabo Sorin (C. N. ”Vasile Lu-
caciu”), Stefan Bogdan (C. N. ”Gheorghe Sincai”).
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Clasa a XII-a M1

Excelenta. Bunu Daria (C. N. ”Gheorghe Sincai”).

Premiul I. Tot Rozana (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Grumaz Iulia (C. N.
”Gheorghe Sincai”).

Premiul al II-lea. Modis Laszlo (Liceul teoretic ”Nemeth Laszlo”), Butean
Cristian (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Barta Stefan (C. N. ”Gheorghe Sincai”),
Rogojan Catalin (C. N.”Gheorghe Sincai”), Costin Simona (C. N. ”Gheorghe
Sincai”), Marosi Diana (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Barbul Andrada (C. N.
”Gheorghe Sincai”).

Premiul al ITI-lea. Muresan Diana (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Lang Oana
(C. N. ”Gheorghe Sincai”), Tuga Vasile (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Gava Luigi
(C. N. ”Gheorghe Sincai”), Hotea Bogdan Mihai (C. N. ”Gheorghe Sincai”),
Pop Ioana (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Pop Iulia (C. N. ”Gheorghe Sincai”),
Palfi Mihai (C. N.”Vasile Lucaciu”), Marian Daniel (C. N.” Gheorghe Sincai”),
Rus Owvidiu (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Mihasca Vasilica (C. N. ”?Gheorghe
Sincai”), Crigsan Daniel (C. N. ” Gheorghe Sincai”).

Inspector I. S. J. Maramures
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Olimpiada de matematica,
etapa locala, 13.02.2010

Clasa a IX-a M1

n(4n? — 1
1. a) S& se demonstreze cd Vn € N*, 124+3% 4. - -4 (2n—1)? = g

b) Pentrun € N*, sd se determine numerele reale 1, s, . . ., z,, care satisfac
inegalitatea 3(zf + 23+ -+22)—6(z1+3z2+- -+ (2n—1)z,) +n(4n?—1) < 0.
(prof. Tivadar Cornel, prof. Boroica Gabriela)

2. Se considera a € R si ecuatia {a?}2? — 2{a}z + 1 =0.
a) Sa se arate ca daca riadacinile ecuatiei sunt numere intregi, atunci a € Q.

b) Sa se arate ca existd o infinitate de valori ale lui a > 1, astfel incat ecuatia
sa aibd rdd&cinile intregi ({a} reprezintd partea fractionard a numéarului a).

(prof. Heuberger Dana)
3. Se considera triunghiul AB_Q_Si punctele M, N, P,Q, R, S astfel incat
— k.-MC,CN =k-NA, AP=k.PB,
:p'm, ﬁ:p-ﬁ, Cﬁ:p-ﬁ.
Sa se arate ca triunghiurile MNP si QRS au acelasi centru de greutate.

(Gazeta Matematicd nr. 11/2009)

=)

Subiectele au fost selectate de: prof. Boroica Gabriela
prof. Covaciu Traian
prof. Heuberger Dana

Clasa a X-a M1
1. a) Se considerd a,b € R cua-b<0si 2,2y € C*. SA se arate ca daca

a b
(zl + 7) (22 + —) € R, atunci exista k € R* astfel incat zo = k - Z1.
zZ9 Z1

(prof. Gherasin Gheorghe)

1
z——|>2.

z

1
b) Si se arate ca daca z € C* i |23 — —| = 14, atunci
z

(prof. Tiwadar Cornel)
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2. Sa se rezolve in R ecuatia
VT z+18+v/—22—ax+8+ a2 —6-2+1=3.

(prof. Boroica Gheorghe)

3. S& se determine functiile f, g : (0,00) — R, stiind cé satisfac simultan
conditiile:

x
a) f<§> +2<loggz < g(x) — 1;
b) g(%) <logsx < f(x)+ 1, oricare ar fi x € (0, 00).

(Gazeta Matematicd nr. 2/2009)

Subiectele au fost selectate de: prof. Petrutiu Crina
prof. Boroica Gheorghe
prof. Ghersin Gheorghe

Clasa a XI-a M1
1. Se considerd multimea M = {X € M5(C)|X? = I1}.

a) Demonstrati c& pentru orice matrice A = (Z Z) € M3(C) are loc

egalitatea A% — (a + d)A + det(A)I, = 04 (relatia Cayley - Hamilton);
b) Demonstrati cd multimea M are o infinitate de elemente;
c) Exista matice X € M astfel incat X (? _Oz) =— ((z) _OZ) X7
d) Demonstrati ca oricare ar fi , 5,7y € C, existd A, B,C € M3(C) astfel
incat (- A+ B-B+~v-C)? = (a?+ 2 ++?) 1.
(prof. Giurgi Vasile)

2. Se considerd sirul (a,)n,>1 cu a1 = 5 si care verificd relatia
2n(an41 — an) + 3ap+1 — ba, = 8n? +32n+30, VneN*.

o . (275
Sa se calculeze lim — .
n—oo n

(Gazeta Matematica nr. 11/2009)
3. Pentru fiecare n € N* se definegte functia f, : R — R, f,(z) =
23 +n? -z
Se admite faptul cunoscut ca toate functiile f,, sunt bijective.
Se considera sirurile (an)n>1, an = f; *(n) si (bn)n>1, b = Y. ay.
k=1
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a) Demonstrati ca a,, < l, Vn e N¥
b) Demonstrati ca sirurile (ay)n>1 $i (n-an)n>1 sunt convergente si calculati
limita fiecaruia;
c¢) Calculati lim b,, dacd aceastd limita exista.
n— oo
(prof. Heuberger Cristian)

Subiectele au fost selectate de: prof. Heuberger Cristian
prof. Giurgi Vasile
prof. Lucus Teodor

Clasa a XII-a M1

1. Sa se calculeze urmatoarele integrale:

1 3 1 T
s b) [ ——da.
a)A 320 _gotl 43" )A 3°3e 3"

(prof. Szollésy Gheorghe, Gazeta Matematica nr. 7— 8 — 9/2009)
2. Se considera matricea A = (_21 _21) si multimea

G={X(a)=IL+a-AlacR\{-1}}.

a) Sa se demonstreze cd X (a) - X(b) = X(a+b+a-b), Va,b e R\{—1};

b) S& se demonstreze cd multimea G formeaza un grup abelian in raport
cu inmultirea matricelor din Mz (R);

c) Sa se calculeze X (1) - X(2) -...- X(2010).

3. Se considera functia g : R — R definita prin g(x) =z + sinz, Vz € R,
iar functia f : R — R verifica relatia f(z) + sin(f(x)) = 23, Vo € R.

a) Sa se calculeze [ xg'(z)dx, v € R;

b) Sa se demonstreze ci functia g este inversabila;
c¢) Sa se demonstreze ca functia f admite primitive;

¥
d) S& se calculeze / x? f(x)da.
0

(prof. Musuroia Nicolae)

Subiectele au fost selectate de: prof. Sfara Gheorghe
prof. Musuroia Nicolae
prof. Bojor Florin
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Concursul ” Argument”
al Colegiului National ”Gheorghe Sincai”
Editia I

Clasa a IX-a

1. Printr-un punct din interiorul unui paralelogram de arie S si perimetru
P, se duc paralele la laturile sale, care impart paralelogramul in patru parale-
lograme mai mici.

1
Sa se arate ca cel putin doua din ele au perimetrele cel mult iP si cel

putin doua din ele au ariile cel mult ZS .

2. Fie z,y numere reale care verifica relatia
w(a? +y) = (2® +y+1)(1 - y).
Sa se arate ca dacd x este numar natural nenul, atunci y este numar irational.

3. Sa se determine numerele pozitive a,b astfel ca multimea punctelor
(z,y) din plan care verificd relatiile

[ <a, [yl <bsi|z[+]yl <1
sa fie punctele din interiorul unui octogon regulat.

(Subiect propus de Conf. univ. dr. Vasile Pop)

Clasa a X-a
1. Sa se determine functiile f : R — R care verifica relatia
f(f(x) +y) =3z + f(fly) — 22),
pentru orice x € R gi y € R.
2. Fie (zp,)nen un gir de numere reale nenule care verifica relatia:
:ci — Zp-1Tpy1 =a, n>1,

unde a, xg, 1, T2 sunt numere intregi.
a) Sa se arate ca existd «, 8 € R astfel ca z11 = -z + B 2p_1,n > 2.
b) Sa se arate ca dacd x; il divide pe z + z¢, atunci toti termenii sirului
sunt numere intregi.
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3. Fie ABCD un patrulater convex. Sa se determine locul geometric al
punctelor X din planul patrulaterului, care verifica relatia

XA?+ XB*+CD? = XB? + XC?+ DA? = XC? + XD? + AB?
= XD?+ X A? + BC®.
(Subiect propus de Conf. univ. dr. Vasile Pop)

Clasa a XI-a

1. Se considera sirurile (ap)n, (bn)n date prin relatiile de recurentd
{ Uny1 = a2 + apby,
bn+1 = b% + apb,, n >0, ag € R, by € R.
Sa se studieze monotonia si marginirea celor doua siruri.
2. Fie z = z + iy un numar complex cu z, y reale.
a) Sa se arate ci daci v/2|z + 1| = |z + 4| + |z — i|, atunci |z| = 1 i 2 > 0.

b) Sa se determine locul geometric al punctelor M din planul patratului
ABCD pentru care are loc relatia

V2max{MA, MC} = MB + MD.

3. Sa se arate ca pentru orice n > 3 exista o permutare ¢ a multimii
{1,2,...,n}, astfel ca pentru orice 7,5,k cu 1 <i < j < k <n si avem

oi) + o (k) # 20()).
(Subiect propus de Conf. univ. dr. Vasile Pop)

Clasa a XII-a

1. Se considera functiile

f RxR—=R, flr,y)=azy—z—y+2
si

bx + cy
1—ay’

g:(—1,1) x (-1,1) = R,

unde a, b, ¢ sunt numere reale fixate.
Sa se determine a, b, ¢ astfel ca:

g(x’y) =

a) Legea z x y = f(x,y) si fie lege de compozitie pe intervalul [0, 2].
b) Legea x oy = g(z,y) sa fie lege de compozitie pe intervalul (—1,1).
¢) In ce conditii legile de la a) si b) admit element neutru?
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2. Se consideri girurile de numere reale (z,)n, (yn)n definite prin relatiile
de recurenta

ZTn + 3Yn _ 3Tp + 2y

$n+1:T> Yn+1 5 n > 0.

Sa se arate ca pentru orice xg, yo sirurile sunt convergente si sa se determine
limitele lor.

3. S4 se arate ca dacd existd doud matrice A, B € M, (R) astfel ca
det(AB — BA) #0 si A2+ B2 = ctg% (AB — BA),

unde k£ € N*, atunci n este multiplu de k. Sa se dea exemple de astfel de
matrice pentru n = 2010.

(Subiect propus de Conf. univ. dr. Vasile Pop)

Premiile la concursul ” Argument”, editia I

Clasa a IX-a

Premiul I. Feier Florin (C. N. ”Vasile Lucaciu”)
Premiul al IT-lea. Csereoka Petra (C. N. ”Mihai Eminescu”)
Premiul al ITI-lea. Blaga Bianca Cerasela (C. N.” Andrei Mureganu”)

Mentiune. Dicu Daria (C. N. ”Dragosg Voda”), Morar Andrei (C. N.” Gheor-
ghe Sincai”), Petran Teodora (C. N. ?Mihai Eminescu”), Puicar Bogdan (C.
N. "Dragog Voda”)

Clasa a X-a

Premiul I. Cerrahoglu Omer (C. N. ”Vasile Lucaciu”)
Premiul al Il-lea. Petrovan Marius (C. N. ” Gheorghe Sincai”)
Premiul al ITI-lea. Kando Eniké (C. N. ”Gheorghe Sincai”)

Mentiune. Ardelean Horia (C. N. ”Dragog Voda”), Ciceu Andrei (C. N.
” Andrei Mureganu”), Miholca Diana (C. N. ?Vasile Lucaciu”), Pop Andrei
(C. N. ”Vasile Lucaciu”), Todoran Denisa (C. N. ”Gheorghe Sincai”)
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Clasa a XI-a

Premiul I. Crisan Viad (C. N. ”Vasile Lucaciu”)
Premiul al II-lea. Horvat Mihaela (C. N. ”Gheorghe Sincai”)
Premiul al ITI-lea. Ghetie Mariana (C. N. ”Gheorghe Sincai”)
Mentiune. Persa Raul (C. N. ?Mihai Eminescu”), Puscas Karla (C. N.
”Gheorghe Sincai”), Vilean Dan (C. N.” Andrei Mureganu”)
Clasa a XII-a

Premiul I. Moldovan Dorin (C. N.” Andrei Mureganu”)
Premiul al II-lea. Tot Rozana (C. N.”Gheorghe Sincai”)
Premiul al ITI-lea. Bunu Daria (C. N. ” Gheorghe Sincai”)

Mentiune. Lang Oana (C. N. ”Gheorghe Sincai”), Munteanu Theodor (C. N.
”Dragos Vod&”)
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Concursul ”Gheorghe Sincai”
pentru micii matematicieni

1. Consideram numerele:

a=836—688—2x (2x50—36)

b=522—-516:34+25%6

¢ =36 x [256 — 25 x (81 — 150 : 2+ 4)] : (966 — n), unde n este cel mai
mare numar de 3 cifre diferite.

1) Aflati numerele a, b, ¢;

2) Calculati diferenta dintre numarul a i jumatatea numarului c;

3) Calculati produsul dintre dublul sumei numerelor a si b si triplul diferentei
numerelor ¢ §i a.

2. La o ferma sunt crescute in total 1200 de animale (vaci, capre si oi).
Numarul vacilor este un sfert din numarul caprelor, iar numérul oilor este dublu
fata de al celorlalte animale la un loc.

1) Cate oi cregte ferma?
2) Cate vaci si capre sunt la ferma?

3. Se da sirul de numere: 0, 5, 10, 15, 20, 25,..., 10050.

1) Cati termeni are sirul?

2) Cu cat este egala suma primilor 20 de termeni?

3) Care este primul numér din gir care are suma cifrelor egala cu 187

(Subiect propus de profesorii Cristian Heuberger si Nicolae Musuroia)
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Testare pentru inscriere in clasa a V-a,
20 mai 2010

1. Consideram numerele:

a=920—(6x14—2) x (66 —8 x 7)

b=857—-468:(3x2—-9:3)—1-21x31

¢=54+15x%[300—72 x (100 — 180 : 2 —6)] : (413 — 2 x n), unde n este cel
mai mic numar format din 3 cifre pare diferite.

1) Calculati cele trei numere;

2) Calculati diferenta dintre succesorul lui a si predecesorul lui b;

3) Pentru ¢ = 41, calculati produsul dintre triplul sumei numerelor a si b
si diferenta dintre b si c.

2. Peste cativa ani, la Colegiul National ” Gheorghe Sincai” din Baia Mare,
profesorii, elevii de gimnaziu i elevii de liceu vor fi in total in numar de 960.
Suma numarului de profesori si a numarului de elevi de liceu va fi de 7 ori mai
mare decat numarul de elevi de gimnaziu.

Numarul profesorilor va fi cu 45 mai mic decat numarul elevilor de gimnaziu.

1) Cati elevi de gimnaziu vor fi?

2) Cati profesori si céti elevi de liceu vor fi?

3. Se considera urmatorul gir de numere: 20, 30, 40, 50, . .., 2010.

1) Care este suma primilor 20 de termeni si girului?

2) Determinati numaérul termenilor girului;

3) Care este primul numér din sir care are inaintea lui mai multi termeni
decat dupa el? (justificati raspunsul)

(Subiect propus de profesorii Cristian Heuberger si Nicolae Musuroia)
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Concursurile anului scolar 2009-2010

Clasa a IX-a

Conti Andrada (prof. Petrutiu Crina)
- mentiune la Concursul ”Papiu Ilarian”, Tg. Mures

Dragos Hanna (prof. Dana Heuberger)
- mentiune la Concursul ”Gheorghe Lazar”, Sibiu

Morar Andrei (prof. Dana Heuberger)
- mentiune la Concursul ”Marian Tarind”, Turda

Zicher Norbert (prof. Heuberger Dana)
- mentiune la Concursul ”Gheorghe Lazar”, Sibiu

Clasa a X-a

Findtan Viad (prof. Heuberger Dana)
- mentiune la Concursul ” Gheorghe Lazar”, Sibiu

Petrovan Marius (prof. Heuberger Dana)
- premiul I la Concursul interjudetean ” Grigore Moisil”, Zalau
- premiul al II-lea la Concursul ”Marian Tarina”, Turda
- premiul al II-lea la Concursul ”Gheorghe Lazar”, Sibiu
- premiul al ITI-lea la Concursul ”Unirea”, Focsani
- premiul a ITI-lea la Concursul ”Papiu Ilarian”, Tg. Mures

Clasa a XI-a

Ghetie Mariana (prof. Bojor Florin)
- mentiune la Concursul ”Unirea”, Focsani

Horvat Mihaela (prof. Farcas Natalia)
- premiul al II-lea la Concursul ”Gheorghe Lazar”, Sibiu
- premiul al ITI-lea la Concursul ”Marian Tarina”, Turda
- mentiune la Concursul ”Papiu Ilarian”, Tg. Mures

Kando Eniké (prof. Bojor Florin)
- mentiune la Concursul ”Unirea”, Focgani

Radu Andrada (prof. Bojor Florin)
- mentiune la Concursul ”Papiu Ilarian”, Tg. Mures
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Clasa a XII-a

Bunu Daria (prof. Boroica Gheorghe)
- mentiune la Concursul ”Papiu llarian”, Tg. Mures

Olimpiada judeteana

Clasa a IX-a

Premiul al I1I-lea. Petrus Paul Andrei, Morar Andrei, Vago Timea, Dragos
Hanna (prof. Heuberger Dana)

Clasa a X-a

Premiul I. Petrovan Marius (prof. Heuberger Dana), Todoran Denisa (prof.
Heuberger Cristian)

Premiul al II-lea. Mihalca Daniel (prof. Musuroia Nicolae), Findatan Viad
(prof. Heuberger Dana)

Premiul al ITI-lea. Kando Eniké (prof. Bojor Florin), Bizau Maddlina (prof.
Bojor Florin)

Clasa a XI-a

Premiul I. Horvat Mihaela (prof. Farcag Natalia)

Premiul al II-lea. Radu Andrada (prof. Bojor Florin), Ciobanu Andrei
(prof. Bojor Florin), Puscas Karla (prof. Bojor Florin), Pop Otilia Helga
(prof. Farcas Natalia)

Premiul al III-lea. Ferent Ioan Grigore (prof. Boroica Gheorghe), Ghetie
Mariana (prof. Bojor Florin), Muresan Andrada (prof. Farcag Natalia)

Clasa a XII-a

Premiul I. Tot Rozana (prof. Boroica Gheorghe)
Premiul al ITI-lea. Barta Stefan (prof. Musuroia Nicolae)
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Rezolvarea problemelor din numarul anterior

Clasa a IX-a

1. Daca x,y,z > 0, atunci:

T Y z 1,1 1 1
2 T3 T2 sslto )
r? +yz y*4+zx Zz4+zy” 2\ Yy =z
(D.

M. Bdtinetu-Giurgiu)
Solutie. Aratam ca
x 1/1 1
1 < (=+=).
(1) x2+yz_4(y+z)
Aducénd la acelagi numitor si efectand calculele, (1) este echivalenta cu inega-

litatea y(x — 2)% + z(x — y)? > 0, cu egalitate daci si numai daci z = y = z.
Prin urmare avem:

v <1<1+1)' y <1(1+1). P <1<1+1)
24yz " 4\y z/) y4zx 4\z z/) 224zy 4\z y/’

Adunand membru cu membru aceste inegalitati, obtinem inegalitatea ceruta.

2. Fiecarui punct din plan 7i este asociat un numar real, astfel incat pen-
tru orice triunghi, numdarul asociat ortocentrului acestuia este egal cu numdadrul
asociat centrului cercului circumscris. Sd se arate ca fiecarui punct din plan i
s-a asociat acelasi numar real.

(Gheorghe Boroica)

Solutie. Fie punctele A # B arbitrare din plan si f functia din enunt,.
M

Consideram dreapta d|| AB si dreapta d’
— mediatoarea segmentului [AB] (vezi
figura).

Din ipoteza, f(F) = f(B) in triunghiul
dreptunghic MFN si f(F) = f(A) in
triunghiul dreptunghic M FP. Rezulta
cd f(A) = f(A) si A, B arbitrare din
plan, deci f este o functie constanta.

(d)
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3. Determinati toate numerele prime p pentru care numdrul 2P + p* este
de asemenea un numar prim.
(Gheorghe Boroica)

Solutie. Daci p > 5, p prim, atunci p = M3 +1, deci 2P +p* = (3 - 1)P +p* =
M3 + (—1)P + M3 + 1 = M3, si cum 2P + p* > 3, deducem ci numarul 27 + p*
nu e prim.

Daca p = 2, atunci 2 + p* = 20 nu e prim.

Daca p = 3, atunci 2P +p* = 89 este numir prim. Asadar, p = 3 este unica
solutie.

4. Se considera n € N*, n > 2 gi numerele x1,23,...,2, € (0,00) astfel
incat x1 - x9...xy, > 1. Sa se arate ca

2 2
Ty T3

+ +...
To+x3+---+x,+1 itz Fz,+1

72

+ = > 1.
T+ T+ Frp1+1
(Generalizare a problemei O : 1172 din G.M. 10/2007,
autor D. M. Batinetu-Giurgiu)
(Gheorghe Boroica)

Solutie. Fie S = 1 + 22 + -+ + x, si E membrul stang al inegalitatii de
demonstrat. Atunci avem:
n

n 2 n

X €T T
FE = Tk > k > Ty
;S*$k+1_;5‘ka+{7m_23—xk+%

k=1

nS—-85+S5 nS

deci F > 1. Avem egalitate daca x1 = zo = --- =z, = 1.

Bergstrom (g T A T 2 5’2 S
> (Z1+ 224 o+ an)” == > ri20...20 > 1,
n

5. Se considerd ecuatia ax® +br +c¢ =0, a,b,c € R* cu rdddcinile x1 i
x2. Daca x1 € Q gi xzo € R\Q, sd se arate ca cel putin doud dintre numerele
a, b, c sunt irationale.

(Florin Bojor)

b
Solutie. Daca a € QQ, atunci o= —(x1 +22) € R\Q = b € R\Q.

2 =z122 € R\Q = c € R\Q.
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b 1 1
Dacd a € R\Q, atunci - = —(— + —) € R\Q, deci cel putin unul dintre
C T1 i)

numerele b si c este irational.

6. Sa se arate ca dacd a,b,c sunt numere reale, nu toate egale, atunci
exista doud valori ale parametrului m € R, astfel incat ecuatia

(a+m)x®> +(b+m)z+ (c+m)=0

sa aiba radacinile egale.

(| Gheorghe Fdtu|, C. N. ”Gheorghe Sincai”)

Solutie. A = (b+m)? —4(a+m)(c+m) = —3m? +m(2b— 4a — 4c) + b* — 4ac.
Am = 4(2a + 2¢ — b)? — 48ac + 126> = 8[(a — b)* + (b — ¢)*> + (¢ — a)?] > 0.
Prin urmare, ecuatia A = 0 are doua solutii reale diferite, m si ms.

7. a) Se considerd triunghiul ascutitunghic ABC, punctele D € BC,
E € AC i F € AB astfel incit AD L AC, BE | AB, CF L BC i {A'} =
BCNEF,{B'}=ACNDF § {C'} = ABNDE. Sa se demonstreze cd

A'F B'D C’E>8
A'E B'F C'D~ "

b) Se considerd triunghiul echilateral DEF. Sd se demonstreze ca existd un
unic triunghi ascutitunghic ABC' situat in interiorul triunghiului DEF, astfel

incat AD | AC, BE 1 AB i CF 1 BC.
(Dana Heuberger)

Soluti Nots AF BD . CE
olutie. a) otim —— = 2, 5= =y s &

triunghiului ABC cu a, b, ¢, ca de obicei.

= z gi lungimile laturilor

a
Aplicam teorema sinusurilor in triunghiul BCE si obtinem ——— =
sin (% — A)
CFE . . CE a cosB Anal 1t b cosC |
sin(%—B) si apoi z = —— = o ———. Analog rezultd z = ~. — > si
¢ cosA .
y=—- giapoiz-y-z=1.
a cosC
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In triunghiul CDE, cu transversala A — B — C’, aplicdim teorema lui

C'E 1+=z AF 1+zx
= ——. Analog se obtin rapoartele

Menelaus si obtinem

D~ AE T 2
B'D 1+y
i ——= . 1ta
si BF - Rezulta
A'F B'D C'E (1+z)(1+y)(1+=2) medii
. . = = (1 1 1 > .
AE B'F CO'D Tyz ( er)( +y)( JFZ) > 8

Egalitatea are loc daca gi numai daca z =y =2z = 1.

b) S& observam mai intai cd dacd in punctul a) avem triunghiul echi-
AF B'D C'E 5
Rk AE _B'F CD_ "~
iar triunghiul DEF este echilateral. In plus, avem pu(CFE) = u(ADF) =

lateral ABC, obtinem z = y = z = 1, apoi

— 1
w(BED) = arctg 375 Asgadar, dacd avem triunghiul echilateral DEF, con-

struim in interior punctele A, B, C astfel incat

i — 1
CFE) = w(ADF) = w(BED) = arctg ——
1( ) = u( ) = u( ) = arctg 373

si
— — — 1
AFD) = u(BDFE) = u(CEF) = — — arctg ——
1( ) =i ) =i )=% W
si obtinem triunghiul echilateral ABC care verifica enuntul.
Presupunem ci exista gi solutia A; B;Cy. Notam cu {A]} = DC, N EF,
AlF

{B{} =EC,NDF si {C{} = FB; N DE. Presupunem ca TE= 2. Obtinem
1

S

g< WEFALCY) < W(FAC) < g i g> WALFCY) > W(AFC).
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Fie {T} = FCNDE si {I1} = FC1 N DE. Avem TE < T1E. Aplicim

) ) _AF TE B'D 1
teorema lui Ceva si rezulta 1E TD BF - 1, de unde deducem D= 1
deci hE > —TE = 1 Folosind din nou teorema lui Ceva, obtinem AllF- TlE-
"D~ TD 4 ’ AE ThD

BiD =1, deci BiD < 2. Cu acelasi rationament deducem GiE > 2 gi apoi
B F ’ B{F ' CiD

ALF . L ALF L AF .
AE < 2, fals. La fel, e imposibil sa avem A,I—E < 2. Rezulta A’liE = 2, deci

A} = A’ ¢i analog, B} = B’ ¢i C] = C’, deci triunghiurile Ay B;C; si ABC
coincid.

8. Se considera n,k € N, 3 < k <n gi mulfimea V,, = {17{,175, . ,u_n>} cu
elementele vectori distincti, care au aceeasi origine $i extremitatile coliniare,
astfel incat oricare ar fi k vectori din V,,, existd printre acestia cel putin o
pereche de vectori care au acelasi modul.

a) Pentru k =5, sd se demonstreze cin € {5,6,7,8}.

b) Pentru k =5, sd se determine numdarul multimilor Vs.

c) Sa se determine numdrul minim si numdrul maxim al perechilor de
vectori cu modulele egale.

(Dana Heuberger)

Solutie. Sa observam mai intai ca vectorii din V' au cel mult £ — 1 module
distincte. Mai mult, nu e posibil ca mai mult de 2 vectori din V,, sa aiba acelasi
modul (deoarece au extremitatile coliniare). Deducem ca 2(k — 1) > n, deci
(1) k> g +1.

Rezulta si

(2) an—i—l—[g}.

a) Pentru k = 5, existd cel mult 4 module distincte. Din ipoteza avem ca
n >k, deci n > 5. Cum nu e posibil ca mai mult de 2 vectori din V,, sa aiba
acelagi modul, rezultd n € {5,6,7,8}.

b) Daca exact 3 module sunt distincte, rezulta o singura multime Vg, cu
vectorii avand doi cate doi acelagi modul.

Daca exact 4 module sunt distincte, celor 4 vectori de module diferite,
71, 72, 73, 74, li se adauga doi vectori, care trebuie sa aiba respectiv modulul
egal cu al unora dintre 71, 72, 73, Uy.

Exista 6 posibilitati de a alege 2 dintre cele 4 module diferite. In total,
exista 7 multimi Vj.
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¢) Notdm cu ¢t numaérul perechilor de vectori de module egale. Vectorii din
multimea V,, au n—t module diferite. Agsadar,n—t < k—1, adicat >n—k+1.

Evident, ¢t < {g} sit<k—1,decit<min (k -1, [g])

Din (1) ded ik 1>”>[”}d-'<k1{”})_[”}
in (1) deducem ca k — > 52 §,ec1m1n -Ll5) = |3]

Folosind (2), obtinem ca t € [n —k+1, {g” . Sa observam ca pentru k =5 si

n = 6, exista multimi Vg pentru care t = n — k + 1 = 2 si o multime V4 pentru

t = m —3
care = 2 = J.

9. Pe laturile AB, AC, BC ale triunghiului ascutitunghic ABC' se con-
siderd punctele B', C' si Ay astfel ca triunghiul B'A1C’ sd fie dreptunghic
isoscel gi ipotenuza B'C’ cd fie paraleld cu BC. Analog se definesc punctele
By € AC i Cy € AB. Sa se arate ca dreptele AA,, BBy, CC1 sunt con-
curente.

(Conf. dr. Vasile Pop, Univ. Tehnicd Cluj-Napoca)

Solutie. Construim pe latura BC' triunghiul dreptunghic isoscel BAsC', cu
BC ipotenuza si notdm cu {41} = AA4; N BC. Din A; ducem A;C’||A2C cu
C' € AC si A1 B'||A2B cu B’ € AB.

Triunghiul B’ A;C’ este dreptunghic si isoscel, deci punctele B’, Ay, C’ sunt
cele definite In probleméa. Evaluam raportul

BA,  A(ABA,) AB-BAssin(B+7%)  ABsin(B+

A0 (A(ACA;) — AC-CAgsin(C+F)  ACsin (C +
60
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Analog deducem:
cB, BCsin(C+
BiA  BAsin (A +

) ) AC, CAsin (A +
) ¥ C\B CBsin (B +

S—’

INERFNE]
ENER k!

Avem:

BA; CBy AC; 1

AC BiA CiB
si conform teoremei lui Ceva, dreptele AA;, BB; si CCy sunt concurente.

10. Fie paralelogramul ABCD si punctul M € AB, Zﬁ\? = k- 1\7?,
k > 0. Dreptele MC' si M D intersecteaza diagonalele BD si AC in punctele
N, respectiv P. Daca O este centrul paralelogramului, sd se exprime aria pa-
trulaterului MNOP in functie de k si de aria S a paralelogramului.

(Ludovic Longaver, Liceul "Németh Laszl5”)

Solutie. Aplicam teorema lui Menelaus in triunghiul AOB, cu transversalele
DM, respectiv CM.

DB PO MA PO 1 .
ﬁo.ﬂ.m_liﬂ_ﬁéana[POD]
1 S
= i A Dzi
o1 0Dl = 15
CA NO MB NO k .
@.ﬁ-m_léﬁ—géarla[NOC]
k . k-S
= 5 aria[BOC| = TR
D C
O
N
A B

M

aria] M NOP] = aria[DM C| — aria[ DOC] — aria[POD] — aria[NOC]

s S S 1 k' S 1 k

757171(2k+1+k’7—1—2)71<72k:+17k7+2>

 S@k*+5k+2—k—2—-2k*—k) 3k-S
4(k+2)(2k + 1) 4k +2)(2k+ 1)
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11. Sa se rezolve sistemul:
5x — 3 _ 592 +3
5—3z 3y2+5
5y—3 52243
5—3y 32245
52-3  52°+3
5—32 32245

———————e A

(Nicolae Musuroia)

. L . 35 S5x —3
Solutie. Consideram functia f : [3’ g) — [0,00), f(z) = F s

5
Se constatd ci f este bijectie strict crescitoare si cd f~! : [0,00) — {7 7)7

53
fHz) = % Sistemul devine:
( fx)=f"y) [ f(f@) =y
i fly) =f"(2) éi f(f) ==
f(z) = =) Ff(z) =x

Fie z < y =Y 1(f(2)) < fFfW) = v < 2 = f@y) < f2) =
=19y =

T Y
F(f(y) < f(f(z)) = z <z Deciz <y <z < xsiprin urmare z.
Atunci

flx) = f~1() Fs.crgse. flx)=x=4/ gl;_?j == (r—1)(322-22+3) =

((z=1
0= 2 = 1. Deci y=1
z=1.

12. Se considera patrulaterul convex ABCD de arie S, ale carui diagonale
formeazd un unghi de masurd «. Daca M este mijlocul laturii [CD], sd se
calculeze aria triunghiulut G1G2Gs, unde G1, Ga, G3 sunt centrele de greutate
ale triunghiurilor MAD, M AB, respectiv M BC'.

(Nicolae Muguroia)

Solutie. Fie N, P, Q mijloacele laturilor [DA], [AB], [BC].
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Atunci

1
PN||BD, PN =3 BD

1
PQJAC, PQ = 5AC

MG, 2 MG,

GG IlPN .2 GGy GiGy Deci G:C —1BD

MN 3 e - (PN st g = Tprm = gy Ded Gi6h = g BD.
1

Analog G2G3 = §AC.

1 .
SG1G2G5 = 5 G2G1 - GoGs -sina =

DN | =
O =

. 1
BD - -ACsina = 1—85.

13. Se considerda un triunghi ABC, (AD bisectoare cu D € (BC) i
A
punctele M € (AB), N € (AC) cu MNNAD ={L}. Notam —— = A

o o1 1 1/ 1 1
a) Sa se arate cd T IN = X(EJF TO)
b) Sa se arate ca dacd I este centrul cercului inscris in triunghiul ABC,
: tele M.I.N sunt colini . _1+1_AB+BC+C’A
tar punctele M, I, N sunt coliniare, atunci -+~ = 15 A0
(Nicolae Musuroia)
Soluti Noti MA_ NA
olutie. a) Notdm B =@

=B, AB=c¢, BC = A=b.
AC ﬁ7 C, C CL,C b

VLA L = BB AT (L )

e ﬁ

b+c

m:m—i—ﬁ:—azﬁ—i—ﬂﬁ.
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— a4 b Ac
. .. o b+c _ btc .
Punctele M, L, N fiind coliniare, rezulta ———— Obtinem

—a _5'

1= b l+ e l@li A (é+£)®17 )\bc(l Jri)
Cb+c a b+c B Cb4+c\B B b+c\MA NA/’
Deci

" L L1l Ly
AM = AN M\AB AC/°
Al

b) Dacd punctele M, I, N sunt coliniare, atunci L = T si A = 1D =
b+c

———. Din (1) rezulta concluzia.
a+b+c

14. Sa se arate ca:
Va3 +1341/a3 + 234+ +/ad + 20093 < 2009+/a3 + 2009 - 10052, Va € N.
(Crina Petrufiu)

Solutie.

(Va3 + 13+ a3+ 25+ + a3+20093)2

C—-B-S
< (P12 1) [(@® 418+ (6® +2%) + -+ (0P + 2009%)]

20092 - 20102
4

= 2009 (2009a3 + ) = 2009%(a® + 2009 - 1005%).

15. Fie patrulaterul circumscriptibil ABCD, I, r centrul, respectiv raza
cercului inscris in patrulater, iar s semiperimetrul patrulaterului. Sa se arate
ca:

4r + s5)V2
4rv2 < # <IA+IB+IC+ID.
(Ovidiu Pop si Nicusor Minculete, C. N. ”Mihai Eminescu” Satu Mare)

64



oY 7
o X 7/(//(’777(“//'/ /1(7 7727 /

Solutie. Se stie ca intr-un patrulater convex are loc inegalitatea
(1) s? > 48,

unde S = aria patrulaterului, cu egalitate daca si numai daca patrulaterul este
inscriptibil.

A B Avem
(2) ATy 4+ 1Ty < TAV?,
T, cu egalitate daca triunghiul ATi1 este
Tt . “ isoscel. Analog
(3) ATy + IT, < TAV2.

C Din (2) si (3) obtinem
T (4) AT, + AT, +2r < 2IAV?2.

Considerand si inegaliﬁé‘gile similare cu (4) pentru celelalte varfuri, prin adunare
obtinem inegalitatea:

4 2
%SIA—FIB—FIO—FID.

(4r + 5)v/2

S
Aritdm 8 4rv/2 < — S 4r < s. Cum r = —, trebuie demonstrat ca
s

48 < s?, inegalitate adevarata conform (1).

Clasa a X-a

1. Sa se rezolve ecuatia:

Vi-vVe-24+2=vz+1.
(| Gheorghe Fatu|, C. N. ”Gheorghe Sincai”)

Solutie. Conditiile de existenta: + —2>0,1—+vx—2>0sixz+12>0, ne
dau z € [2,3]. Deoarece membrul stdng al ecuatiei reprezintd o functie strict
descrescatoare, iar membrul drept una strict crescatoare, ecuatia are cel mult
o solutie. Cum x = 3 este solutie, deducem ci aceasta este unica solutie a
ecuatiei.

2. Sa se arate cd dacd ay,az,a3,a4 € (1,00), atunci

a1+a3 as + ay a3+a1 a4 + ao
log log log

1
Og(L2 2 as 2 as 2 aq 2

> 1.

(Crina Petrutiu)
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Solutie. Cu inegalitatea mediilor, avem

ay +CL3
tog, ( 2

1
) > log,, Vaiasz = 3 (log,, a1 +log,, as) > \/loga2 ai -log,, as

si analoagele.
Inmultind relatiile anterioare, se obtine concluzia problemei. Are loc ega-
litate daca si numai daca a1 = as = ag = aq.

3. Sa se determine numerele x1,%a, ..., T, € (1,00) pentru care
1‘1.:1;2.....%'”:8
log,, 2+log,, 2+ +log, 2=3.

(Ludovic Longaver, Liceul ”Németh Ldszl4”)

Solutie. Logaritmam prima relatie si obtinem sistemul
log, 1 + logy 2o + - - + logy x,, = 3
log, 2+log,,2+ - +log, 2=3.
Utilizand inegalitatea de numere strict pozitive
1 1 1 9
(a1 +az+-+ap) | —+—+-+—) >n%,
ay ao (47%%
obtinem c& n? <9, deci n € {1,2,3}.
Pentru n = 1, sistemul nu are solutie;
Pentru n = 2, obtinem ci {1, 22} = {2

Pentru n = 3, obtinem ca x1 = z9 = x3 = 2.

3—V5
5.

b

2

3+\/5}
2

4. Sa se rezolve ecuatia
2
27 4 log, 1 = 2“‘%, x> 0.

(Gheorghe Gherasin, Liceul ”Regele Ferdinand” Sighetu Marmatiei)
Solutie. Ecuatia se scrie
1 1 1
2“2+1+10g2 (m—i— —) +log, x = 273 +log, (m—i— 7> & fe*+1) =f (m—i— 7> ,
T x T

unde f: (0,00) = R, f(z) = 2% + log, x.
Deoarece f este o functie strict crescatoare, deci injectiva, ecuatia devine

1
m2—|—1:x—|—;<:>a:=1. Agadar, S = {1}.
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5. In cate moduri putem alege patru numere din mulfimea
X ={1,2,3,4,...,4n}, neN~*,
astfel incat suma lor sa fie divizibila prin 4.

(Gheorghe Boroica)

Solutie. Considerdm multimile 4; = {z € X|z = ¢ (mod4)}, i € {0,1,2,3}.
Aceste patru multimi au fiecare cate n elemente si {A;, A, A3, Ay} este o
partitie a multimii X. Fie z,y, z,t patru elemente din multimea X.

Suma z +y + 2+t = 0(mod4) & z,y,2,t € Ag, sau z,y,2,t € Aj, sau
x,y,2,t € Ay, sau x,y, z,t € Az, sau doua elemente sunt in Ag, unul in Ay si
unul in As, sau doud elemente sunt in Ay si doud in As, sau un element este
in Ap, un element in A, si doud elemente in As.

Atunci numarul cerut este

Crr Ot O+ O 4+ C2 n-n+C2-C24n-n-C% =4C* +2n? . C% +(C?)?,

daca n > 4.
Pentru n = 3, avem 9- C3 + (C2)? + 9 - C3 = 63 posibilitati;
Pentru n = 2, avem 4 4+ 1 4+ 4 = 9 posibilitati;
Pentru n = 1, avem o singura posibilitate.

6. Fie a,b,c,d € (0,00) cu abed = 1. Sd se arate ca:

1—&-(z—i—ab—i-abc+1—&—b—i—bc—&—bcdjL 14+ c+cd+ cda
n
+ d >1, VneN~.

14+d+da+dab —
(Gheorghe Boroica)

Solutie. Consideram numerele

1 1 1
T Iiatabtabe ﬂi1—|—b+bc—|—bcd7b(l—i—c—I—cd—i—cda)’
B 1 - 1 .
7_1—|—c—}—cd—|—cda_c(l—|—d—|—ala—|—dab) i
1 1

5= = :
1+d+da+dab d(14 a+ ab+ abc)
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Atunci o, 8,7,6 >0sia+ 5 +~v+ 6 =1. Functia f: [0,00) = R, f(z) = 2"
fiind convexa, cu inegalitatea lui Jensen, obtinem

flara+B-b+y-ctd-d)<a-fla)+B-f(b)+7 flc)+d-f(d)
S fH<Se1<8,

ceea ce trebuia demonstrat (S reprezintd membrul stang al inegalitatii de
demonstrat).

7. Se considerd triunghiul ABC si punctele distincte M,N € (BC),
P,Q € (CA) tlAAtBM*CP*k'BN*OQ*t k #t
Q) € , astfel inca UC - PA §1NC_QA_,cu .

Sa se arate ca ANAMN ~ ABPQ < NABC este echilateral.

(Dana Heuberger)
Solutie. Se cunoaste proprietatea:

A
b

P. AABC ~ AA'BC & —2 = Q
b c—a
P a(b'—c)+b(c'—a") +c(a'-b") = P
0, unde a,b,c,a’, b, ¢ € C sunt respec-
tiv afixele punctelor 4, B,C, A’,B’,C’. B C

M N

7 <7 Evident.

7 =7 Fie a, b, c,m,n,p,q, respectiv afixele punctelor A, B,C, M, N, P, Q.
Avem

(1) AAMN ~ ABPQ < a(p —q) + m(g —b) + n(b—p) =0.
tnlocuim in relatia (1 _b+k-c _ctk-a b+t
nlocuim in relatia (1) m = Tirc P T R T 1 §
= CP T upd unele caleule, ob
q= — - Dupd unele calcule, obginem

(k—t)(a® +b* +* —ab—ac —bc) = 0 < a® +b* + ¢ = ab + ac + be,
deci AABC este echilateral.

8. Fie z1,29,23 € C astfel incat Z1 = zo + 23 $i Zo = 23 + z1. Sd se arate
ca Rezy = Rezy $i Rezs = 0.

(Ovidiu Pop , C. N. ?Mihai Eminescu” Satu Mare)
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Solutie. Din identitatile din enunt rezulta ca z1 +21 = 21+ 20+ 23 §i 2o+ 22 =
21 + 29 + 23, de unde Z1 4+ 21 = Zo + 29, deci Rez; = Re z.

Din Z1 + 21 = 21+ 29+ 23 rezulta ca z1 + 22+ 23 € R, echivalent cu zy + 29+ 23 =
Z1+7Z2+Z3. Dar Z1 +Z2 = (21 + 22 + 23) + 23 ¢l atunci avem z3 +Z3 = 0, adica
Rez3 =0.

9. Pe laturile AB, BC, CA ale triunghiului ABC' se considerd punctele

M, N tiv P tl”AtAM*BN*CP*k 1. P

, N, respectiv P, astfel inca VB - NC - PA- # 1. e seg-

mentele (AN), (BP), (CM) se considerd punctele E, F, respectiv G, astfel
AE BF CG

EN_ FP GM
EFG sunt asemenea.

incat =k+ 1. Sa se demonstreze cd triunghiurile ABC' gi

(Florin Bojor)

Solutie. Fie x afixul punctului X din plan. Atunci avem

a+k-b b+k-c c+k-a
Tk T vk O PT Tk
Atunci
a+(k+1)n a+b+k-c b+c+k-a . cta+k-b
I Ay
Vom obtine
EF:|f_e|:|k—1|~\a—c|:|k—1\.AO

24k 2+k

si analoagele, de unde rezulta concluzia problemei.

10. Se considerd progresia aritmeticd (an)nzl cu a; > 0 st ratta r > 0.
Definim numerele complexe z, = (1 + agagy1) +7i, k = 1,n. Sd se arate cd
Re(z129...2,) >0 gi Im(z122...2,) > 0.

(Nicolae Musuroia gi Ton Savu)

Solutie. Fie ry = |zx| = \/(1 +ag-ap1)?+12 ke l,nsiz, = rp(cosag +
l4+ag-a T
$>0, sinag = — > 0.
Tk Tk

r T s
Atunci tgay, = ———m—— > 0 si o, = arct (7) c (0 7).
g g 1+ arapes §1 Qg g 11 arar 9
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=y
1+2y

Se stie ca daca x >y > 0, atunci arctgx — arctgy = arctg ( ) Atunci

Ap+1 — g
1+ ag - apqr

o = arctg ( ) = arctgax41 — arctgag, k€ l,n.

Agadar,
Z=2129...2p,=T1T2 ... plcos(a1+ ag+ - -+ + ap ]+ isin(ag + ag+ - - - + )]

= riry...ry[cos(arctg a, 1 — arctg ay) + isin(arctg an 1 — arctgay ).

T
Rezultd cd Re (z) > 0 si Im(z) > 0, deoarece 0 < arctg a,+1 — arctga; < 5

11. Se considerd a,b,c € C, a # 0, ¢ € C\R, €% = 1. Sd se arate cd dacd
la + be + ce?| < |a|, atunci ecuatia az® + bz +c =0 are cel putin o solutie z cu
|z] <2.

(Nicolae Musguroia)

Solutie. Relatia din ipoteza se scrie

b c
‘1—1—5—1—52 <l&s |1—(21+22)5+212252\ <1
a a

S|(1—2z6) (1 —20)| <1e |l —2z6e|- |1 — 2| <1
Atunci cel putin unul dintre numerele |1 — z1¢| §i 1 — z3¢]| este subunitar. Fie
|1 — z1¢| < 1. Atunci

S _zig|l<le e |2 —nl<le e — x| <1

le
Asadar,

21| =21 — e+ 3| < |z — Y+ <1+ 1=2,
deci are loc concluzia.

12. Se considerd triunghiul ascutitunghic ABC' inscris in C(O, R) si cu

L ) . y .« |%A T 2B
afizele varfurilor z4, zp, respectiv zc. Sd se arate cd dacd Y. |—————| = /3,

%A — ZB

atunci triunghiul ABC' este echilateral.

(Nicolae Muguroia)

Solutie. Metoda I. Fata de un reper cu originea in centrul cercului circumscris,
avem z4 + 2z = 2 - zg, unde E este mijlocul lui AB.
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C

TN
N_F S

. OF +
In ANAOE, cosC = = deci OF = R -cosC = % . Atunci
ZA + 2B 2R - cosC 2R cosC
3 = —_— = _— R
V3 Z ZA — 2B Z AB 2Rsin C
= thgC =ctg A+ ctg B+ ctgC.
Dar
sin(A + B) 2sinC
tg A tg B = =
otg A+ etg sinA-sinB  cos(A — B) —cos(A+ B)
2sin C 2sinC' C
1 = > =2tg | —
(1) cos(A— B) +cosC ~— 1+ cosC g(2),
cu egalitate pentru A = B.
Asadar,
C
2 ctg?$ —1

o C
V3 =ctgA+ctgB+ctgC > 2tg - +ctgC =

ctg % 2ctg %

3+ctg’(§) 1/ © C c . C
= — " = _|cte—+3tg— | > tg — - 3tg — = V3
2ctg & 2(Cg2Jr g2>—\/Cg2 g3 = V3,

i
cu egalitate pentru A= B gi C = 3 deci AABC este echilateral.

Metoda a II-a. Aplicand inegalitatea lui Jensen functiei strict convexe

f: <O, g) — R, f(z) = ctgx, avem
A+ B
= g ctg A > 3ctg (—&—74—0) :3ctgz:\/§,

2 3 3

cu egalitate daca A = B = C, adica triunghiul ABC' este echilateral.

zA+ 2B
ZA — ZB
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13. Se considera tetraedrul echifacial ABCD cu AB = a, BC = b,
CD=c, DA=d, AC =e¢, BD = f. Sa se arate ca daca
a+bt+c+d . at+cte+f bt+d+e+f
————€eN, ————eN, ————¢N
e+ f b+d a+c

atunci tetraedrul este regulat.

*
9

(Nicolae Musuroia)

Solutie. Dine < c+d si e < a + d rezulta ca 2e < a + b+ c+ d. Analog, din
f<b+csi f <a+drezultaca2f < a+b+c+d. Obtinem e+ f < a+b+c+d,

a+b+c+d a+b+c+d . .a+b+c+d
deci —— > 1. Cum —— € N*  rezultd cda — > 2
e+ f e+ f e+ f
adica
(1) a+b+c+d>2e+2f.
Analog obtinem relatiile
(2) a+c+e+ f>2b+2d,
(3) bt+d+e+ f>2a+2c

Presupunéand c& cel putin una din inegalitatile (1), (2) sau (3) este strictd,
adunandu-le obtinem contradictiaa+b+c+d+e+ f>a+b+c+d+e+ f.
Deci

(4) a+b+c+d=2e+2f,
(5) a+c+e+ f=2b+2d,
(6) b+d+e+ f=2a+2c

. < . o N b+d=e+ f . _
Din (4) scadem (5), din (5) scddem (6) si obtinem { ate—bid deci a+c =

b+ d = e+ f. Tetraedrul fiind echifacial, avem: a = ¢, b = d, e = f. Obtinem

a=b=c=d=e= f, deci tetraedrul este regulat.

14. In tetraedrul [ABCD] tridreptunghic in A notam cu Sa aria fetei
opuse a varfului A si analoagele S, Sc, Sp. Sa se arate ca

1 4 9 36
>
mS% + nSE * mSE + nS% * mS% +nSE ~ (m+n)S3’
(D. M. Batinetu-Giurgiu)

Vm,n € (0,00).
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Solutie. Se stie c& dacd x1,22,...,2, € R gl a1, qs,...,a, € (0,00), n € N*|
atunci avem Y, — > (@1 + 22 ) (inegalitatea C' — B — S, forma
i=1 @ ap+az+ - +ap
Titu Andreescu). De asemenea, S% = S% + S + S%. Atunci rezultd ca
1 n 4 n 9
mS% +nS2  mS?2+nSE  mS% +nSE
(1+ 2+ 3)? 36

> =
~m(S% + 52+ 5%) +n(SE+5%4+5%)  (m+n)S%’
deci are loc concluzia problemei.
15. In cate moduri putem ajunge in varful unei scari ce are zece trepte,

daca putem urca una, sau doud, sau trei trepte o data?
(Gheorghe Boroica)

Fie x,, numarul de posibilitati de a urca o scara cu n trepte. Deoarece
1 =1,290=2,23 =4, 14 =7 = x1 + T2 + x3, se deduce formula de recurenta
Ty = Tp—1 + Tp_2 + Tp_3, n > 4. Atundci sirul (z,),>1 are termenii initiali
1,2,4,7,13,24, 44, 81,149,274, . .., deci 19 = 274.

Clasa a XI-a

1. Se considerd matrice A € M,(R), A = (aij)1<i<n, unde a;; =

" 1550
(=)™ (i +4), Vi, j €{1,2,...,n}.
a) Sa se calculeze suma elementelor matricei A.

b) Sa se calculeze det(A) si Tr(A?).

(Traian Covaciu, Colegiul National ” Vasile Lucaciu”)

Solutie. a) Cazul I. Dacd n = 2k, k € N*  atunci, calculand suma ele-
- a a . .
mentelor matricei B = ( 2m2p 2m2p+l ), vom obtine 0 pentru orice
A2m+12p  A2m+12p+1

m,p € {1,2,...,k}. Atunci suma elemetelor matricei A este 0.

Cazul II. Daca n = 2k + 1, atunci matricea A va avea suma elementelor
aflate la intersectia primelor 2k linii gi 2k coloane 0, conform cazului I. Atunci
suma elementelor matricei A va fi egald cu suma elementelor de pe ultima linie
si ultima coloana, care va fi 2k + 2.

b) Pentru n = 1 avem det(A4) = 2, pentru n = 2 avem det(A) = —1, iar
pentru n > 3 avem det(A) = 0, deoarece £1 + 205 + f3 = 0.
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2. Sa se arate ca daca A € M3(C) cu Tr(A) =0, atunci

2
> det(A® + e - A+ef - Ip) = 3det®(A),
k=0

unde €9, 1,2 sunt radacinile de ordinul trei ale unitatis.

(Nicolae Musguroia)
Solutie. Deoarece A% — Tr(A) - A+ det(A) - I = Oq, vom avea a? = —41y,

unde § = det(A), iar polinomul caracteristic al matricei A este f = X2 + 4.
Atunci

2 2
Z det(A% + e A +eilp) = Z det(ep A+ (63 — 8) I,
k=0 k=0

isﬁdet(A—é 5’612) Z%f( )

k=0

]

(62 + ex — de}) = 352

b
o

3. Se considera n € N* gi M = {A € M,(R)| A% +4A— 1, = 0,}. Sa
se arate ca:

a) M # 0;

b) daca A € M, atunci det(I, + ad) >0, Va > —4.

(Gheorghe Boroica)
Solutie. a) Functia f : R — R, f(z) = 2® + 42 — 1 este continui si bijectiva.
Atunci ecuatia f(z) = 0 are o unicd solutie reald, zo. Se verificd faptul cd
matricea A = xg - I,, apartine multimii M.

b) Dacid A € M, atunci I,, = A(A? +41,,), de unde 1 = det(A) - det(A? +
41,,). Cum det(A2% + (21,,)%) > 0, vom deduce ci

(1) det(A4) > 0.
Avem
det (T, + ad) = det(A% + (4+ a)4) = det(A) - det (A*+ (Va+4- 1)) >0

4. Se considerd cunoscutd convergenﬁa cdtre s = —1,4553... a sirului lui

1
A. G. IToachimescu, (Sp)n>1, Sn = —|— -+ —=—2y/n. Demonstrati
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1 1
i sirul definit prin relatia s = 14+ —=+ —=+ -+ + — — x,, - /70,
cd girul (xy)n>1 definit prin relatia s NRRVE Tn Ty /M
n € N*, este convergent gi calculati apoi lim (1+x, —x)", unde x = lim x,.
n—oo n—oo

(D. M. Bdtinetu-Giurgiu)

1 noo1
Solutie. Se observa cd zp, = — [ >, —— s) , Vn € N*, de unde, aplicand
Vn <k—1 Vi

Lema lui Stolz-Cesaro, vom obtine = = 2. Avem de calculat
lim n(z,—2)

lim (1 4z, —2)" = en—ee . Observam c&

n—oo

1
S = —xpVn+ — =Vn(2 —x,) + Sn,
v kz::l\/E v/ )
de unde n(z, — 2) = y/n(s, — s), Vn € N*. Deci

. . Sp — S8 SC . Sn+1 — Sn
lim n(z, —2) = lim = lim —————/n(n+1),
(@ =2) TV e AL

n—roo n—roo

vn

de unde vom obtine ci limita cerutd este /e.

5. Fie f,g : R — R doua functii continue, bijective, cu proprietatea ca
f(x) +g(z) =2, Vo € R. Sa se arate cd existd un singur o € R astfel incdt
(f(xo)" + (g(x0))* =2, YVneN, n> 2.

(| Gheorghe Fatu|, C. N. ”Gheorghe Sincai”)

Solutie. Din surjectivitatea functiei f rezulta ca existd zg € R, astfel incat

f(zo) =1 si atunci, din relatia din ipoteza, rezultd ca g(xg) = 1, deci
(f(x0))" + (g(x0))" =2, VneN.

Demonstram ca xg este unic. Presupunem prin reducere la absurd ca exista

z1 € R\{zo}, astfel incat (f(x1))" + (g(z1))* =2,Vn e N, n > 2.

a) Dacd f(x1) # 1, atunci din relatia f(z1) + g(z1) = 2 va rezulta ci cel
putin unul dintre numerele |f(z1)| si |g(x1)| este supraunitar, deci trecand la
limita in relatia (f(x1))?" + (g(z1))?™ = 2 vom obtine co = 2(F).

b) Daca f(z1) = 1, atunci rezultd ca f(x1) = f(xo) si din injectivitatea
functiei f rezultd c& x; = xo(F). De unde rezultd unicitatea.
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6. Se considerd sirul (xp)n>0, unde g € [—1,00) §i Tpt1 = VT, + 10 —
vz, +17, Vn € N. Sa se demonstreze ca sirul este convergent si calculati
limita sa.

(Margareta Trif, Colegiul Economic ”Nicolae Titulescu”)

Solutie. z; = /xg + 10 — /ag + 17 = T 10+7\/x0 = > —1 si prin
inductie se demonstreaza ca x, > —1, Vn > 0. Avem
@ns1+ 1] = | (Vo + 10 - 8) = (Va, +17 - 4)|
< |Van 10— 3| + |van 7 17— 4|
|27 + 1 |25, + 1 <l|zn+1|.

T VT, 1043 iz, f174+4 12

. 7
In consecintd, |zp,41 + 1] < ﬁ\mn + 1|, Vn € N, de unde, prin inductie,

rezulta ca

7 n
|z, + 1] < <*) |zo +1| = lim |z, +1=0= lim z, = —1.
12 n—oo n—o0

1
7. Fie (zp)n>0 un gir definit prin xo € R §i £p41 =z, — B In(1 + e2*n),
Vn eN.
a) Determinati termenul general al sirului.
b) Calculati lim x,,.
n—oo

(Eliza Mastan si Ludovic Longaver, Liceul ”Németh Ldszl4”)

e’n

Solutie. a) Relatia de recurenta se scrie z,4+1 = In ——, n € N, deci
) n+ /71 T e2en
e®o e’ e®o

r1 =N —m—, 15 = =In de unde, prin inductie

V1 + 2o’ V1 4+ e2o V1 2200 ’
o

rezulta ca x,, =In ———=, Vn € N.

" V1 + ne2@o
b) Trecand la limita in relatia anterioars, vom obtine lim z, = —oo.

n—oo

8. Fie 0 < a <b. Sa se studieze convergenta sirului (T,,)n>0 pentru care

1 1 4
a < xp, <bgi - < , Vn € N. Sa se calculeze limita
Tp—Q Tpgp1—Db b—a
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acestui $ir in cazul in care aceasta existd.
(Ludovic Longaver, Liceul ”Németh Ldszld”)

Solutie. Din ipoteza sirul este méarginit. Aplicand inegalitatea dintre media
armonica si cea aritmetica, vom obtine
4 1 1 4
> + > ,
b—a " zp,—a b—zpy1  Tp—a+b—xu4

de unde z,, 11 —x, <0, Vn € N, deci sirul este convergent. Notam lim z,, =/
n— o0

1 1 4
; <
{—a b—07 b—
Aplicand inegalitatea dintre media armonica si cea aritmeticad, vom obtine
1 1 4
<
E—aer—f_ b—a’
1 1 4 a+b

é_a+b_€=b_a:€—a:b—€:>€: 5

si trecem la limita in inegalitatea din ipoteza. Vom obtine

adica

9. Se considera girul (an)n>1 cu a; = V2 §i ani1 =2 F an.
Sa se calculeze
an 4™ 2
i 47 ((7) - 67) :

(Nicolae Muguroia)

T
Solutie. Prin inductie se demonstreaza ca a,, = 2cos ——, n € N*. Atunci

gn
4”L 4'l
. Qnp . 7T 1 . 4" (cos —F— —1
lim (—) = lim (cos ) = lim e (cos T —1)
n—oo \ 2 n— 00 2n+l n—00
n T 2
= lim e* (—2sin® 57207 ) —e % .
n— oo

Avem ca:

4m
lim 4™ ((%) _e_ﬂ-Tf) :'0 lim 4n( 4™ 1n cos 2n+1 —6_§)

n— o0 n—oo

2 e4n In cos 2n+1 + = s _ 7T2

=e & lim 4" (4" Incos —— + )
+1
e 4m In cos 2n 8
2n+1

e i 4n< m 1(1)2)
e snll}rgOQ lnCOSQ~2"+8 on .
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, ) , . IncosZ + La? 1 o
Folosind regula lui L’Hospital avem lim ————=—— = ——— deci limita
n=oo T 192
g
£ e %
ceruta va 102¢ °

10. Sa se calculeze

n+1 n
w2 He w L He
lim (e *»=t —e #=1

n—oo

1 1 1

unde H, =1+ -4+ -+---4+ —, n € N*,
2 3 n

(Nicolae Musuroia)

Solutie. Prin inductie se demonstreaza cad >, Hy=(n+1)(Hp41—1), Yn € N*.

k=1
Atunci
nt1 n
2o He o whr )0 Ha
lim e k=1 —e k=1 = lim (eHn+2 1 eHn+1 1)
n— oo n— o0
1 : H H. —H.
= — lim e"nti(e7nt2THnt1 1)
e n—o0
1
1 .. entz — 1 1
i llm eHn+1—ln(n+1)(n_|_ 1)7 . — ec—17
€ n—oo 1 n+ 2
n—+2

n—00 2

1 1
unde ¢ = lim <1—|— *+'--+f—lnn).
n
11. Calculati

11 1 11 1
li 14— ... Cmf1+ — = = )).
nlféo(+3+5+ R n(+\/§+\/5+ +\/2n—1>>

(Cristian Heuberger)

Solutie. Se considerd cunoscut faptul ci sirul (c,)n>1, definit de termenul

1
general ¢, =1+ 5 + 3 + .-+ + ——Inn este convergent la constanta lui Euler c.
n
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Atunci

—an—2cn+ln2+ln\f
Daca notam z,, termenul general al sirului din problema, atunci
( 1+12+1\F)1(1+1+1++ 1)
Ip = \{Cn — 5Cn n nyn| —In S e
’ 2 V3 Vb Vva2n—1
vn

1 1
1+ —+ —+-+ ——
V3 V5 Von—1

1
:CQn—§Cn+ln2+ln

lim In v 5. lim In ——— —Vn
+—= +-
\/5 V5 \/ —1 \/2n+
. \/ +1 V2
= lim In =In—.
n— oo \/n f 2
Se obtine imediat

li = 1 In2+1 vz_1 In2
ngrgoxn—c—Qc—l—n +n2_2(c+n).

12. Determinati functiile derivabile f : (0,00) — R astfel incdt pentru

-3 (2)

(Cristian Heuberger)

1
orice x > 0 sd aiba loc egalitatea (ff(ac))
x

Solutie. Identitatea data se poate scrie succesiv astfel:

Lo o= 1 (11 (2). veo

o= (144 (1)) ve

(1) x-f’(a;):l—i—f(x)—kf(%), Vo> 0.
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. 1 1 1 1
Inlocuind x cu — obtinem — f’ <7> = 1—|—f<f> +f(z), V& > 0. Rezulta imediat
x x” \x x

1

1 1 1

egalitatea z- f/(z) = ff’(f) , Vo >0, side aici f’(x)——Qf’(f) =0,Vz > 0.

x” \x x T
/

1
Deducem c& <f(x) + f(;)) =0, Vz > 0, rezultand ci existd o € R astfel

incat f(x) + f(%) =a,Vx>0.

Inlocuind in relatia (1), obtinem z - f'(x) = 1+ a, Vz > 0, si de aici exista
B € R astfel incat f(z) = (1+a)lnz+ 5, Vo > 0.
Din egalitatea data in problema, prin inlocuire, se deduce imediat oo = 2.

A—1
Daca notam 1+ o = A, rezultd f(z) = A-lnz + —5 Yz > 0, unde A

este un numar real oarecare.
13. Sa se determine functiile derivabile f : R — R care verifica relatia:
fle+y)=efly) +e¥ f(x), Y,y eR.
(Gheorghe Boroica)

Solutie. Pentru z = y = 0 obtinem f(0) = 0. Deoarece f este derivabila pe
R, pentru orice z € R avem

fla+y) = @) @) + V() - f()

f’(x) - g}% Y y—0 Yy
2y _
i (f;y) ; f(:v)eyyl) — T (0) + 2f (a),

f'(z) —2f(x) =c-e’®, Vo € R, unde ¢ = f'(0) € R.

Atunci (f(z)e %) =c-e3* = f(x)e 2 = §e3m +d, d € R, adica

flz) = §G5m+d'62$, Ve R.

Dar f(0)=0=4d = —g = f(z) = g(eg’x —€2%), Yz € R, functii care verifica
relatia din ipoteza.
14. Fie a € (0,1) un numar real si a =0, a1as ... ay ..., Cu
a,ag, ... an -+ € {0,1,2,...,9},
reprezentarea sa zecimald.
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a) Sa se arate ca pentru orice x € (0,1) existd si este finita limita

lim (a1 + asx? + - 4 apa™).
n—oo

b) Dacd notam f,(x) = lim (a1z + as2® + -+ + apa™), x € (0,1), sd
n—oo
se arate cd functia fq : (0,1) — R este functie rationald dacd $i numai dacd
numdarul a este numdr ragional.

(Conf. dr. Vasile Pop, Univ. Tehnici Cluj-Napoca)

n
Solutie. a) pentru orice z € (0, 1), sirul A, (z) = . ara® este crescitor si
k=1

1—2z" 9z
<

l—-z —1—-2g’

Ap(z) < 922551C =9z
k=1

deci este marginit superior.

In consecint#, exista si este finita lim (a2 + a2 + -+ + a,a™).
n—oo

b) Numaérul a este rational dacd si numai daca sirul (a,),>1 este periodic.
Daca a, = an4p, V1 > ng, atunci
Apginp(x) =a1z4a92 + ... +ap, +2™ R(z)+ 2™ PR(z)+ ... 20t "DPR(z)
1—am?

= S(z) + 2" R(x) =

i

unde
R(IE) = QnoT + an0+2:c2 oot ano-i-Pxp € Z[X]a
deci f, este o functie rationala.

Invers: dacd fq : (0,1) — R, fo(z) = ,z € (0,1) cu P,Q € Z[X],

atunci f, (1—10) =a, deci a € Q.
15. Fie a si xo doud numere reale strict pozitive. Consideram sirurile

(an)n>1 §8 (Tn)n>1 pentru care

1) xp — an = +/a oricare ar fin > 1;

2) 22, Tp—1 = 22_1 + a pentru orice n > 1.
Sa se arate ca:

1) sirul (zy,)n>1 este convergent gi are limita \/a;

2) 2" ta, < ay pentru orice n > 2.

(Lector dr. Andrei Horvat-Marc, Univ. de Nord Baia Mare)
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Solutie. a) Aratam, folosind principiul inductiei matematice, ca
Zn > +/a, pentru orice n > 1.
x% +a

Zo

Pentru n = 1 avem 2z12¢ = 23 + a, de unde x; = . Trebuie sa aratam

v

ca

2
rHt+a

> /a.
2x0 _-V/7

Inegalitatea de mai sus este echivalenti cu (zg — v/a)? > 0. Deci 21 > \/a.

Presupunem c& zj > \/a si demonstram c& zy1 > /a. Avem zp 1 =

Inegalitatea xj41 > \/a revine la (zx — /a)? > 0.
In concluzie, sirul (z,,),>1 este marginit inferior de v/a.
Avem

xp_1+a a—xp_y

Tp — Tp—1 = —Tpn-1=

> 2.
2T "

2w
Cum z, > /n oricare ar fi n > 1, obtinem c& z, — z,_1 < 0 pentru orice
n > 1, deci (z,,)n>1 este un gir monoton descrescdtor. Am obtinut ca (z,)n>1
este un gir descrescator, marginit inferior. Conform criteriului lui Weierstrass,
girul (z,,)n>1 este convergent.

Fie 0 <! = lim z,. Din relatia de recurenta rezulta ecuatia
n—oo

2 =1 +a.
Atunci I € {£+/a} N (0,00). Se obtine
lim z, = va.

n—oo

b) Pentru orice n > 2 avem

2
xo_1+a
an=ap—va="2"""_ 1/

an—l
2
Ai(wn_14*V&D 471 1 V&i
= = = — Ap_1-
anfl 2 Tn—1
a . y 1 .
Cum 0 <1 — — < 1 pentru orice k > 2, rezulta a, < ian_l. Se obtine
T,
ap < 2n7_1 ay, n=>2.
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Clasa a XII-a

1. Fiea,b € R, a < b si functiile continue f,g : [a,b] = R cu proprietatea
b

cd fla+b—x)=g(x), Vz € [a,b]. Sa se calculeze / (f(x) — g(x))dx.

a

(In leg&turd cu problema 12 pag. 90, Argument 7-2005)
(D. M. Batinetu-Giurgiu)
Solutie. Cu schimbarea de variabila t = a + b — x, avem

b b
I@g/kfwyimmmxz/Xf@+bfﬂ—gm+b70Mt
b

= [ 6t = fa+b= (@bt = [(g) = se)ir =1,

deci I = 0.

2. Fiea,b € R, a < b si functiile continue f,g : [a,b] = R%, h: [a,b] — R,
astfel incat f(a+b—2x) = g(z), Va € [a,b] si h(a+b—2x) = —h(z), YV € [a,b)].
s atss [ LV ) o)

a se calculeze x
o (f(@)9@) +(9(2))7 ) + f(z) + g(=)
(O generalizare a problemei 4, pag. 88, Argument 7-2005)
(D. M. Batinetu-Giurgiu)

Solutie. Folosind ipoteza avem g(a +b—z) = f(a+b— (a +b—z)) = f(x),
x € [a,b]. Cu schimbarea de variabild a + b — x = ¢, integrala ceruti devine

I b 9ttt D4+ b—t)+ fla+b—t)+hla+b—1t) a
a / (fla+b=1))atatb=D + (g(a+b—1))f(@+=D + f(a+b—t)+g(a+b—1)

_ /b (9(t)™ +g(t) — h(t)
a (gO)O + (f(1)9) +g(t) + f (1)

b
de unde deducem ca 2I = / dt =b—a, deci [ =

b—a

2
3. Fiea,b € R, a < b ¢i functiile contmue f, : [a, 0] = R cu proprietatea
cdf(a—i—b—x) flx )§zg(a+b—x) x € [a,b]. Sd se arate cd

b
Recls /f

(O generalizare a problemei 3, pag. 72, Argument 7-2005)
(D. M. Batinetu-Giurgiu)
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Solutie. Cu schimbarea de variabila a + b — x = t, avem

]”"t/bf(x)dx bwdt

1+ e9(=@) o 1+ eglatd=t)
b g(t)

A (G IR L (DR LS
o 1+ e—9(t) o 1+ eQ(t)

deci

9(x)
o — /f @+ e e} /f
1+eg(z)

4. Fie functia f : R — R, periodica si neconstanta, iar k € N*. Sa se
arate ca daca functia f este derivabila cu derivata continud, atunci functia

ge : R =R, gp(a) = {fl< )’ v#0
0, z=0

admite primitive.

(Florin Bojor)

Solutie. Deoarece functia f este periodica si neconstanta, rezulta ca ea este
marginita si derivata ei este periodica si neconstanta, deci A lirno gx(x). Atunci
r—r

functia g nu este continua.

( 1
Considerdm functia Fy, : R = R, Fy(z) = i zh 'f(ﬁ)’ r#£0
0, rz=0
Pe baza marginirii lui f, rezulta ca functia Fj, este derivabila in x = 0, deci
pe R, si Fl(z) = (k+ 1)hg(xz) — k- gp(x), Vo € R, unde hy : R — R,

hk(x)Z{ xk.f(%’“)’ v#0
0, z=0

Deoarece functia hy, este continua si F}, admite primitive, va rezulta ca si functia
gr, admite primitive.

5. Sa se calculeze limita sirului (ap)n>2,

/(03 +13)(n3 +28) - (n® + nd)

n3

O =
(Gheorghe Boroica)
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Solutie. Avem a,, > 0 si

a — 1o & (n®+13)(n3+2%) ... (n®+n?) 1
n ns3n n

deci

! 1 L 3g8
lim Ina, = / In(1+ m3)dx =zIn(1+ x3)‘ _ / dz
0 0
3

n—o0 0 1—|—x3
1 1 1
=In2-3 (1— )d =In2-3 d
" / Tres) 0 % @@z +1) "

L/ T —2
=In2-3 — d
o +A (erl 1’27$+1) *

1
1 2z—1—
:21n2—3—/ w=1=3
0

2 22 —x+1

1 1 2 _ 1 1

:21n2—3+2\/§-%:ln4—lne3+lne\/§ﬂzln<4 e@'”—?))
Asadar, lim a, =433,

n— oo

6. Se considerd polinomul P,(X) definit prin Py(X) =0, Pi(X) =2 gi
Py(X)=2X" P, 1(X)+ (1 - X?)P,_o(X) pentru orice n € N, n > 2.
Sa se afle radacinile polinomului Py, unde n € N, n > 2.

(Gheorghe Boroica)

Solutie. Avem
Py(X)=0, P(X)=2=X+1—(X—1),
Po(X)=2X -P(X)+ (1 - X?)Py(X)=4X = (X +1)2 — (X —1)2,
P3(X)=2X P(X)+(1-X?)P(X)=6X2+2=(X+1)3— (X —1)%
Prin inductie matematica, P, (X) = (X +1)" — (X —1)", Vn € N*.
Cum z = 1 nu e radacina pentru P,, avem

+1\" +1 2k
PAx)zO@(m—i—l)"z(m—l)"@(i ) :1@:? 12005(—71-)—1—

-1
o 2km . . km -
isin—  decixp, = —i-ctg—, ke l,n—1.
n n
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7. Fie functia f : R — R cu proprietatea ca functiile g,h : R — R date
prin g(x) = (ax + ) f(z), h(z) = = - f(ax + D), a,b € R*, a # —1, admit
primitive pe R. Sa se arate ca functia f admite primitive pe R.

(Ludovic Longaver, Liceul ”Németh Lészlé”)

Solutie. Deoarece functia h admite primitive pe R, rezulta ca functia u: R —R,

u(z)=a?- h(%_b) =a(z—b)f(x) = ax f(z)—ab f(x) admite primitive pe R.

Astfel g(x)—u(x) = (b+abd) f(z) admite primitive pe R, deci gi functia f admite
primitive pe R.

8. Se considerd functia continua [ : (0,00) — R pentru care existd
lim f(z) =1€R. Sad se arate ca

T—00
) 1 n+1
nlinéoﬁﬁ Vaf(x)de = 1.
(Nicolae Musguroia)

Solutie. Din lim f(z) =1 € R, rezultd ca pentru Ve > 0, (3)0 > 0, astfel
Tr—r00
incat |f(z )fl| <eg,Ya > 4. Pentrun > avem

‘\F/ Va(f —ld:c‘<—/ Valf( )fl|dx<—/ Jadz
()

2% 3n*+3n+1 o2 ' e
3vn (n—i—l)\/n—&- +nyn ~ 3vn nyn 3
Asadar, hm —/ Va(f(z) —l)dr = 0, de unde rezulta ca

n n

9. Se considerd functia f : R — R care verificd relatia e/ ®) + f(x) = e,
pentru orice x € R.
a) Sd se arate ca f este o functie strict monotond.

In(1+e)
b) Sa se calculeze / e’ f(x)dx
0
(Nicolae Musuroia)
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Solutie. a) Aratam cd f este strict crescatoare. Presupunand contrariul, exis-
td z,y € R cux <y dar f(z) > f(y). Atunci din e/®) > /W) &i f(z) > f(y),
rezulta ci ef @) + f(x) > /W) 4 f(y), deci e® > e¥, adici x > y, contradictie.

b) Consideram functia bijectiva g : R — R, g(z) = e* 4+ x. Relatia dati se
scrie g(f(x)) = €%, x € R, deci f(x) = g7 (e?) si

In(1+e) In(1+e)
I :/ e’ - f(x)dx :/ g (e®)dx.
0 0

Cu schimbarea de variabila e” = ¢, obtinem
14e 1 1 3
1 :/ gttt = / y- g (y)dy = / (y-e’ +y)dy = 5.
1 vy Jo 0 2

10. Se considerd functia integrabild f : [0,1] — R cu proprietatea

ﬁg f( ) <ew, pentru orice m,n € N*, m < n.

Sa se arate cd/ flx)de =e—1.
0

(Nicolae Musuroia)

1 1 & k
Solutie. Avem f(m)dx = lim — Zf( ) Dln — < f( ) < en rezultd

n—oo N
k=

e n 1 1 n n e
can en & —< — < —> en.
k;glk < > 1]{7' nk21f< > - nkzl
Trecand la hm é in acea dubla megahtate si folosind criteriul clegtelui,

rezultd cd / f@)dx =e—1.
0

11. Sa se arate ca daca G este un grup multiplicativ cu elementul neutru
e si g : G — G este un morfism injectiv cu proprietatea cd g(x - g(x)) = e,
Va € G, atunci grupul G este abelian.

(Lucian Dragomir, Otelul Rosu)

Solutie. Din g morfism, g(e) = e, deci g(zg(x)) = g(e), Vo € G. Cum g e
injectiva, obtinem ci zg(x) = e, Vo € G sau g(z) = 27! - e, V2 € G, functie
ce verifica relatia functionala din ipoteza.

Din g morfism rezulta ca pentru Vz,y € G avem

g(zy) = g(x) - g(y) & (zy) e =a7ley e & (2y) =27y s e=
zy- -2yl &y =ayr ! & yz = zy, adicd grupul este comutativ.
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1 2
12. Se considera sirul (I,)n>1, unde I, = / In (1 + x—) dx, n € N*.
> ) n

a) Sa se calculeze lim n - I,,.
n— oo

1
b) Sa se calculeze lim n(n I, — §>

n— oo
(Nicolae Musuroia)

Solutie. a) Avem

2

2\ |1 1222 1 1 x |1
Iy=zln|{14+ — ‘— ———dr =1 <1 —)—2 2n——=arctg —
xn<+n>0 sz—i—naj n +n +n\/ﬁarcg\/ﬁ0

1 1
=In{l4+—-]—-2+2 tg —
n( +n) + \/ﬁarcg\/ﬁ,

deci lim I,, = 0.
n—oo

Asadar,

1 1
lim n-I, = lim [nln<1+7>—2(n—n narctg—)]
n— 00 n—oo n \/ﬁ

In <1 + %) 1 1
= nh_)rrgc [}L —2n-v/n <ﬁ — arctg %)
2 1
=1-=Z
3 3
deoarece
I x —arctgx /a1
250 3 3
b) Avem

. 1 . 1 1 1
nh_{g@”(”h - §> = nh_{r;on [n In <1 + ﬁ) —2n + Znﬁarctgﬁ - g}

1 1 1

= li 2{1 (1 f)—z 2 t———}

Jim 77 jIn +n —|—\/ﬁarcg\/ﬁ ™
B
10’

38



oY 7
o X 7/(//(’777(“//'/ /1(7 7727 /

deoarece
. In(142?) —2422cter 1,2
lim I z
x—0 X
. zIn(1+2?) — 2z + 2arctgz — 3 2°
= lim
z—0 x5
2
v, M +2?) 4+ 25 —24 25 -2 In(142?) — 22
=" lim = lim -
z—0 S5t £—0 54
L'H .. 713_3;2 -2z . —223 1
= lim = lim =——
z—=0  20x3 x—0 2023 (1 + 22) 10

13. Se considerd a,b € R, a < b si functiile continue f, g : [a,b] — R astfel
incdt f este strict monotond si g > 0. Sd se arate ca pentru orice t € (a,b),
existd numerele distincte ¢,d € [a,b] cu proprietatea ca

[ s =5 [ gy

(Gheorghe Boroica)

Solutie. Fie G o primitiva pentru g si H o primitiva pentru functi a g - f.
Relatia de demonstrat se scrie
H(d) — H(c) = f(t) - (G(d) = G(c)) & H(d) — G(d) - f(t)
= H(c) — G(c) - f(t) & u(d) = u(c),

unde u : [a,b] = R, u(z) = H(z) — G(x) - f(t).
Functia u este derivabild pe [a, b] si v/ (x) = H'(2)-G'(x) f(t) =g(z)(f(x)—f ().
Cum g > 0si f este strict monotond, ecuatia u’(z) = 0 are doar rdd&cina xg = t.

Daca f e strict crescitoare, atunci v'(z) < 0 pentru x € [a,t) si v'(x) > 0
pentru x € (t,b], deci u este strict descrescitoare pe [a,t] si strict crescitoare
pe [t,b] si atunci functia v nu este injectivid. Ca urmare, exista ¢ # d in [a, b]
astfel incat u(c) = u(d), adicd are loc concluzia.

Daca f este strict descrescatoare, atunci se procedeaza in mod analog.

14. Se considera n € N* gi functiile f,g,h : R — R astfel incdt
g(x) = f(x) -sin® Lo si h(z)=f(z) cos®™ 1z VzeR.

Sa se arate ca daca functiile g si h sunt primitivabile pe R, atunci si f este
primitivabila pe R.
(Gheorghe Boroica)
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Solutie. Pentru orice x € R, avem

2n

g(x)sinz + h(z)cosz = f(x)(sin®" z + cos®" z),

deci 1
r)= ———— (g(z)sinz + h(x) cosx).
f@) = —— (sl@) (¢) cos)
Utilizand faptul ca produsul dintre o functie primitivabild si una derivabila cu
derivata continua este o functie primitivabila, folosind ultima relatie, se obtine

ca f are primitive pe R.

15. Sa se determine functiile f : [0,00] — R continue gi descrescatoare
care satisfac inegalitatea:

Ale(:r32x+2)dx+5/

0

1

1
xf(z)dr > 3+/ 2(x)de.
0

(Gheorghe Boroica)

Solutie. Deoarece z3—3x+2 = (z—1)%(z+2), Vz € R, rezulti ci 23 —2x+2 >
z,Vz €[0,1], deci f(a® —2z+2) < f(z), Vz € [0,1], de unde

1 1
/ zf(x® — 2z + 2)dx < / xzf(x)dx.
0 0

Relatia din ipoteza ne conduce la

Al f2(a:)dx—|—Al 92%dx < GAle(ac)dxc) Ll(f(ac) —3x)%dz <0,

deci f(x) = 3z, functie ce nu convine. Asadar, nu exista functii cu proprietatea
ceruta.
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Probleme propuse

Clasa a IX-a

1. Fie d; < dy < --- < dj, divizorii proprii ai numarului natural n.
i) S& se calculeze produsul dy - ds - ... - di.
ii) S& se arate ci n* este un patrat perfect.

Gheorghe Rambu

2. S& se arate ca in orice triunghi ABC' ascutitunghic avem

cos B cosC . cosC -cos A n cos A -cos B S 3
cos A cos B cosC -2

Nicolae Musuroia

3. Fie a, b, c numere reale strict pozitive. Sa se arate ca

1 1 1 1 1 1
3x2—4< + + >x+—+—+—20, Va eR.
a+b b+c c+a ab  bc  ca

Nicolae Musuroia

4. Se considera triunghiul ascutitunghic ABC inscris in cercul C(O; R).
Sa se arate ca, daca Ry, Rs, R3 sunt razele cercurilor circumscrise triunghiurilor
AOB, BOC, respectiv COA, atunci

Nicolae Musuroia

5. Se considerd numerele strict pozitive ay, as, by, by. Sa se arate ca
(ar + a2)a? = 2(y/[an] - r] + y/{an} - {0r} + \/laa] - [be]
+/{as) - {bg})x b +by >0, VaeR.

Nicolae Musuroia, Ion Savu
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6. Sa se arate ca

x+y2 y+z2 z + 22 <1
4493 +23  4d+23423 d+ad+y3 —

, Va,y,z€][0,1].

Gheorghe Boroica

7. Sa se arate ca, daca a,b,c sunt lungimile laturilor unui triunghi si
a € [1,00), atunci
a n b n c S 3
alb+c)—a alc+a)—b ala+b)—c 2a—1"

Gheorghe Boroica

8. Notam cu lg, Iy, I lungimile bisectoarelor interioare unui triunghi ABC
si cu r raza cercului inscris triunghiului. Sa se arate ca

lo+1lp+1.>9r.

Ludovic Longaver, Liceul " Németh Laszl6”

9. Sa se arate ca triunghiul ABC, in care avem relatia

3
ha-hb+hb-hc+hc~ha:1(a2+b2+c2),
este echilateral.

Ludovic Longaver, Liceul ” Németh Lészl6”

10. Se considera functia f : R — R care verifica ecuatia functionala
flx) =2 f(1={x}), Va € R. S& se determine functia f, stiind c&

n

n(n+1
k=1

Gheorghe Gherasim, Liceul ”Regele Ferdinand”, Sighetu Marmatiei

11. Sa se arate ca:
a) Ecuatia 922 + 5y = 7 nu are solutii in numere intregi.
b) Ecuatia 922 + 5y = 4 are o infinitate de solutii in numere intregi.

(Gheorghe Gherasim, Liceul ”Regele Ferdinand”, Sighetu Marmatiei)
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12. Sa se determine numerele a, b, ¢ > 0 stiind ca

a?—a+1 bV —-b+1 02—c+1_3

b+c + c+a + at+b 2

Gheorghe Boroica
13. Sa se determine functiile f : R — R pentru care

flz-y) > 2?10 f(y), Va,yeR.

Marin Bancos, Universitatea de Nord Baia Mare

z=y-1

14. Sa se rezolve sistemul { stiind ca z,y, z,t € N*, x £y,

:I: .
TrF = yt
iar z si t sunt prime intre ele.

Cristian Heuberger

15. Se considera triunghiul ABC' si punctele M € (BC), N € (AC),
PA NA
P € (AB), astfel incit AM N BN NCP = {Q}. Notdm PE-Y No Y
a) Sa se demonstreze ca () este centrul de greutate al AMNP daca si
numai dacd @ este centrul de greutate al AABC.
b) Sa se demonstreze ca

(1+2)AB+ (1 +y)AC + (v +y)BC .

AQ+BQ+CQ <
Q+BR+0Q T+z+y

¢) S& se demonstreze ci se poate construi un triunghi cu laturile de lungime
Dana Heuberger

Clasa a X-a

1. S& se rezolve In multimea numerelor naturale nenule ecuatia

2\/2m~log2z + x\/Qm-log$ 2 _ T + .732.

Ludovic Longaver, Liceul " Németh Laszl4”
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2. Fie functia f: R — R, fo fof=f.

a) Sa se demonstreze cd f este injectiva dacd gi numai dacd f este surjec-
tiva.

b) Dati un exemplu de functie f care nu este injectivé, are proprietatea
din enunt §i nu este constanta.

c) Sa se arate ca exista o infinitate de functii f bijective cu proprietatea
din enunt gi care nu sunt monotone pe nici un interval din R.

d) S& se demonstreze ci existd o infinitate de functii f, astfel incat Vo € R,

fz) <=

Dana Heuberger

3. Fie patrulaterul inscriptibil ABCD gi punctul M pe cercul sau cir-
cumscris. Fie M’ punctul diametral opus lui M si Hy, Ho, H3, Hy respectiv
ortocentrele triunghiurilor MAB, MBC, M'CD, M'AD.

a) Sa se demonstreze cd Hy HyHsH, este paralelogram.

b) Dacid G; si Gy sunt respectiv centrele de greutate ale triunghiurilor
H,CD si H3AB, sa se determine locul geometric al punctelor segmentului
[G1G3], atunci cand M parcurge cercul.

Dana Heuberger

4. Sa se arate ci dacd a,b,c € (0,1) sau a,b, c € (1,00), atunci
1 n 1 n 1
log, b-log, c+log.a log,c-log.a+log,b log,a-log, b+ log,c

3
< —.
-2
Nicolae Musuroia

5. Sa se rezolve in multimea numerelor reale pozitive ecuatia
a® + 3a*2 + 50" 4+ --- + (2n—1)a® =n?, unde a > 0,a # 1,n € N*,

Nicolae Musuroia

6. Sa se rezolve sistemul
( ol] L oly} = 95+1
oll 4 o{z} = 95+1
 26] 4 2(e} = 25+1

Nicolae Musuroia
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7. Pentru triunghiul ABC notam cu za, zp,2c, respectiv zqg, afixele
varfurilor, respectiv ale centrului de greutate. Sa se arate ca, daca

ZG — 2A 2 — % 2 — %
G + G B + G C _ 3,
2G — 2B zZa — 2C ZG T A
atunci triunghiul ABC este echilateral.
Nicolae Musuroia
8. Se considera multimea E = {1,2,3,...,n}, n € N*. Sa se determine

numarul de solutii ale ecuatiei X UY U Z = FE, stiind ca orice element al
multimii £ apare cel putin in doua dintre multimile X, Y si Z. Generalizare.

Gheorghe Boroica

9. Sa se arate ca in orice triunghi ABC' nedreptunghic avem
1 1 1 1

> *,
(tg A-tg B)» + (tg B - tg C)™ * (tgC -tg A)y» — 3n—1~’ vneN

Gheorghe Boroica

10. Fie n un numar intreg dat. Rezolvati in numere reale ecuatia
[z] + [logy 2] = n + 2"~ 1.

Cristinel Mortici, Universitatea ” Valahia”, Targoviste

11. Fie a, b, ¢, d numere reale strict pozitive cu proprietatea ca a'® + b1 +
c'% 4+ d'% + 10abed = 14. Si se demonstreze ca

ab + ac + ad + bec + bd + ¢d > 6abced.

Horia Zlamparet

12. Sa se demonstreze ca in orice triunghi are loc inegalitatea
a® . b? L c? <
b2+4my- R c2+4m.- R a?+4mg- R —

notatiile fiind cele uzuale.

1

)

Marin Bancos, Universitatea de Nord Baia Mare
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13. Sa se rezolve In multimea numerelor reale ecuatia
27 4257 = 2% 4 4z + 70.
Gheorghe Boroica

14. In tetraedrul [A1 A3 A3 A4] notdm cu S aria totald gi cu Sy aria fetei
opuse varfului Ay, k € {1,2,3,4}. S& se demonstreze ca

! 1 _ 8- Va-vb
Za~52+b~5£ ~2-a-+/a-82’

YVa,b e (0,00).
k=1

D. M. Batinetu-Giurgiu

15. Sa se demonstreze ca

z3 y3 23 >3:—|—y—|—z

— 3
22+ ay+y? yPtyz+22 P24 z-ox+a? 3
D. M. Batinetu-Giurgiu

Vx,y,z € (0,00).

Clasa a XI-a

1
1. S& se determine toate functiile f : [0,1] — R continue in z = 3 si care

au proprietatea
Yz
Ve+ Vo —1

unde k > 2 este un numar natural fixat.

=1 ( ). vechu

Sever Pop

1
2. Fie p € N*\{1} si sirul (z,,)n>0 definit astfel: xo > 0 si =, + =

Jon

, Vn € N. Si se calculeze lim nP - 2Pt
{7’ Tn+1 n—ro0

Gheorghe Rambu
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3. S& se determine functia continud f : (0,00) — (0, 00) pentru care
f@)-f@) - f@h) =aT-e" ", Va>0.

(in legdturd cu problema 25690, G. M. 12/2006)
Nicolae Musuroia

4. Si se arate ci daci A, B € M, (R), det(AB — BA) # 0 si sin® a - A% +
B? =cosa(AB — BA), a € (0, g), atuncin-a € 7 - Z.

Nicolae Musuroia, Ion Savu

5. Sa se determine functiile f : R — R si care satisfac simultan conditiile:
a) flx+y)—x-y>flx)+ fly), Yo,y eR;
b) f(z) >1—cosz, Vz € R.

Gheorghe Boroica

6. Se considerd a € [1,00) si sirul (an)n>1 dat de a9 = 0, a1 = 1 si
pt1 = (/a2 -a+ap_1, ¥Yn > 1. S& se arate cad lim a, = 400 §i si se
n—oo
An+10

calculeze lim .
n—oo  dp

Gheorghe Boroica

7. FiepeN, p>2,21 >0, 2,01 = T (27%0 4 37Fn 4o g pT T,

p—1
n € N*. Sa se calculeze lim n - x,.
n—oo

(Generalizarea problemei 21056 din G. M. 3/1987)
Nicolae Musuroia

8. Fie f : R — R o functie si sirul (x,)p>0 definit prin z9 € R, iar
Tnt1 = f(2n), YN > 0.
a) Dacd existd a € (0,1) astfel incat |f(z) — f(y)| < alz —y|, Yo,y € R,
atunci demonstrati c sirul (z,),>0 este convergent.
b) Daci exista o > 1, astfel incat |f(z) — f(y)| > oz —y|, Va,y € R, iar
zo € R nu este punct fix al functiei f, atunci demonstrati ca sirul (z,,),>0 este
divergent.

Florin Bojor
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a2 + 2a,

9. Se consider sirul (a,)n>1 definit prin a; € (0,1) si apy1 = |
> a

Sa se calculeze lim (a,, —n).
n—oo

Florin Bojor

10. Fie A si B doua matrice patratice de ordinul &k si m,n,p,q € R*, cu
m,n,p # q. Sa se arate ca daca au loc relatiile

mA? +nB? =0, si pAB+ qBA= I,
atunci matricele A gi B comuta.

Marin Bancos, Universitatea de Nord Baia Mare

11. Fie X € M3(C) astfel incat det(X) = 1. Sa se arate c& dacd notam
an =Tr(X"), n € N*, atunci

A Gnyo —apyy =ai —4, VneN-.

Gheorghe Boroica

12. Se considerd X € M3 (R) astfel incat
det(X)=—1 si Tr(X+X>4+X°) =0.
S4 se arate ci X2 = I,

Gheorghe Boroica

13. Fie A, B,C € M5 (C) astfel incét
(ABC —2BCA+ CAB)? = (ABC)? — 2(BCA)? + (CAB)2.
Sa se arate ca:
a) Tr((ABC)") = Tr((BCA)"), Vn € N*;
b) (ABC —2BCA + CAB)? = Oq;
c¢) Daca Tr(ABC) # 0, atunci ABC + CAB = 2BCA.

Dana Heuberger

14. Determinati functiile f : R — R, derivabile de doua ori, astfel incat
si aiba loc egalitatea f - f” = (f2) — ()%

Cristian Heuberger
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15. Fien € N, n > 3. Notdm cu M multimea matricelor din M,,(N) care

au exact cate n elemente egale cu fiecare din numerele 1,2, 3, ... n.
a) Sa se arate cd, pentru orice r € {1,2,...,n}, exista X € M, cu
rang X =r.

b) Pentru n = 5, s se determine A, B € M, astfel incat A + B si fie
inversabila.
Dana Heuberger

Clasa a XII-a

1. Se considera functia f : R — R care verifica proprietatile:
i) f(0)=0;
i) flx+y) =fz)+ f(y), Yo,y € R\Q.
a) Sa se determine f|g, restrictia lui f la multimea numerelor rationale Q.
b) Sa se descrie functia f.
Adela Baciu (elevd) si prof. Costel Chites, Bucuresti

2. Sa se calculeze urmatoarea limita
lim (Vn+1+Vn+2+--+ Yn+n)—nin.

Sever Pop

3. Se considerad a > 0 i functia f : [0,a] = R de n ori derivabild, n € N*,
astfel incat f(a) = f'(a) = --- = f(»"(a) = 0. S se arate ci, pentru orice
ke {1,2,...,n} are loc inegalitatea

(Aa f(x)dx>2 < m Aa(f(k)(x))2dx.

Gheorghe Rambu

4. Se considerd n € N*, polinomul f € Z[X] si A = (x0,21,...,%p),
x € Z, k € 0,p o diviziune a intervalului [0,n], unde p € N*. Considerim
punctele Ag(zg, f(zr)), & € 0,p. Dacd lungimile segmentelor [AjAjyi1],
k € 0,p — 1 sunt numere rationale, atunci calculati in functie de n suma lungi-
milor acestor segmente.

Ludovic Longaver, Liceul " Németh Laszl4”
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5. S& se arate ci, dacd f : R — R si f(arctgz) > z, Vo € R, atunci
functia f nu are primitive pe R.

Nicolae Muguroia, Ion Savu

6. S& se arate cd, dacd functia f : R — [0, 00) verificd relatia
(fof)(z)=f(z)—€", VzeR,
atunci functia f nu are primitive pe R.
Nicolae Muguroia
n 1

7. Si lculeze li dz.
asecacuezenLH;O 0 (x2—$+1)($n+1) X

Nicolae Musuroia

8. Fie (A, +,-) un inel comutativ cu cel putin doud elemente, astfel incit
pentru orice x € A, x este inversabil daca si numai daca 1 — x este neinversabil.
(Un astfel de inel se numeste inel local).

Notam cu I multimea elementelor inversabile gi cu N multimea elementelor
neinversabile ale inelului. Definim legea de compozitie: zxy = 1+ x + v,
Vz,y € A. Sa se demonstreze ca (N, +) si (I, *) sunt grupuri izomorfe.

Dana Heuberger

9. Fie (A, +,") un inel comutativ, astfel incat Vo, y € N = x+y € N,
unde N reprezinta multimea elementelor neinversabile ale inelului. Notam cu
I multimea elementelor inversabile ale inelului. Pentru y € N, consideram
functiile: fy, : A — A, fy(z) =2z +y+aysigy : I = I, gy(x) = fy(x). Sase
arate ca functiile f, si g, sunt bijective.

Dana Heuberger

10. S se calculeze limita girului (z,,)n>1, unde

n
n

S e (R L)

Ty =

Gheorghe Boroica
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7
11. Pentru o functie f : {0, 5] — R derivabila si cu derivata continua,

z
vom nota I = |f(x) — cosz - f(z)|dx.
0
a) Sa se dea un exemplu de functie f nenuld pentru care Iy = 0.

1
b) Sa se arate ca Iy > ‘f(;r) = f(0)].
e

Gheorghe Boroica

12. Fie f : [0,1] — R o functie integrabild cu proprietatea ca, pentru orice

m 1
numere naturale 0 < m < n, prime intre ele, avem 0 < f(—) < —.
n m

Demonstrati cii, pentru orice a,b € (0,1), cu a < b, existd w € [a, b] astfel
incat f(w) =0.

Cristinel Mortici

e(x —2)

—dx, x > 0.
T-e® + 3

13. Sa se calculeze /
Gheorghe Gherasin, Liceul ”"Regele Ferdinand” Sighetu Marmatiei

14. S& se arate ca daca a,b € (0,00)\{1}, a-b =14l c € (0,00), iar
f : R — R este o functie impara, atunci

b 12k+1
/Mda:zO, unde k£ € N.
o (L+a%)e

D. M. Batinetu-Giurgiu

15. Sa se calculeze

/ (x + sinx - cosx)?

T
dr, unde x € [f oo).
x2 —costzx ’ 2’

Gheorghe Boroica
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Erata

e La problema 12, clasa a X-a, In ipoteza se adaugd "inscris in C(O, R)”.
e La problema 3, clasa a XI-a, relatia ”>” devine ”>".

e La problema 15, clasa a XI-a, subpunctul 2), relatia 2" 'a,, > a devine
2" g, <a
n > W1.
e La problema 15, clasa a XII-a, f : [0,1] — R devine f : [0,00] — R si
77:77 devine 2 277.



