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Revista ” Argument” la ANIVERSARE

Ioan Muresan

Colegiul National ”Gh. Sincai”, ajuns la 90 de ani de la infiintare, a avut
in evolutia sa rolul liderului pentru invataméantul preuniversitar maramuresan,
fiind In permanentad model pentru profesorii din celelalte gcoli ale judetului si
liceul dorit de catre absolventii gimnaziului, aceasta scoala fiind vazuta ca o
poarta spre Invatamantul universitar.

Garantia reusitei gcolare a fot intotdeauna corpul profesoral al Colegiului
National (Liceului) ”Gh. Sincai”, caracterizat prin profesionalism si exigenta,
devenite traditionale. Profesorii s-au exprimat permanent prin rezultatele
elevilor, dar si prin activitati stiintifice ale caror rezultate au fost publicate
in reviste de specialitate sau ficute cunoscute in cadrul unor sesiuni de comu-
nicari stiintifice.

Dorinta de a-si face cunoscute ideile si in acelagi timp realizarile, precum
si pregatirea si capacitatea de exprimare, au dus la mobilizarea profesorilor
de matematica ai Colegiului National ”Gh. Sincai” pentru a scoate o revista
proprie. Asga a aparut revista ” Argument. Pentru oricine, era inca o revista
scolara care putea sa apara din cand in cand si apoi sa fie abandonata, mai putin
pentru membrii catedrei de matematica ai Colegiului National ”Gh. Sincai”,
care gi-au propus ca obiectiv pe termen lung sa realizeze o revista ”puternica”
si comparabila cu cele mai prestigioase si de traditie reviste de specialitate din
tara.

Prin articolele publicate, problemele propuse si problemele rezolvate, dar
si prin numele recunoscute ale autorilor acestora, revista ” Argument” s-a facut
repede cunoscuta gi solicitata de cei interesati, mai ales pentru pregatirea con-
cursurilor gcolare, dar si ca posibilitate de exprimare pentru profesorii de liceu,
ori de exprimare a preocuparilor pentru invatamantul matematic preuniversitar
a specialigtilor din invatamantul superior.

Atractivitatea revistei este crescuté i de sectiunea ” Rezolvarea problemelor
din numarul anterior”, care o face mai accesibila atat elevilor cat si profesorilor
cu preocupari de pregatire a concursurilor gcolare. In acelasi timp, revista ofera
modele de solutii si de redactare a acestora.

Acum revista ” Argument” are unsprezece ani de la aparitia primului numar
si poate fi apreciata ca una din realizarile importante ale Colegiului National
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”Gh. Sincai”. Meritul revine in exclusivitate catedrei de matematica a Colegiu-
lui National ”Gh. Sincai”, catedra care a avut intotdeauna o contributie ma-
jora la rezultatele obtinute de elevii acestei scoli, fie ca ne referim la admiterea
in Invatamantul superior a absolventilor liceului, fie ca vorbim despre laureatii
olimpiadelor si concursurilor internationale, nationale, zonale sau locale de ma-
tematica.

Acum, cand Colegiul National "Gh. Sincai” implineste 90 de ani de la
infiintare, revista ” Argument” a devenit un simbol al scolii, un mod de expri-
mare a capacitatii creatoare a corpului sau profesoral, un ARGUMENT pentru
calitatea Invatamantului din aceasta scoala.

Director,
Colegiul National ”Gh. Sincai” Baia Mare
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Asupra unor ecuatii functionale de tipul
f(aPT 4 yPr) = a? f(2?) + y" f(y?)

Vasile Pop

Abstract. This paper will present some particular cases of the title equation
and will suggest useful ideas and methods to solve other functional equations of the
same type.

Un caz particular al ecuatiei functionale din titlu (cazul p = 1, ¢ = 2)
reprezinta Subiectul 3 de la Olimpiada Nationala de Matematica, Neptun, 2009
si s-a dovedit a fi deosebit de dificila pentru concurenti.

Vom prezenta in aceasta lucrare cateva variante ale ecuatiei din titlu si
vom Incerca sa sugeram cateva metode si idei utile pentru rezolvarea si a altor
ecuatii functionale de acelasi tip.

1. Cazulp=1,¢=1.
Consideram ecuatia

fR—=R
g (s
Pentru z = y = 0 obtinem f(0) = 0.

Pentru y = 0 obtinem f(2?) =z - f(x), x € R.
Ecuatia se poate scrie sub forma

f@® +y%) = f(@®) + f(y*), =,y R

(1)
Pentru z > 0 avem
fllz+1D?) =@+ 1) f(z+1) o fl@® +2z+1)
= (z+1)(f(x) + f(1)) & f(@®) +2f(x) + f(1)
=z f(z)+z- f(1)+ fz)+ fQ) & flz) =2 f(1), V2 = 0.

Avem: f(2%) = 22f(1), Vo € Rsi f(2?) =z - f(2), Vo € R, deci 22 - f(1) =
x-f(x),VeeR= f(z)=a- f(1), Ve € R*.

{ flu+v) = flu)+ f(v), u,vel0,00)

In concluzie, singura solutie a ecuatiei (1) este f(x) = a-x, z € R, unde
a € R este o constanta arbitrara.
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2. Cazulp=1,¢q=2
f:R—=R
(2) 31 .3) — 2 2
Solutia completa poate fi urmarita in Suplimentul Gazetei Matematice cu pro-
blemele de la Olimpiada Nationala 2009, pag. 22.
Se ajunge la ecuatia
fle+y)=f@)+ f(y), z,yeR
f@) =2 f(z), zER

care are solutie doar functiile de forma f(z) =a -z, x € R, unde a € R este o
constanta arbitrara.

(2)

3. Cazulp=2,q=1
{ f:R-R
f@® +y?) =a?- flx) +y*- f(y)
Pentru z = y = 0 obtinem f(0) =
Pentru y = 0 obtinem f(23) = 22 - f(x) i ecuatia (3) se poate scrie sub forma
f@®+y%) = f(2°) + f(°), adica:
flety)=f@)+ f(y), z,yeR
f(@3®) =22 f(x), xR

(3)

(3)

Avem:
fm+1)?) = (@ + 1) f(z+1) & f(2®) +3f(2%) +3f(x) + f(1)
= (@ + 22+ 1)(f(2) + (1) & f(®) +3f (%) + 3f(x) + f(1)
— a2 f@)+at ()20 f@)+20 - f()+ @)+ (1)

3f(a?) =2 f(1) + 2z f(x) + 2z - f(1) - 2f(x).
In ultima relatie facem x — x + 1 si obtinem
B(F(2) +2f(2) + (1)) = (2% + 20+ 1) f(1) + 20 f(w) + 2f(x) + 20 - F(1)
+2f(1) + 22 f(1) +2f(1) = 2f(x) — 2f(1).

Din ultimele doud relatii rezultd f(z) = - f(1), € R i, in concluzie, singurele
solutii ale ecuatiei (3) sunt f(z) = a -z, x € R, unde a € R este o constanta
arbitrara.



Din cazurile particulare tratate am putea banui ca, in general, singurele
solutii ale ecuatiei

{ fR—=R
f(aPta 4 ypta) = gp . f(z9) 442 - f(y?), z,y €R

unde p,q € N* sunt numere naturale fixate, sunt doar functiile f(x) = a - z,
z € R, unde a € R este o constanta arbitrara. Banuiala este falsa dupa cum
decurge din cazul p = ¢ = 2, In care avem ecuatia

) { f:R—=R
fat+yt) =2 f@@®) +y* f(?), vy eR
=u>0,y2 =v >0 si ecuatia se scrie sub forma
f@?+vY) =u- flu)+v- flv), u,v>0.
Pentru u = v = 0 rezulta f( ) 0.

(G)

Notam z2

Pentru v = 0 rezultd f(u?) = u - f(u) si ecuatia devine:
o { Flutv) = Fu) + F0), wv>0
f@?) =u- f(u), uw>0

La fel ca in cazul ecuatiei (1) obtinem f(z) = x - f(1), V& > 0, iar solutia
generald a ecuatiei (4) este

_Joa-z, x>0
f(x)—{ olx), =<0,

unde a € R este o constantd arbitrard in functia ¢ : (—o00,0) — R este o functie
arbitrara.

Solutia generald a ecuatiei (G) pare mai dificild si pentru rezolvarea ei ar
fi necesara rezolvarea ecuatiei

|{ fR—=R
H:q flz+y)=[f(=)+fy), zyeR
L f(aPt9) = aP f(x9), z €R.

Bibliografie.
1. M. Kuczma, An introduction to the theory of functional equations and in-
equalities, Univ. Slaski, Warszawa, 1985.
2. V. Pop, Ecuatii functionale, Ed. Mediamira, 2002.
3. Suplimentul G. M. aprilie 2009.

Conf. univ., Uniwersitatea Tehnica, Cluj-Napoca
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Inegalitati conditionate verificate de coeficientii
polinoamelor

Dan Stefan Marinescu si Ion Savu

Abstract. In this article we will establish some conditioned inequalities on the
coefficient modules of some polynomials.

In cele ce urmeaza, ne propunem sa stabilim cateva inegalitati conditionate,
verificate de modulele coeficientilor unor polinoame cu coeficienti in multimea
numerelor complexe. Un prim rezultat este cuprins in cele ce urmeaza.

Propozitia 1. Fie f € C[X], f=ao+ a1 X + -+ a, X" cu proprietatea ca
lf(2)] <1,Vz€C, |z| =1. Atunci |ao|® + |a1]?> + -+ + |an|* < 1.

Demonstratia 1. Pentru orice k € {0,1,...,n} existd rr > 0 si ax € [0, 27)
astfel ca ax = ri(cosay + isinay). Conditia din enunt devine:

Ya € [0,2r),
2

Z ri[cos(ag + ka) + isin(ay + ka)]| <1< Vae[0,27)

k

(1)

I
<

2
+

2

Z rsin(ay + ko)

k=0

M:

i cos(ay + ka) <1&Vae0,27)

0

=%

242 Z rir cos(ax + ka) cos(ay + la)

k=0 0<k<i<n
+2 Z rerysin(ag + ka) sin(a; +la) <1< Va € [0, 27)
0<k<i<n
Z 242 Z rpricos(ar —ap + (k= Da) < 1.
k=0 0<k<i<n

Cum Vk,leNcuk#I:

2m
sin(ag —a; + (k — Da) . = 0,

k—1
10

2m
/ cos(ay —a; + (k — Da)da =
0
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n
integrand pe [0, 27] inegalitatea de la (1), suntem condusi la 27 Y 77 < 27,
k=0
n
adicd Y rZ <1, ceea ce constituie inegalitatea din enunt,.
k=0
Demonstratia 2. Daci U, = {z € C: 2™ = 1}, se stie ci

0 daca k nu divide pe n
& > =

n daca k divide pe n
zeU,

)
(Zn: akzk) (i %7> <1 sau (2“: akzk> (Zn: aj%> <1,
k=0 j=0 k=0 §=0

n
de unde rezultd cd Y. aja;z" 7 < 1.
k,j=0
Cum ultima relatie este adevarata pentru orice z € C, |z| = 1, conchidem cé ea

n
este valida si pentru z € Up4q. De aici rezultd cad Y, < > a,@-z’“‘ﬂ) <
zEUn+1 k,j:()
n

n + 1, ceea ce impreuni cu (1) conduce la Y. arar < 1sau Y. |agx]? < 1.
k=0 k=0
Corolarul 2. Dacd f € C[X], f=ao+ a1 X + -+ an X" cu proprietatea ca
|f(2)] <1,VzeC, |z| =1, atunci:
a)Vk e {0,1,...,n}, Jax| <1
b) dacd Ik € {0,1,...,n} culag| =1, f = apx”.
Demonstratie.

a) Este consecinta imediatd a Propozitiei 1.
b) Se deduce din aceeasi Propozitie.

Propozitia 1 aplicata la matrice conduce la urmatoarele doua rezultate.
Corolarul 3. Daca A,B € M,(C) cu proprietatea cd |det(A + zB) < 1,

Vz e C culz| =1, atunci |det(A)| <1 gi |det B| <1 (Radu Gologan, G. M.
5-6/1998, problema 23931).

Solutie. Se considera in Corolarul 2, f = det(A + XB) = det(4) + --- +
det(B)X™. Cum f indeplinegte conditiile din Corolarul 2, deducem ca
|det(A)] < 1si|det(B)| < 1.

Corolarul 4. Daci A, B € M,,(C) care verifick A- B = B- A, det(B) = 15i
|det(B +24)| <1,VzeCcu|z| =1. Atunci A" = O,,.

Demonstratie. Notand cu C = A - B!, inegalitatea din enunt devine

11
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|det(B — zA)] < 1Vz e Cculz] =1« |det(l, —2C)| <1VzeC
cu |z] =1 < |det(C — 21,)] <1Vz e Ccu|z| =1 de unde, din Corolarul
2, obtinem c& polinomul caracteristic al matricei C' este f = (—1)"2", adica
C™ = O,, si atunci, cum B! gi A comuta, suntem condusi la A" = O,

Un alt rezultat de natura celui cuprins in Propozitia 1 este urmatorul:

Propozitia 5. Dacan € N, n > 24l f € Clz], gr(f) = n, f = ao+ a1z +
<o+ apz™, atuncd |f(2)] < |ap + anl, Yz € C cu |z| = 1, dacd si numai daca

a
a1 =as=+=ap_1=0si D e [0, 00).
an
a
Demonstratie. Suficienfa. Dacd a1 = a2 = --- = ap_1 = 0 si 2 e [0, 00),
a
atunci "
ag ao
FE = lanz" + a0] = lan] - 2" + 22| < Jan] (JaI" +] 22])
an an
lao \ _ —
<lan| {1+ — | = lan| + |ao| = |an + aol
|an|

pentru ca ag = Aa, cu A > 0.
Necesitatea. Fie g : C — C, g(z) = a1z + a22® + -+ + an_12""

2km . 2kmw .
cos — 4 isin—, k=0,n — 1.

Vsiep =

n n

Din enunt, |ag + g(ex) + an|? < |ag + an|?, de unde cu notatia ag + a,, = by,
suntem condusi la |b,]? + [g(ex)|® + bng(er) + bng(ex) < |bn|? pentru orice
k € {0,1,...,n — 1}. Insuméand aceste inegalititi, si {indnd seama ci avem

n—1 n—1
> g(ex) = 0, suntem condusi la Y |g(ex)|? <0, adici g(ex) = 0 pentru orice
k=0 k=0

ke€{0,1,...,n— 1}, gi In concluzie g = 0, adicd a1 = a3 =--- = a,—1 = 0.
Inegalitatea datd devine |ag + an2"| < |ag + anl, Vz € C cu |z] = 1, si cum
a a
ay, # 0 obtinem P ‘1+O,Vz€(Ccu |z| = 1.
n a’n

a
Daca ¢, = —O, atunci din ultima inegalitate ludnd z = cosa + isina
Qn
cu o € (0,27) i ¢, = ¢ + 4y cu x,y € R obtinem zcosna + ysinna < z,
Va € (0,27), ceea ce ne conduce la /2% + y? < z, de unde x € (0,00) siy =0,
a
adicd ¢, € [0, 00), deci 2 e [0, 00).
a

n
Cu aceasta, Propozitia 5 este demonstrata.
O forma matriceala a acestui rezultat este cuprinsa in cele ce urmeaza.

12



Corolarul 6. Dacd A,B € M,(C), n >2, A-B=B-A, det(B) =1 si
| det(B + zA)| < |det(B)+det(A)| pentru orice z € C cu |z| = 1, atunci existd
a € R astfel ca A" =a- B™.

Demonstratie. Fie C = A- B~!. Atunci obtinem ca la demonstratia Coro-
larului 4 c& | det(C + 21,,)| < |1+det(C)|, Vz € C, cu |z| = 1, de unde conform
cu Propozitia 5, det(C + zI,) = det(C) + 2™ cu det(C) > 0, si atunci

det(C — zI,,) = det(C) + (—-1)"="

deci f = det(C) + (—1)"z™ este polinomul caracteristic al matricei C', de unde
(—1)"(A-B~H" = —det(C) si in consecinta existd a € R astfel ca A" = a- B".

Rezultatul cuprins in Propozitia 5 ofera si o caracterizare prin inegalitati
a poligoanelor regulate. Acest fapt este cuprins in cele ce urmeaza.

Corolarul 7. Dacd C(O,r1), C(O,r9) sunt doud cercuri, iar B1Bs ... B, este
un poligon convex inscris in C(O,rs), atunci B1Bsy ... By, este poligon regulat
dacd gi numai dacd pentru orice M € C(O,ry) are loc inegalitatea

MBy-MBy-...- MB, <17 +r}.

Demonstratie. Vom admite ca originea planului complex este In O si vom
nota by, ba, ..., b, afixele pentru By, Bs, ..., By.

Necesitatea. Daca B1Bs ... B, este poligon regulat atunci by,bs,...,b, sunt
radécinile ecuatiei 2™ = a cu a € Csi |a| = r§. Pentru un M € C(O,r1) de
afix m avem:

MBy-MBy-...- MBy, = |m—by|-|m —bo| ... |m— by
=Im" 4+ (=1)"by - ... by
<|m|*+1by by ... by =17 + 15
Suficienta. Pentru orice k € {0,1,...,n} fie by = ro(cosay + isinay) cu

ay € (0,27). Rotind in jurul lui O punctele By, Ba, ..., B, cu unghiul a =
o tog+ -+

T — " obtinem poligonul BB} ... B!, ale cirui afixe verifici
n
bj, = by - t pentru oricare k € {1,2,...,n}, unde t = cosa + isinc. In mod
evident b b5 -...-b), = r¥(—=1)". Cum |m—0by|-|m—be|-...-|m—b,| < rP+7¥,
C o by n |ra|"
Vm € C, cu|m|=ry, rezultd cd |z — —|-...- |z — —| <1+ ,VzeC,
1 1 1
cu |z| = 1. Atunci, conform cu Propozitia 5, deducem ca sumele s1, so, ..., s,
corespunzatoare cu numerele b}, b5, ..., b/ sunt nule si, in consecinta, poligonul
BB, ..., B! este poligon regulat si atunci By Bs ... B, are aceeasi calitate.

Tot in spiritul celor de mai sus are loc si urmatorul rezultat:

13
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Propozitia 8. Fie f € C[X], gr(f)=n,neN*, f=ag+ a1 X+ -+ a, X"

astfel incat |f(z)| =1, V2 € C cu|z| =1, atunciag =a; = -+ =ap_1 =0 i
lan,| = 1.

Demonstratia 1. Ca in demonstratia 1 din Propozitia 1, exista ro,71,...,7, >
0, ag, a1, ..., a, € [0,27) astfel incat a, = ri(cosag+isinag), Vk € {0,1,...,n}

n
si>ri4+2 Y rgrecos(ag —ae + (k—e)a) = 1, Va € [0,2m) de unde,
k=0 0<k<e<n
prin inmultirea cu cosnzx si integrand de la 0 la 27, obtinem rgr, = 0. Cum
rn > 0, deducem ca rg = 0, adica ap = 0, si atunci egalitatea din enunt devine
lanz""1 +---4a;i| = 1 pentru orice z € C cu |z] = 1. Repetand rationamentul,
ajungem la concluzia Propozitiei 8.

Demonstratia 2. (Dupi o idee a lui V. Pop). Din |f(z)] =1, Vz € C cu
|z| =1, suntem condusi la (ap + a1z + -+ - + apz™) (@0 + @z + - - +@,z") =1,

1
Vz € Ceculz| =1. Cumz = —, egalitatea devine (ag+arz+---+anz")(apz" +
z
@ 2" 1+ ... +a,) = z" pentru orice z € C cu |z| = 1, care conduce, prin
identificarea coeficientilor, la egalitatile aga, = a1a, = -+ = ap_16, = 0, de
unde concluzia este imediata.

Sub forma matriceala, Propozitia 8 se prezinta astfel:
(V. Pop, Problema 3 de la O. N. M. 2009, clasa a XI-a)

Corolarul 9. Dacd A,B € M, (C), A-B = B-A, det(B) # 0 gi | det(Az +
B)| =1 pentru orice z € C cu |z| = 1, atunci A™ = O,

Demonstratie. Se aplica Propozitia 8 si acelagi retionament ca in demonstratia
Corolarului 4.

In final, propunem cititorului cateva aplicatii ale rezultatelor din acest
articol.

A1l. Daci ag,aq,...,a, € Castfel ca |[apz" +--+a1z24+ap| <1,VzeC
cu |z| = 1, atunci |ag| < 1 pentru orice k € {0,1,...,n}.
(Radu Gologan, O. N. M. Suceava, enunt partial)

A2. Fiepe ClX],p=X"+a, 1 X" 1+ +a1 X +ap. Sa se arate ci
daca |p(z)] =1,Vz € Ccu |z| =1, atunci p = X".
(V. Popa, G. M. 4/2002 sau Patrik Popescu-Pampu, G. M. 1985)

A3. Triunghiul ABC este un triunghi inscris in cercul C(O, 1). S& se arate
ca triunghiul ABC este echilateral daca si numai dacé pentru orice M € C(O, 1)
are loc inegalitatea MA-MB - MC < 2.

14
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A4. Fie A € M,(C) o matrice cu proprietatea ca |det(I, + AA)| < 1,
VA e C. S§ se arate cd existd k € N* cu A¥ = O,,.
(Ton Savu, Chindia Matematica nr. 1/2001, L. 75)

A5. Fie A € M,(C), n > 2, astfel incat |det(l, + zA)| < |1 + det(A)],
VzeCculz| =1. Aratati ca:
a) det(A) € [0, c0);
b) exista a € R, astfel incit A™ = al,.
(Marius Ghergu, G. M. nr. 4/2002)

Profesor, Liceul teoretic "Iancu de Hunedoara”, Deva
Profesor, Colegiul National ”Mihai Viteazul”, Bucuresti
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Teoreme de factorizare si aplicatii

Costel Chites

Abstract. The aim of this paper is to establish connections between some
factorization theorems on quotient sets and on groups.

In acest articol vom prezenta teoreme de factorizare in cadrul multimilor
cat si in cel al grupurilor, precum i legatura dintre ele.

I. Vom reaminti cateva rezultate legate de multimi factor.

Definitia 1. Fie f : A — B o functie. O functie r : B — A se numeste
retractd (sau inversd la stdnga) a lui f, dacd r o f = 14.
Definitia 2. Fie f : A — B o functie. O functie s : B — A se numeste
sectiune (sau inversa la dreapta) a lui f daca fos=1p.

Propozitia 1. Fie f : A — B o functie cu A # (. Sunt echivalente urmd-
toarele afirmatii:

a) f este injectivd;

b) f admite cel putin o retractd;

¢) pentru orice multime X si orice functii g,h : X — A avem fog =
foh= g=nh (simplificare la stinga).
Propozitia 2. Fie f : A — B o functie. Sunt echivalente urmdtoarele
afirmatii:

a) f este surjectivd;

b) f admite cel putin o sectiune;

¢) pentru orice multime Y i orice functii g,h : B — Y avem go f =
ho f = g =h (simplificare la dreapta).
Definitia 3. Fie f = (4, B, F) o relatie functionald, unde F' C A X B este
graficul relatiei. Ker f = F7lo F = {(x1,72) € A x A|f(z1) = f(x2)} se
numeste nucleul lui f.
Observatii.

1) Ker f este o relatie de echivalentd pe A;

2) A/kers ={f"W) |y € f(A};

3) Daca pxer f 1 A — A/ Kker ¢ este surjectia canonica, atunci Ker prer f =
Ker f.
Teorema 1. (Factorizarea printr-o surjectie).
Fie f: A — B o functie si g : A — C o functie surjectiva. Existd $i este unica
o functie h : C — B astfel incat f = hog dacd $i numai daca Ker g C Ker f.

16



. A/////}///// 7 g

Demonstratie.
7=7 Fie (v1,22) € Kerg = g(x1) = g(x2) = h(g(x1)) = h(g(x2)) = f(z1) =
f(x2) = (21,22) € Ker f.
7«<” Cum g este surjectiva = Js: C — A astfel incat g o s = 1¢. Definim
functia h = fos. Dingos = 1l¢ = gosog = g. Fie z € A, atunci
(g0509)@) = glx) san gl(s 0 g)(x)) = 9(z) = (fos0g)(x) = f(z), sau
(hog)() = f(x). Deci f = hog.
Unicitatea lui h. Dacd exista b’ : C — B astfel incat f = h' o g, rezulta
h' o g = ho g gi simplificAnd la dreapta (g este surjectiva), rezultd h = h'. O
Observatii.

1) Daca Ker g = Ker f, atunci h este injectiva;

2) Daca f este surjectiva, atunci h este surjectiva.

1) Daca h(c1) = h(cz). Din g surjectiva, rezulta ca existd aq,as € A astfel
incat ¢1 = g(a1),c2 = g(az). Deci (hog)(a1) = (hog)(az) = f(a1) = f(a2) =
(a1,a2) € Ker f = Ker g = g(a1) = g(az) = ¢1 = ca, deci h este injectiva.

2) f = ho g surjectiva = h surjectiva. O

Prin dualitate se enunta
Teorema 2. (Factorizarea unei functii printr-o injectie)

Fie f: B — A o functie i g: C — A o functie injectiva. Existd si este unica
o functie h : B — C astfel incat f = go h daca si numai daca Imf C Img.
Demonstratia se realizeaza ca in cazul teoremei 1 (a se vedea [4]).

Un corolar al teoremei 1 il reprezinta
Teorema 3. Daca f : A — B este o functie, atunci existd o bijectie f
Afscer s — F(A) astfel incit f =i 0 F o piers, unde i : f(A) — B, i(y) = y
este aplicatia de incluziune.

Demonstratie. Cum aplicatia pge., s este surjectiva si Kerpgerf = Ker f,
aplicand teorema 1, rezulta ca exista si este unica aplicatia injectiva
h : A/kery — B astfel incat f = h o pger . Cum Imh = Imf si h injec-
tiva, rezulta ca functia

fiA/kers — f(A), f(Ker f <x>)=h(Kerf<z>)

este bijectiva gi h =i o f, unde i este aplicatia de incluziune.

Deci f =io0 fopkerf- O
Observatie. Teorema 3 ne aratd cd imaginile unei multimi A prin toate

functiile cu domeniul A sunt epuizate, pana la o bijectie, de multimile cat
ale lui A.

Exemplu. Se considerd multimile A = {1,2,3,4,5,6}, B = {a,b,c,d} si
functia f : A — B definita prin tabelul
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X | 1 2 3 4 5
f@) ] a a b b c
Atunci
={(1,0),(2,a),(3,a),(4,0),(5,b),(6,¢)};
— =1{(a,1),(a,2),(a,3),(b,4), (b,5), (¢, 6) };
Ke?"f {(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2), (3,3)

( )7( )7(57 ) (5>5>7(6a6)};
Al ker r ={{1,2,3},{4,5},{6}}, Imf = {a,b, c}.

Intre aceste multimi evident exista o bijectie.

II. In cadrul grupurilor intdlnim notiunea de nucleu al unui morfism de
grupuri. Daca (G,-), (H,-) sunt grupuri gi f : G — H este un morfism de
grupuri, Ker f = {x € G| f(x) = 1} este un subgrup normal al lui G, numit
nucleul lui f. Morfismul f fiind in particular functie, se pune intrebarea ce
legatura exista intre Ker f de la functii si Ker f de la morfismele de grupuri?
Pentru a raspunde la intrebare, vom analiza un morfism de grupuri f : G — H.
Notam N = Ker f <G; N induce o relatie de echivalentd (chiar congruenta)
pe G notata prin

pN:(:El,xz)EpNQGXG<:>x1~x2_l€N<:>f(:c1~:cz_1):1
<:>f(x1):f<$2)<:>($1,.’1,‘2)GF_loF:Ke’I“f,

unde am notat f = (G, H, F'). Deci multimea G subiacenta grupului (G, -) se
factorizeaza ca in cazul teoriei multimilor, unde functioneaza teoremele 1, 2, 3
prezentate in paragraful (Ens).

Teorema 4. (Teorema factorului)

Fie f : G — H un morfism de grupuri, N<G si K = Ker f, 7 : G — G/N,
m(x) = N surjectia canonicd. Dacd N C K, atunci existd un unic morfism
de grupuri f : G/N — H astfel incit f = f on. Mai mult, avem:

a) f este epimorfism dacd si numai dacd f este epimorfism;

b) f este monomorfism dacd si numai dacd K = N;

c) f este izomorfism dacd si numai dacd K = N si f este epimorfism.
Demonstratie. Fie aN € G/N. Definim f(aN) = f(a). Daci aN = bN
atunci a='b € N C K, deci f(a='b) = 1 sau f(a) = f(b). Deci f este bine
definita.

Din f(aN -bN) = f(abN) = f(ab) = f(a)f(b) = f(aN)f(bN), rezulta ca

f este morfism de grupuri; f = fo.
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a) Aratim ca Imf = Imf. Fie y € Imf. Atunci 3a € G astfel incat
y = f(a) = f(aN), deci y € Imf. Reciproc, daci y € Imf, atunci 3aN € G/N
astfel incat y = f(aN) = f(a), deci y € Imf; Ker f = {aN|f(a) = 1} =
{aN]a € K} = K/N.

b) f este monomorfism daci si numai daca Ker f = {1} & K = N.

¢) Se aplica a), b). O
Teorema 5. (Teorema intéi de izomorfism)
Daca f : G — H este un morfism de grupuri cu K = Ker f, atunci G/K =
Imf.
Demonstratie. Aplicim teorema factorului (74) pentru N = K si f : G —
Imf, f(x) = f(z), Vz € G. O

ITI1. Aplicatii

1) Se considera morfismul de grupuri f : (R,+) — (C*), f(x) = cos2nx +
isin2rz. Kerf = {z € R| f(z) =1} = Z. Imf = {z € C*||2| = 1} & D.
Atunci, aplicand teorema intai de izomorfism, obtinem ca R/Z = D. Se observa
cd |D| =C.

2) Se considerd morfismul de grupuri

g:(Q,+) — D, g(x) = cos2mx + isin 27z,

unde D a fost definit in exemplul 1.

Kerg = Z, Img = {z € C*|3n € N ai 2" = 1} "2 V, numit grupul
rad&cinilor complexe ale unitdtii. Observam ca |V| = xo. Atunci, aplicind
teorema intéi de izomorfism, obtinem ca Q/Z = V.

3) Fie K un corp, n € N* gi morfismul surjectiv det : GL,(K) — K*.
Nucleul se noteaza cu SL,(K) = {A € GL,(K)| det A = 1} si se numeste
grupul liniar special de grad n peste K. SL, (K)<GL,(K) si aplicand teorema
intai de izomorfism obtinem GL, (K)/sr, (k) = K*.

In particular, pentru K un corp finit cu ¢ elemente, obtinem |SL,(K)| =

|GLn(K)|/q —1.
-1

4) Fie (G,-) un grup si a : G — G un automorfism, G *— G — G/H,

unde 7 este surjectia canonica
Ker(roa ) ={zeG|r(a (z) =1} ={r € G|la"(z) € H} = a(H).

Cum 7o a~! este epimorfism, aplicind teorema intai de izomorfism obtinem
cd G/a(H) = G/H.

5) Pentrun € N, n > 2, si se determine subgrupurile lui Z,,. Fie H < Z,, &
/ / nZ. Conform teoremei de corespondenta, H = dZ / nZ unde nZ C dZ, deci
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d|n, d € N*. Aplicind teorema 3 de izomorfism, avem Z/nz/dZ/nZ 27/ a7 =
L

Conform teoremei lui Lagrange, |dZ/nZ| = |Z,,,|/[Zn : H] = n/d deoarece
[Z,, : H] = |Z4| = d. H este ciclic §i H =< c?>, unde d = d + nZ.

6) Sa se determine laticea subgrupurilor grupului Z;g. Subgrupurile H ale
lui Zqg sunt de forma dZ/lSZ unde d € {1,2,3,6,9,18}.

0 — 9Z/1sz
Obtinem: 6Z/1sz 27/ 182

2Z/1sz. —  Zis
7) Dacd G este un grup ciclic, atunci orice subgrup si orice grup factor
al sdu este ciclic. Se utilizeazd (ex. 6) si structura subgrupurilor lui Z si a
subgrupurilor factor ale sale. Se stie ca orice grup ciclic este izomorf fie cu Z,
fie cu un Z,,.
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Asupra problemei M.7 din revista Kvant
D. M. Batinetu-Giurgiu

Abstract. This article presents some generalizations of the M7 problem from
the Kvant journal.

Problema M.7 din revista Kvant are urmatorul enunt;:

1. Fie a,b, c lungimile laturilor unui triunghi. Sa se demonstreze ca:

a b c >3

1
(1) b+c—a+c+a—b+a—|—b—0_

Solutie. Cu notatiille x =b+c—a,y =c+a—0b, z =a+ b— ¢, folosind

+z zZ+x T+
ipoteza, deducem céx,y,z>0§ia:y2 , b= > , C= 2y. Atunci
avem:
a n b n c 7y+z+z+x+x+y
b+c—a c+a—-b a+b—c 2 2y 2z
1 x z z 1
:—[(3+—)+(—+—)+<—+Qﬂz—(2+2+2):37
21\x gy x oz T 2

ceea ce trebuia demonstrat.
In continuare vom da o noua solutie care se preteaza la generalizari. Notand
cu s membrul stang al inegalitatii de demonstrat, avem:

2 2b 2
25+3:( . +1)+( +1)+( ‘ +1)
b+c—a ct+a—>b at+b—c

—(+b+)< ! + ! + 1)
—\ ¢ b+c—a c+a—b a+b—c

1 1 1
= (bte—a)+(eta=b)+(atb-c)) (b+c—a+c+a—b+a+b—c> '

Aplicand inegalitatea dintre media aritmetica si media armonica, vom obtine
inegalitatea:
254+3>29<s5>3,

adica inegalitatea de demonstrat.
Avem egalitate dacd a = b = ¢, adica atunci cand triunghiul este echilateral.
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Consecinta. In orice triunghi ABC avem ca R > 2r, notatiile fiind cele
uzuale. Intr-adevar,

E _abc p abep B abc
2r

4s 25 Splp—a)p—blp—c) (a+b—c)b+c—a)lc+a—b)

1 a b c =1
=211 1)- (1 =1
4< + b+c—a + ct+a—>b + a+bfc>( >4( +3) ’

adica R > 2r, cu egalitate doar in cazul triunghiului echilateral. Aceasta este
inegalitatea lui Euler.
O generalizare a inegalitatii (1) este:

2. Daca a,b, c sunt lungimile laturilor unui triunghi, atunci

a n b n c S
b+c—u-a c+a—u-b a+b—u-c” 2—-u

(2) . Yuel0,1].

Solutie. Notand cu s(u) membrul sting al inegalitatii de demonstrat, avem:

1 b 1 1
(wt sy +3= 2T gy blurD g clut])
b+c—u-a c+a—u-b at+b—u-c
—(+b+(< ! + . + ! )
-\ ¢ b+c—u-a c+a—u-b a+b—u-c

:ﬁ[(b—’—c_u'a)+(C+a_u'b)+(a+b—u-0)}

1 1 1 )
: + - :
(b+c—u~a c+a—u-b a+b—u-c
Aplicand acum inegalitatea dintre media aritmetica si media armonica, obtinem:

(u+1)s(u)+32Lﬂ@(uﬁ-l)s(u)ZM@S(u)Z 2§u7

adica are loc inegalitatea de demonstrat.
A doua generalizare a inegalitatii (1) ne este data de:

Teorema 1. Fie A1As...A,, n > 3, un poligon conver avand lungimile
laturilor ay, k = 1,n si perimetrul p,,. Atunci avem:

n

(3) S > T veel2

= Pn—veap T n—v
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> 0. Atunci,

1 = - 1
= —v-a — |,
ot (B o) ()
de unde folosind inegalitatea dintre media aritmetica si cea armonica, gasim ca
n? nv
v-sp(v)+n >

S v-s,(v) > & sp(v) >

n—o n—uv n—v

Agadar, are loc relatia (3), ceea ce demonstreaza teorema. Deoarece am aplicat
inegalitatea dintre media aritmetica si media armonica, vom avea egalitate in
(3) daca si numai dacd a1 = ag = -+ = ay.
Aplicatia 1. Pentru n = 3 si v = 2 se obtine relatia (1).
Aplicatia 2. Pentru n =4 si v = 2 se obtine ca intr-un patrulater convex de
laturi a, b, ¢, d are loc relatia:
a b c d <

b+c+d—a + c+d+a—>b + d—l—a—l—b—c+ a+b+c—d—
Aceasta este problema 25780 propusda de catre D. M. Batinetu-Giurgiu in
Gazeta Matematica.

2.

Observatia 1. Teorema demonstrata mai sus s-ar putea enunta astfel:

n

Daca ap, e RY, Vk=1,n,n>2,5,= 3 a; siv € |[0,2], atunci
k=1

- a n

> e

sp—veag  n—v

cu egalitate, dacd si numai dacd a1 = ag = -+ = Qyp.
T
Observatia 2. Utilizdnd faptul ca functia f: D — R, f(z) = ———, unde
s—a-x
a,s > 0 si D interval convenabil ales incat s —ax > 0, Vax € D, este convexa,
pe baza inegalitdtii lui Jensen se pot deduce inegalitatile (1), (2), (3).
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Vanatoarea de triunghiuri echilaterale

’ Gheorghe Fatu

Abstract. This paper presents two classical problems belonging to the ”folk-
lore” of geometry.

Printre pasionatii de geometrie plana este raspandita expresia ” vanatoarea
de patrulatere inscriptibile”, cu semnificatia ca, daca intr-o figura geometrica,
mai complicata, exista un patrulater inscriptibil, cel mai important pas spre
rezolvarea problemei este de a-1 gdsi (vina). Pentru identificarea lui este nece-
sard o singurd relatie (egalitate de unghiuri, unghiuri suplementare, etc.) iar
consecintele sunt alte cateva relatii.

In aceastd lucrare prezentam doua probleme clasice, din folclorul geoemtriei,
probleme care necesita solutii ingenioase. Unele din aceste solutii se bazeaza pe
observarea sau constructia unor triunghiuri echilaterale, care odata ”véanate”
problema este rezolvata.

Problema 1. Pe laturile AB si AC' ale triunghiului isoscel ABC cu unghzumle

B C= 80°, se considera punctele M §z N astfel ca BCM = 50° §i CBN =
. Sa se determine masura unghiulus AMN.

Solut;ie. Ideea esentiald este de a duce NP|CB, P € (AB). Daci notdm

{O} = BN NCP. Se observa triunghiurile echilaterale BOC i PON (le-am
véanat).

Triunghiul M BC este isoscel: M =180°—B —
C = 180°—80°—50° = 50° = C'siatunci M B =
BC = OB, deci triunghiul M BO este isoscel si

180° — J\TB\O 180° — 20°
OMB = — ]0°

2
(triunghiurile ABC si BOM sunt asemenea).

Avem:
POM = 180° — PON — MOB = 40°
MPO = 180° — PBC — OCB = 40°,
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deci triunghiul PMO este isoscel si MP = MO.
Triunghiul PNO fiind echilateral avem NP = NO si atunci triunghiurile M PN
si MON sunt congruente (P si O sunt simetrice fatd de dreapta M N).

In consecintd NMO = 90° — MOP = 90° — 40° = 50° si
AMN =180° — NMO — OMB = 180° — 50° — 80° = 50°.
Mentionam ca in [1] problema are trei solutii, toate diferite de solutia data
aici.
Problema 2. Se considera paralelogramul ABC' D cu unghiul A de 80°.

Bisectoarea unghiului A taie latura CD in M. Daca AM = AB, sa se determine
masura unghiului W

Solutie. Ideea esentiala este de a duce BP, P € (AM) astfel ca ABP = 40° =
@, deci de a construi triunghiul isoscel APB.

Triunghiurile ADM si APB sunt con-
gruente (isoscele cu unghiurile la varf
D =P =100°si AB = AM). Obtinem
PB = AD = BC si in triunghiul PBC,
isoscel cu BP = BC mai avem PBC =
100° — ABP = 100° — 40° = 60°, deci
triunghiul PBC este echilateral (l-am
vanat!). Mai avem PC = PA, deci tri-
unghiul APC este isoscel si

180° — APB— CPB _ 180° — 100° — 60°
2 B 2
Mai putem observa urmatoarele:
~ AMPB = AMCB cu unghiul PMB = 70°, MPB = 80°, PBM = 30°;
— punctele P si C sunt simetrice fata de dreapta BM;
— patrulaterul BOME este inscriptibil (B/J\J\C = E.\EC = 70°, unde
ACNBP ={E});
— patrulaterul PEFM este inscriptibil (P/]W\F — FEB = 70°, unde
MBNAC ={F}).

=10°.

MAC = PAC =

Mentionam ca Problema 2 apartine profesorului Mihai Preda din Constanta
si enuntul se afld in [2].
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Aplicatii ale inegalitatii lui
Hardy-Littlewood-Polya-Karamata

Gheorghe Boroica

Abstract. In this article are presented some applications of the title inequality.

Scopul acestei note este de a pune in evidenta cateva probleme, care se
pot rezolva utilizand inegalitatea din titlu si de a sensibiliza cititorii privind
oportunitatea utilizarii acesteia.

Pl. Fiea,b e Rcua <bsi f: [a,b] — R o functie convexa. Atunci pentru
orice numere a <z <y < z<t<bcux+t=y+ z avem inegalitatea:

f@)+ f(t) = fy) + f(2).

Demonstratie. Cum y,z € [z,t], deducem ca exista a, 3 € [0, 1] astfel incat
y=1—-a)zr+atsiz=(1—-0)x+ pt. Relatia  +t = y + z devine:

C-—a—-Pz+(a+ft=c+te(1l—-—a—-pF)(zr—t)=0.

Daca t = x, atunci x = y = z =t si inegalitatea este evidenta.
Daca t # x, atunci a + 8 = 1 si din f convexa, rezulta ca

fly) = f((1=a)z+at) < (1 —a)f(z) +af(t)
si f(z) < (1 —=0)f(x)+ Bf(t), de unde, prin adunare, obtinem:
fy)+ f(z) < fz) + f(D).

Definitie. Fie n-uplele de numere reale (x1,xa, ..., %) si (y1, Y2, - - ., yn) astlel
incat ©1 > o9 > -+ > Xy, Y1 > Yo > -+ > Yn, unde n € N*. Spunem ca
(1,22, Zn) > (Y1,Y2,- -, Yn) dacd x1 > y1,

T1+T2 2 Y1+ Y2, X1+ T2+ F T Y1 Y2+ Ynt
si
Titxet o+ T =Y1+ Y2t + Yn.
Observatie. Dacd x <y < z<t, x+t=y+ z, atunci (t,z) > (z,y).

P2. (Inegalitatea lui Hardy-Littlewood-Polya-Karamata) Fie I un interval de
numere reale, f : I — R o functie convexa gi doua n-uple de numere reale astfel
incat (z1,22,...,2n) = (Y1,Y2,---,Yn), unde n > 2. Atunci avem ci

flx) + fx2) + -+ flzn) > fyr) + f(y2) + -+ f(yn)-
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Daca f este strict convexa, atunci avem egalitate in inegalitatea anterioara
daca si numai dacd z; = y;, Vi € {1,2,...,n}.

Demonstratie. Inductie dupa n (vezi [1], pag. 66). S& mai observam ca
proprietatea P1 este un caz particular al inegalitatii anterioare.

Prezentam in continuare cateva aplicatii ale proprietatilor de mai sus.

1. Sa se arate cd dacd a,b € [0,00), atunci avem inegalitatea

Va+ Ya+Vo+ Vo< b+ Yat+ Va+ Vb
Solutie. Fara a restrange generalitatea, putem presupune ca a > b > 0.
Considerim numerele: ©1 = a + /a, x93 = b+ Ja, x3 = a + /b, x4 = b+ V/b.
Atunci, x1 este cel mai mare, x4 este cel mai mic §i z1 +x4 = xo+2x3. Deoarece
(z1,24) = (w2, z3) sau (z1,x4) = (x3,22) si functia f: [0,00) = R, f(z) = Jx
este concavi, cu inegalitatea H.L.P.K (proprietatea P1) gésim ca

f(x1) + f(za) < f22) + f(23).
2. Sd se afle mazimul expresiei E(a,b,c) = a'?+ b2 +c'? stiind cd a,b,c €
1
[-1,1] sia+b+c= —3-
(Olimpiadd, China, 1997)
Solutie. Functia f:[-1,1] — R, f(x) = 2'2 este convexi. Putem presupune
1 1
cal>a>b>c>—-1,a+b+c= —5 Atunci avem ca (1, —57—1> = (a,b,c)
si din inegalitatea H.L.P.K avem

F)+1(=3) + 5D 2 f@+ 10 + ),

1
deci E(a,b,c) <2+ o = Epax-

3. Sa se arate ca in orice triunghi ascutitunghic avem

3
1<cosA-+cosB+cosC < 37

7r
Solutie. Putem presupune ca A > B > C, deci A > 3 C < —. Atunci avem

“(Wﬂo) A B,C (
ca §7§a >-(77)>_

wl

T
3’373
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x) = cosx este



s
concava pe [O7 ﬂ , gasim ca

| W

1=7(5) +7(5) + 1O <)+ F(B) + 1(0) <

4. Sa se arate ca daca k,n € N*, k < n, atunci avem inegalitatea
k-1 k+1 n+l 4
C’2n+1 + C1271—‘,—1 Z 27’L + 2 02n+1 .
(Olimpiada, Germania, 1995)

Solutie. Datorita simetriei este suficient s demonstram inegalitatea pentru
k < n. Inegalitatea se scrie

(1) k 2n+1—k>2(n+1)
2n+2—-k k+1 — n+2
Functia f : [1,2n + 1] — R, f(x) = 2n—|—+—x’ este convexa pe [1,2n + 1].
Utilizand P1 cu k < n, deducem ca
2(n+1
£+ Fn 1= 8) 2 fn) + S+ 1) = 20D

adica are loc inegalitatea (1).

5. Se considerd numerele a1 > as > --->a, >0, S=a1+as+ -+ an,
unde n este numdr natural nenul si f o funclie convexd definita pe un interval
ce contine numerele S i S — (n — 1)ay. Atunci avem cd

SHS - n-a) = Y flar).
i=1 i=1
Solutie. Deoarece
(S—(m—"Dan, S—(n—1Dap_1,...,5—(n—1)ay) = (a1,az,...,ay)

si f(z) = 2™, m € N, m > 2 este convexa, utilizand inegalitatea Karamata
rezultd concluzia problemei.

Probleme propuse

1. Sd se decidd care din urmdtoarele numere este mai mare a = <7 + \7ﬁ;

b= 7+ V1.
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2. Fien € N, n > 2. Comparati numerele
W B+ YT V64 YT+ B
VA+ V546" B+ VT+ 9

(Concursul ”Gh. Dumitrescu”, Craiova, 2002)

™
3. Sa se arate ca daca a,b € (O, Z) , atunct avem
sin” a 4+ sin™ b _ sin™ 2a + sin™ 2b
(sina +sinbd) ~— (sin2a + sin2b)™’
(0. N., Iasi, 2006, Iurie Boreico)

Vn eN.

4. Sa se arate ca

< k >2 <2n—|—1—k>2 n?
— ) t\— 21+ +—-F,
2n+2—k k+1 (n+2)2
pentru Vk,n € N*, k < n.

(Gheorghe Boroica)

5. Fie I C R un interval iar f : I — R o functie convexd. Atunci

F(@)+F(y)+f(2)+3f (%W) >9f (w+y) +2f (y+Z) +2f<Z+CE).

2 2 2
(Inegalitatea lui Popoviciu)

Bibliografie.
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Cateva consideratii asupra sirului lui Euler
Cristian Heuberger

Abstract. The purpose of this paper is to prove that certain sequences converge
rapidly, using methods which are similar to the proof of the convergence of Euler’s
sequence En.

11 1
Este binecunoscut faptul c& sirul lui Euler (E),)n>0, En = ol + I + 5 +
4 = este convergent la e.
n!
1 1
Pentru p € N* vom considera girul (£, ,,)n>0, Epn _|_ +_+ I
Enodzos Bom = G 5 ™ gy

Propozitie. Oricare ar fip € N*, sirul (E, ., )n>0 este convergent.

Demonstratie. Evident girul este strict crescator si deoarece E,, < Fp.p,
Vn € N*| girul este marginit superior de e.

Vom nota in continuare cu L, limita sa.

oy . 1 p=l cos 2mm . 2m7T
Propozitie. Pentru orice p € N*, are loc L, = - ) e » COS (sm —)
Pm= p

Demonstratie. Evident L; = e, egalitatea din propozitie verificindu-se ime-
diat. Daca p > 2, atunci pentru fiecare numar natural m < p — 1 consideram

2mm . 2mm
4+ 2 s1n
p

pn
girul (Tpyn)n>1, Tmon = <1 +em 7) unde &,, = cos este
> p-7

una dintre radacinile de ordinul p ale unitatii. Dezvoltand obtinem:

1 1 1
_ 1 2 3
Ton =1+¢0- C’pn +€0 C,. "p-n)? + €5 C,. (p-n)3+"'
1
L6/ ——
P (p-m)pm
=14¢ -C! 1 +e2.02 #4_53.03 ;4_
" Prpem T TP ()2 T TP (pan)d T
1
’n.cp-n
P‘n(p.n)]?'n

31



1 1 1
= 1 2 2 3 3
Tp—tin = Lt €1 Cpn o € prW t -1 Cp‘n(p-T)?' T
1
pn .
+ 81)—1 . CS;‘LW
Sumand aceste egalitati si tinand seama ca
k k k ¢ _ | p, pentru plk
EO +€1 +52+ +€p71—{ 07 pentru p+k
obtinem
+ R =p+p-CP_. 1 +p.C2P 1
Lo T T1yn Tp—1n =P TP Lpn (p-n)P D-Cpn (p-n)2r
1
onPr__ —
+p- Oy o)
sau altfel scris
p—1 n 1
g S =G
m=0 k=0 (p : n) p
1 2 1 D) pn
Tm,n = (1 + cos 4l +1 sin m7r> = (P (oS Q41 - SNty ) )P
p-n P p-n P

= 70" (cos pnavy, + i - sinpnay,),

unde

1 2mm\ 2 1 . 2mm\? 1 2 Y
Tm= 1+7 COs +{——sin —— — ]__|_ 5 + cos
pm P p-no o p (p-n)*> pn p

iar

1 . 2mnm . 2mm
sin — sin ——
Oy = arctg P ,ni Z;mﬂ- + k= a,rctg —pm + k’ﬂ',
14+ ——cos— p-n+ cos —
pb-n b p

unde k € {0,2}.
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Din relatia (1) deducem c& membrul stang este numar real, rezultand:

p p—1 p—1
Z Trmn = Z P (cos pnou, + isin pnay, ) = Z TP cos pnay,
m=0 m=0 m=0
. 2mm
— ( 2 2m7r) B s
= Z cos cos | pnarctg ———
— p "n p 2mm
m=0 pn+cos
p—1
Obtinem nan;O Z Tm,n =
m=0
. 2mm
p—1 pn sin
1 2 2 2
= lim Z <1—|— + cos mw) cos | pnarctg
n— o0 £— (p-n)? pn D 2mm
m=0 pn+cos
il 2mm . 2mm not
= Z e » cos|sin—— | = A\
m=0 p
De asemenea, pentru orice k € N*, k < p,
ckp 1 _ (p-n)! 1
Prpen)hr o (k-p)lp-n—Fk-p)t (p-n)kr
_ 1 n-kpt+p-n-k-pt+2)-...-(p-n)
(k- p)! (p-n)he

@) B (k.lp)! <1_k§?;1>(1_ kpp;2>< U%)'

(ine-

1 1
Rezulta ca pentru orice k € N*, k < p, are loc chrp <
" p-n)hr = (k-p)!
galitatea este de altfel verificata si pentru k = 0) si de aici, tindnd seama de
relatia (1)

men pZCkpp 'ka :p~Ep7n.

m=0

Trecand la limita cu n — oo, obtinem
(3) A< p-Ly.
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Consideram ¢ € N*. Pentru orice n € N*, n > ¢, are loc

" 1 ! 1
Sk — > ok ——
= )t T T ()t
q
@) 1 ( k~p—1)( k~p—2) < 0 )
=5 1— -2 =) (1= —).
+Z(k-p)! pn pn p-n

k=1
Avand in vedere (1), obtinem

:lz__:loxm,nzp <1+é (& -1p)! (1,]:'9].9;1) <1,%> R < pon)>

si trecand la limita cu n — oo obtinem A > p- E, ,.
Cum ¢ a fost arbitrar, trecand la limita cu ¢ — oo, obtinem

(4) A>p- L.
Din relatiile (3) si (4) se deduce rezultatul cerut.

Observatia 1. Rezultatul se poate obtine cu mai putine calcule daca se op-
ereazd in multimea numerelor complexe, daca se foloseste identitatea e** =
cosz + isinz i daca se admite ca pentru orice z € C,

. 1 n
e :nh_)ngo(l—&—iz—&—gz—i— +mz >

Observatia 2. Pentru cazurile particulare in care p este 2,3 sau 4 se obtin
urmatoarele rezultate:

Li=tm (G+g+g+ ot o) =5(cts)
2705\ Al en)t) ~2\"Te

, 11 1 1 1 1 V3
LS:nlgI;o<Ol+3 Tat T 3n)1> ‘g(e”e 2>
1 1 1 1 1 1
Ly= 1 2cos1
4 nLII;O<O,+ +8+ +(4n)> 4<+ +cos)
De asemenea, calculand 2L4 — Lo, se 0b§1ne limita cunoscuta

i (1 11 (—1)%)_ .
nl_{lolo a—Q—‘FE—E‘F -+ (Qn)' = cos 1.

Propozitie. Sirul (Lp),>1 este convergent.

Demonstratie. Evident

-1
1% ma 2 !
lim L, = lim [ - Z % *5 cos (sm ﬂ) = / €52 cos(sin 27t dt
p—oo U pmoo \ p £ p 0
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si deci sirul (L,)p>1 este convergent.

1 2m
Observatia 1. Evident, lim L, = — et cos(sin t)dt.
p—00 27 Jo

Observatia 2. Avand in vedere ca

2m 2m 2m
/ e sin(sin t)dt:/ (7= gin (sin (27—t dt = — / e“ ! sin(sin t)dt,

0 0 0
2
rezulta / e“*'sin(sin t)dt = 0. Putem scrie asadar
0
1 1 27

2m
lim L,=— / e (cos(sint) + i sin(sint))dt eeosttisint gy
0

p—00 p 271' 727'(' 0

Observatia 3. Se poate demonstra ca pentru orice numar real x si pentru orice

1
numér natural nenul p, sirul (Epn(2))n>0, Epn(2) =1+ —a? + —— %P +

(2p)!
1 p_l L 2mm 2mm
7z este convergent la Ly (z) = — 3ot " cos [ zsin —— ). De
('I’Lp) : Pm=o0
asemenea, pentru orice numar real x, girul (L,(x)),>1 este convergent, avand
loc egalitatile

1 27
1
lim L,(x) = / e 052 cos(z sin 27t )dt = p e” 5t cos(x sint)dt
p—oo 0 T Jo
1 2m
_ 6a:(cos t+isint) dt.
2 0

Profesor, Colegiul National ”Gheorghe Sincai”, Baia Mare
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Asupra unei probleme de concurs
Nicolae Musuroia

Abstract. This article will generalize a problem proposed for the Olympiad.

La Olimpiada Judeteana de Matematica din anul 1978 la clasa a Xl-a,
d-nul M. Dadarlat a propus urmatoarea problema:

Daca A € M,(R) iar X € M, (R) are toate elementele egale, atunci:
det(A + X) - det(A — X) < det?(A).

In aceastd noti vom da o generalizare la aceasta elegantd problema.
Fie n € N*, A:(au) 7€Mn(C)

i,7=1,n

Lema 1. Dacix € C, i € {1,2,...,n}, atunci

a1 a2 e A1n
a21 a922 . a9n
n
= det(A) + l‘z 511',
Ail4z Ai24 1 .. Ain+x =1
an1 An2 . Apn

unde d;; sunt complementii algebrici ai elementelor de pe linia ”i” din
matricea A.

Demonstratie. Evident

ai1 a12 cee A1n
asy a9 e aogn
. forma
F(z) = ="ax+0b.
Ai142 A524 1 CIEIR Ain+x
an1 An2 e QApn
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Atunci b = F(0) = det(A)

ainr a2 ... Qin
a21 as2 e a2n
n
, . linia 4
a=F'(z)= 1 1 1= di;
Jj=1
an1 an?2 e Ann
1 T KA
Xo X2 ... T2
Lema 2. Daca A = (ai;) € M,(C), X = ) € M, (C),
Tpn Ty o-.. Tp

atunct

det(A+X) :detA+$1Z61j+x2Z(52j+"'+$n25nj-
j=1

j=1 j=1
Demonstratie. Notam F(z1,2a,...,2z,) = det(A + X). Atunci

forma
F(z1,22,...,2,) = oq1+ @2+ + anZy + ao,

unde og = F(0,0,...,0) = det(A), iar pentru ¢ € {1,2,...,n} avem

a1 +x1 aig+x1 ... a1p+ a7
ag1 +X2 age +x2 ... aQop+ T2
/
OéiZFIi(lj,xQ,...,.’En): 1 1 1
An1 +T1 Qp2+22 ... Qpp +Tp

Descompunem succesiv in suma a doi determinanti, dintre care unul nul pe

liniile 1,2,...,¢ —1,i 4+ 1,...n:

aii ai2 ce A1n x1 Z1
a21+x2 aG+T2 ... G2p,+T2 a21+x2  a22+T2
o = : +
¢ 1 1 . 1 1 1
an1 +xn an2+mn e ann"_fbn an1 +:I:n an2+xn

37
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a1
a21+2o

ap1+2Tyn

ail a2
a1 a22

Tn  Tn

a12
a22+To

an2+Tn

Q1n
a2n

Ln

ain
A2y +T2
1
ann +‘T’I’L
ailz a2
a1 a22
1 1
an1l An2

a1 ai12 e QA1n
a1 azz2 ... Q2p
|1 1 1
an1 ap2 ... Ann
Q1n
a2n
n
— 0.
L =20
Jj=1
ann

Consecintd. Daca A = (a;;) € M,(C) iar X € M, (C), are toate elementele
egale cu x € C, atunci

det(A+ X) = det(A) +z > b;j.

Propozitie. Daca A € M,(R), X =

atunci:

Demonstratie. Din Lema 2,

unde

ij=1

[1], problema 2.63, pag. 54

X9 . T
T2 . T2

€ M,(R),
Tpn .. Tn

det(A + X) - det(A — X) < det?(A).

det(A+ X) = det(A) + «
det(A — X) = det(A) — a,

38
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Atunci
det(A + X) - det(A — X) = (det(A) + «)(det(A) — )
= det®(A) — a® < det®(A).
In cazul particular z1 = z9 = .-+ = =z, = z, se obtine problema d-lui

M. Dadarlat.
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Profesor, Colegiul National ”Gheorghe Sincai”, Baia Mare
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Tabara de matematica,
Baia Mare, februarie 2009

Gheorghe Maiorescu

Tabara de matematica organizata in vacanta intersemestriala la Colegiul
National ” Gheorghe Sincai” a reunit, la a unsprezecea editie consecutiva, peste
500 de elevi din Baia Mare, din oragele si comunele din judet.

Cursurile au fost sustinute de catre urmatorii profesori:

Pentru gimnaziu: Boroica Gabriela, Novosivschei Onita, Sabau Stefan,
Bob Robert, Lucus Teodor — Colegiul National ”Vasile Lucaciu”, Maiorescu
Elisabeta, Moanta Anamaria, Bretan Andrei — Scoala ”Nicolae Torga”, Sabou
Vasile, Pop Romul — Scoala ”"Lucian Blaga”, Buzild Cristian, Ienutas Vasile
— Scoala " George Cosbuc”, Barsan Irina, Rotaru Dumitru — Scoala ” Avram
Tancu”, Pop Sever — Scoala ”Vasile Alecsandri”, Zlamparet Mihaela — Scoala
"Ton Luca Caragiale”, Rus Ancufa — Scoala Nr. 1 Baia Sprie, Huminiuc Mo-
nica — Jcoala Sasar, Grad Ileana — Scoala Sacel, Pop Cosmin — Scoala nr. 10,
Caltea Amalia, Naghi Anamaria — Qcoala nr. 5, Tomsa Magdalena — Scoala
Dumbravita, Lopatd Angela — Scoala Ardusat, Munteanu Mariana, Stiru Au-
rica — Scoala ” Nichita Stanescu”, Baies Aurel — Scoala ” Alexandru Ioan Cuza”,
Neaga Nadina, Schweighoffer Clara — Scoala ”Dr. Victor Babeg”.

Pentru liceu: Boroica Gabriela, Covaciu Traian, Darolti Erika, Sfara
Gheorghe — Colegiul National ”Vasile Lucaciu”, Serba Lucia — Colegiul Tehnic
” Anghel Saligny”, Bojor Meda — Grup scolar ” Aurel Vlaicu”, Borcut Marin
— Grup scolar Cavnic, Bunu Iulian — Liceul de Arta, Longaver Ludovic —
Liceul Teoretic ”Néméth Laszlo, Podina Camelia, Maiorescu Gheorghe — Liceul
teoretic "Emil Racovita”, Bojor Florin, Boroica Gheorghe, Farcas Natalia,
Heuberger Cristian, Heuberger Dana, Muresan Ioan, Musuroia Nicolae, Petrutiu
Crina, Zlamparet Horia — Colegiul National ”Gheorghe Sincai”, Rambu
Gheorghe — matematician, Viad Vasile — matematician.

Prezentam in continuare subiectele testului final si lista premiantilor taberei
de la liceu.
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Clasa a IX-a

1. a) S& se rezolve in R ecuatia 6 - [z] — 52z = 3.
b) Sa se determine numarul de solutii reale ale ecuatiei

(n+1)-[xz] —n-2 =3, unde n € N* este fixat.
2. a) S& se arate ca daca z,y € Ry si n € N* atunci
(z—y)(@" —y") = 0.
b) Sa se arate ca dacd a, b, c € (0,00), atunci avem:
a n b . c < 1
b*4ct+b-c-a? cA4at+coa-b? atd+bi+a-b-c2 " a-b-c’
(Argument, 9/2007)

3. In triunghiul ABC, [AM] este mediani, [AA’ este bisectoarea unghiului
BAC cu M, A’ € (BC) si S este simetricul lui M fatad de punctul A’. Sa se

te ci AS 3b—c A5 + 3c—b _—__
arate ca = —_—" —_
2(b+c¢) 2(b+c¢)

Test selectat de: prof. Boroica Gheorghe
prof. Musuroia Nicolae
prof. Covaciu Traian

Clasa a X-a

1. a) Sa se demonstreze ca:
(a+b+ec)=a®+0+c+3(a+b)(b+c)(c+a), a,b,ceR.
b) Si se rezolve in R ecuatia: /22 —3+ Va2 —2x — 1+ V/—22 +3 = —1.
(1+z+Vve—1+¥r—2=y
c) S& se rezolve in R sistemul: { 1+y++y—1+Jy—2==z2
(l4+2+Ve—1+z-2=2

(prof. Petrutiu Crina)

2. Fie patrulaterul convex ABCD si mijloacele M si N ale laturilor (AB),
respectiv (C'D). Sa se arate ca centrele de greutate ale triunghiurilor ADN,
BNC, CMB si DAM sunt varfurile unui paralelogram.

(prof. Longaver Ludovic)
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3. Se considera triunghiul echilateral ABC' inscris in cercul C'(O,1).
a) Si se arate ci PA?2 + PB?+ PC? =6,V P € C(O,1).

! + ! + ! > 5 VzeC,lzl=1
90 € ) =54
|z —za2 |z—2B|? |z—2c? " 2 : :

unde z4, 25, z¢ sunt afixele varfurilor triunghiului ABC.

b) Sa se arate ca

(prof. Zlamparet Horia)

Test selectat de: prof. Petrutiuv Crina
prof. Zlamparet Horia

Clasa a XI-a

1. Daca matricele A, B,C € M3(C) comutd doud céte doud si A+ B+C =
—13, demonstrati ca:

det[A® + B + C® = 3(A + I3)(B + I3)(C + I3)] < 0.
(prof. Musuroia Nicolae)

. - n’+1
2. Fie sgirul (x,,)n>1 definit prin z,, = ,Vn>1.
= n
a) Sa se calculeze lim (zp41 — xy).
n—oo
no1
b) Sa se demonstreze ca sirul (y,)n>1, definit prin ¢, = ) —, este con-
N k=1 Lk
- C 3
vergent si limita sa este un numar din intervalul (E’ 5) .

(prof. Bojor Florin)
c

3. Se considera sirul (a,)p>1, unde a; > 0 si ap41 = a, + —, Vn € N¥
> @

a
unde ¢ > 0 este dat. Sa se calculeze lim —Z, unde a € R.

n—oo N

(prof. Boroica Gheorghe)

Test selectat de: prof. Bojor Florin
prof. Farcas Natalia
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Clasa a XII-a

T
1. Se considerd sirul de integrale (I,,)n>1, In =1 [y 1 da.
= :I:'n/
) se calculeze I §i Io;
)

a
a se demonstreze cid In(1 +z) <z, Va > —1;

o &

o

d) Sa se calculeze lim I;
n—oo

S
S
1
) Sé se arate c& I, =1n2 7/ In(1 + 2™)dzx;
0
S
e) P

entru m € N*, sa se calculeze

lim In((e 4+ z™)(e? + ™) ... (™ + z"))dx.

n—oo 0

3 3n
2. Pentru n € Z considerdm matricele A(n) = <§n §n> € My (Zs) si
multimea G = {A(n)|n € Z}.
a) Determinati ordinul elementului 3 in grupurile (Zs, +), respectiv (Z£, -);
b) Determinati numarul elementelor multimii G;

c¢) Demonstrati c& Vn,p € Z are loc egalitatea A(n)- A(p) = —A(n+p+1).

3. Fie H = {I,,, A1, A2} un subgrup al grupului multiplicativ al matricelor
inversabile din M, (R). Notam A = I,, + A1 + As.

a) Demonstrati cd H este grup comutativ;

b) Calculati A; - Ay;

¢) Demonstrati ca Ay - A = A;

d) Demonstrati ca det(4) € {0,3™}.

Test selectat de: prof. Longaver Ludovic
prof. Heuberger Cristian

Premiantii

Clasa a IX-a

Excelenta. Petrovan Marius (C. N. ”Gh. Sincai”).
Premiul I. Kando Enikd, Pop Andrei, Tirnovan Andrada (C. N.”Gh. Sincai”).

Premiul al II-lea. Lupan Andreea, Rusznak Erik, Chis Diana, Mihalca Daniel
(C. N. ”Gh. Sincai”), Miholca Diana (C. N. ”Vasile Lucaciu”).
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Premiul al ITI-lea. Romocea Roxana, Vancea Paula, Balko Andreea, Findtan
Vlad, Maris Claudiu, Iriciuc losif, Pop Denisa, Urda Rodica (C. N. ”Gh.
Sincai”).

Clasa a X-a

Excelenta. Horvat Mihaela (C. N. ”Gh. Sincai”).
Premiul I. Micu Alezandru(C. N. ”Gh. Sincai”).

Premiul al II-lea. Farcasan Roxana, Ionutas Bogdan, Puscas Karla (C. N.
”Gh. Sincai”).

Premiul al ITI-lea. Buhdtel Caius, Marian Alexandru, Stefan Andrei, Talpos
Liviu (C. N. ?Gh. Sincai”).
Clasa a XI-a

Excelenta. Tot Rozana (C. N. ”Gh. Sincai”)

Premiul I. Modis Laszlo (Lic. Teoretic ”Néméth Laszlo”), Munteanu Theodor
(C. N. "Dragos Voda”).

Premiul al II-lea. Bunu Daria, Pop Iulia (C. N. ”Gh. Sincai”).
Premiul al III-lea. Pop loana, Iinitchi Oana, Lang Oana (C. N. ”?Gh.
Sincai”).

Clasa a XII-a

Excelenta. Rohnean Alin (C. N.”Gh. Sincai”).
Premiul I. Mesaros Ionut, Lup Alexandru, Ciurdas Alina (C. N.”Gh. Sincai”)

Premiul al Il-lea. Achim Alexandru, Mesaros Aurelian, Pascaldu Paul,
Griguta Victoria, Filop Patric, Muresan Caius, Neam{ Sergiv (C. N. ”Gh.
Sincai”).

Premiul al Ill-lea. Bobb Laura, Daniluk Sergiu, Crisan Alezandra (C. N.
"V. Lucaciu”), Pop Bogdan, Vezentan Vlad, Temle Vasile, Drincal Brigitta,
Serban Ioana, Zamfira Alexandru (C. N. ?Gh. Sincai”), Dan-Om Alexandra,
Dragos Valer (Lic. Teoretic ”Emil Racovita”).

Inspector 1. S. J. Maramures
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Tabara de vara de matematica - Vaser, 2009

Gheorghe Maiorescu

In perioada 01-06 septembrie 2009 s-a desfigurat pe Valea Vaserului -
Viseu, tabara de matematica de vara. Aceasta tabara s-a desfiagurat sub egida
Sotietatii de Stiinte Matematice din Romania, filiala Maramures si a Inspec-
toratului Scolar Judetean Maramures. Aceasta editie s-a desfiagurat cu aportul
deosebit al domnului inspector de matematica, profesor Gheorghe Maiorescu,
si a domnului director al Liceului Teoretic ”Bogdan Voda” Viseu, profesor Du-
mitru Andreica, precum si cu aportul important al unor sponsori locali carora
le multumim.

Au participat efectiv un numar de 15 elevi gi 7 profesori.

Profesorii participanti au fost:

Boroica Gabriela (C. N. ”?V. Lucaciu” Baia Mare)

Boroica Gheorghe (C. N. ”Gh. Sincai” Baia Mare) — coordonatorul taberei

Bretan Andrei (Sc. ”N. Torga” Baia Mare)

Gherasin Gheorghe (Lic. "Regele Ferdinand” Sighetu Marmatiei)

Heuberger Cristian (C. N. ”Gh. Sincai” Baia Mare)

Tenutag Vasile (Sc. ”G. Cosbuc” Baia Mare)

Muguroia Nicolae (C. N. ”Gh. Sincai” Baia Mare)

In urma concursului desfagurat in data de 6 spetembrie 2009, elevii participanti
au obtinut urméatoarele premii:
Clasa a VII-a: Bud Cristian, Sc. ”N. Iorga” Baia Mare, premiul I
Miclea Andrei, Sc. ”N. Torga” Baia Mare, premiul II
Breban Oana, Sc. ”N. Torga” Baia Mare, premiul 11T
Vele Corina, Sc. ”L. Blaga” Baia Mare, premiul 11T

Clasa a VIII-a: Bretan Paula Alice, Sc. ”N. Iorga” Baia Mare, premiul 1

Clasa a IX-a: Conti Andrada, C. N. ”Gh. Sincai” Baia Mare, premiul I
Puicar Bogdan, C. N. ”Dragos Voda” Sighetu Marmatiei,
premiul II

Clasa a X-a:  Petrovan Marius, C. N. ”Gh. Sincai” Baia Mare, premiul I
Rusznak Erik, C. N. ”Gh. Sincai” Baia Mare, premiul II
Todoran Denisa, C. N. ”Gh. Sincai”, premiul III

Clasa a XI-a: Crigan Vlad, C. N. ”V. Lucaciu” Baia Mare, premiul I
Horvat Mihaela, C. N. ”Gh. Sincai” Baia Mare, premiul II
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Clasa a XIT-a: Munteanu Theodor, C. N. ”Dragos Voda” Sighetu Marmatjiei,
premiul T

Toth Roxana, C. N. ”Gh. Sincai” Baia Mare, premiul I
Bunu Daria, C. N. ”Gh. Sincai” Baia Mare, premiul II

Clasa a VII — VIII-a

1. Fie a,b,c,d, e, f numere naturale astfel incat
l<a<b<c<d<e<f gi at+b+c+d+e+ f=48.
Demonstrati ca cel putin unul dintre numere este prim.
2. Sa se rezolve sistemul:
[ |@+Dy+1D] =2
lly+1)(z+1)|=3, unde z,y,€R.
LIz+D)(z+1)|=6
3. Sa se arate ca intr-un patrulater convex ABC'D avem:
AC-BD < AB-CD+ AD - BC (inegalitatea lui Ptolemeu).

In ce caz avem egalitate?

Clasa a IX-a

1. Aranjam numerele naturale in urmatorul tabel:

1 3 6 10 15
2 5 9 14

4 8 13
7 12
11

Sa se determine linia gi coloana pe care este scris numarul 2009.
2. Sa se rezolve in numere naturale nenule ecuatia:
3(zy + zz + yz) = dayz.
3. Sa se arate ca in orice triunghi are loc inegalitatea:

hg + hy + he > 9r.

In ce caz are loc egalitatea?
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Clasa a X-a

1. Determinati toate numerele prime p pentru care numsarul 27 + p? este
de asemenea numar prim.

2. Si se arate ci pentru orice n € N, n > 3, ecuatia 2 + y2 4 22 = 5" are
solutii in multimea numerelor naturale nenule.

3. Fie M un punct in interiorul triunghiului echilateral ABC' cu proprie-

tatea ca
MA?> + MB-MC = MB? + MC?.

Sa se arate ca m(EA\C) = 120°.

Clasa a XI-a

1. Se considera sirul (ap)n>1, a1 € [0,1], apy1 = a3 —a2 +1,Vn > 1.
a) Sa se demonstreze ci a, € [0,1], Vn > 1;
b) Calculati lim (a1 -ag-...-ap).

2. a) S& se calculeze A™, n € N*, unde A = <; g>7

b) Si se rezolve in M (Z) ecuatia matriceald X3 — 2X = (I& 2)

Gp41 + an

3. Fie (an)n>1 un sir definit astfel: a1 = a; az = b; apq2 = 5 ,

Vn € N* (a,b € R).
S& se demonstreze ci sirul (a,),>1 este convergent si calculati limita sa.

Clasa a XII-a

1. a) S& se demonstreze ci e* > x4+ 1, Vo € R.
b) Sa se demonstreze inegalitatile:

.) ! Cl/‘2d >4
i Ae T2 3
1 2
ii)/e“’cdmg

0

2. Fie p € N un numar prim, p > 3. Sa se calculeze
(1-2+2-34-+(p—2)(p—1) (mod p).
47
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T
3. a) Si se calculeze [ —dx.
efL’

b) S& se determine functiile primitivabile f : R — R cu f(0) = 0 si
f(z) — F(z) =22, V2 € R, unde F este o primitivd a lui f.

Inspector scolar 1.5.J. Maramures
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Olimpiada de matematica,
etapa locala, 14.02.2009

Clasa a IX-a

1. a) S& se demonstreze ca pentru orice n € N* are loc egalitatea:
n-(n+1)- (3n?+7n+2)

142-(142)4+3-(14+243)+- - -+n-(14+243+- - -+n) = 22 ;

b) Demonstrati ci pentru orice n € N, n- (n+1) - (n 4 2) - (3n + 1)} 24.

2. Pentru fiecare n € N* considerfm suma S, = vV14+v2+vV3+---+ V.
a) Calculati partea intreagd a numerelor Sy, So, S3, Sy;
b) S& se arate cd [S,] =n < n € {1,2};
c) S& se rezolve ecuatia [x + Sa009—z] = 2009, z € N.
3. Pe laturile [AB] si [AC] ale triunghiului ABC se considera punctele
— s — — —
D si respectiv E, astfel incat DA+ DB + FA+ EC = 0. Daca T este
punctul de intersectie al dreptelor DC si BE, sa se determine a € R astfel
— — —
incat TB+TC =a-TA.

Subiectele au fost selectate de: prof. Petrutiu Crina
prof. Boroica Gabriela

prof. Tomoiaga loan

prof. Heuberger Cristian

Clasa a X-a

1. Sa se determine numerele complexe z1, 29, 23 care au acelagi modul cu
proprietatea ca zy + 29 + 23 = 21 - 29 - 23 = 1.
(G. M. 12/2008)

2. S& se arate ca:

\/2+\/2+~--+\/§+\/6+\/6+--~+\/5+...
2 _
+\/n2—n+\/n2—n—|—---+\/n2—n<%H,

pentru orice numar natural n > 2, unde fiecare termen din suma contine p
radicali, p € N* fixat.

(Teodor Lucus)
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T T+

3. a) Dacd z,y,a,b > 0, si se demonstreze cd — + v > Q
a b a+b

b) Dacd a,b,c > 1 sau a,b,c € (0,1), s& se demonstreze ci:

1 1 1 1
log,, bc - log, abc + log, ac - log;, abc + log, ab - log, abc 2"
(Meda st Florin Bojor)

>

Subiectele au fost selectate de: prof. Gherasin Gheorghe
prof. Lucus Teodor

prof. Musuroia Nicolae

prof. Bojor Florin

Clasa a XI-a
1. Se considera n € N, n > 2. Sa se determine o € §,,, astfel incat pentru
d o(k) 1
orice 1 € {1,2,...,n— 1}, avem ——=1—-— .
¢ boavem 2 N T G )

(Dana Heuberger)

2. Se considera n € N*.

a) Daca A,B € M,(R), astfel incit A- B = B - A, si se arate cid
det(A? + B?) > 0.

b) Daci A € M,(R), astfel incat A3 + 24 — I = O,, si se arate ci
det(A) > 0.

(Gheorghe Sfara)
n n+1

3. Se considera sirul (a,)p>1 definit astfel: a; = 1 si

n(n+1), Vn € N*.
a) S& se determine termenul general al girului (ay,)n>1-
1 1

b) Sa lcul lim — _.
) S& se calculeze Jim k§1 I+ ar)

anJrl (079

(G. M. 7—8/2008)

Subiectele au fost selectate de: prof. Darolti Erika
prof. Sfara Gheorghe
prof. Heuberger Dana
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Clasa a XII-a

1. Se considers multimea G = {(_ab Z) a,b € R, a® 4+ b £ O}.

a) Sa se arate cd multimea G este grup abelian in raport cu operatia de
inmultire a matricelor.

b) S& se arate c& grupurile (G, -) si C*) sunt izomorfe.

c) S& se arate cd pentru orice n € N*, grupul G contine un subgrup H cu
n elemente.

2z +3
z-(x+1)-(z+2) - (x+3)+a

2. a) Sa se calculeze integrala / dx, x > 0,

unde a > 0.
b) Sa se determine functiile f : (0,00) — (0,00), cu proprietatea ca

9+ (0,00) = (0.00), g(r) = 1>

3. Fie f : [0,1] — R o functie derivabili cu derivata continud si care
indeplineste urméatoarele conditii:
a) x- f'(x) = f(z), Vo €[0,1];

b) lim L&)
z\,0

S& se arate cd f(1) > min (2/1 f(z)dz, /1 ff)d:c>
0 0

este o primitiva a functiei f.

exista gi este finita.

(G. M. 7—8/2008)

Subiectele au fost selectate de: prof. Boroica Gheorghe
prof. Podina Camelia
prof. Pintea loan
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Concursurile anului scolar 2008-2009
Rezultate la Olimpiada judeteana de matematica

Clasa a IX-a
Premiul I. Petrovan Marius, Rusznak Erik (prof. Heuberger Dana), Todoran
Denisa (prof. Heuberger Cristian)

Premiul al II-lea. Bretan Beatrice (prof. Musguroia Nicolae), Chis Diana,
Lupan Andreea, Kando Eniké (prof. Bojor Florin)

Premiul al ITl-lea. Bancos Andrei, Mihalca Daniel (prof. Musuroia Nicolae),
Findatan Vlad, Ungur Corina (prof. Heuberger Dana), Jaszberenyi Andreea
(prof. Bojor Florin), Pop Andrei (prof. Heuberger Cristian)

Clasa a X-a
Premiul I. Horvat Mihaela (prof. Farcag Natalia), Ghetie Mariana (prof.

Bojor Florin)

Premiul al II-lea. Ciobanu Andrei, Marian Alexandru, Radu Andrada (prof.
Bojor Florin), Bujor Daniel (prof. Heuberger Cristian)

Premiul al IIl-lea. Feren{ Ioan (prof. Boroica Gheorghe), Puscas Karla
(prof. Bojor Florin), Enescu Alexandru (prof. Musuroia Nicolae)

Clasa a XI-a

Premiul I. Bunu Daria (prof. Boroica Gheorghe)

Premiul al II-lea. Tot Rozana (prof. Boroica Gheorghe), Lang Oana (prof.
Heuberger Cristian)

Premiul al ITI-lea. Negrea Cristian (prof. Boroica Gheorghe), Barta Stefan
(prof. Musuroia Nicolae)

Clasa a XII-a

Premiul I. Rohnean Alin, Mesaros Ionut (prof. Heuberger Dana)
Premiul al ITI-lea. Magdau ITonut (prof. Heuberger Dana)
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Calificati la Faza Nationala a Olimpiadei de matematica

Petrovan Marius (prof. Heuberger Dana), Horvat Mihaela (prof. Farcag Na-
talia), Rohnean Alin, Mesaros Ionut (prof. Heuberger Dana)

Premii la Faza Nationala a Olimpiadei de matematica

Horvat Mihaela, medalie de argint SSMR (prof. Farcas Natalia), Rohnean Alin,
medalie de bronz SSMR (prof. Heuberger Dana)

Rezultate la Faza Judeteana a Concursului Adolf Haimovici

Clasa a IX-a
Premiul I. Potirniche Mihai (prof. Bojor Florin)

Clasa a XI-a

Premiul al II-lea. Dancos Lavinia (prof. Petrutiu Crina)

Clasa a XII-a
Premiul al IT-lea. Groza Roland (prof. Heuberger Cristian)

Calificati la Faza Nationala a Concursului Adolf Haimovici
Potirniche Mihai (prof. Bojor Florin)
Concursuri interjudetene

Clasa a IX-a

Petrovan Marius (prof. Heuberger Dana)
— mentiune speciala la concursul ”Gheorghe Lazar”, Sibiu
— premiul al II-lea la concursul ” Grigore Moisil”, Satu Mare
— premiul I la concursul ”Marian Tarina”, Turda
— mentiune la concursul ”Unirea”, Focgani

Kando Eniké (prof. Bojor Florin)
— mentiune speciala la concursul ”Gheorghe Lazar”, Sibiu

Todoran Denisa (prof. Heuberger Cristian)
— mentiune la concursul ” Grigore Moisil”, Satu Mare
— mentiune la concursul ”Marian Tarina”, Turda

Rusznak Erik (prof. Heuberger Dana)
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— mentiune la concursul ” Grigore Moisil”, Satu Mare

Clasa a X-a

Horvat Mihaela (prof. Farcag Natalia)
— mentiune la concursul ” Gheorghe Lazar”, Sibiu
— mentiune la concursul ” Grigore Moisil”, Satu Mare
— mentiune speciala la concursul ” Al. Papiu Ilarian”, Targu Mures
— mentiune speciala la concursul ”Unirea”, Focgani

Radu Andrada (prof. Bojor Florin)
— mentiune speciala la concursul ” Gheorghe Lazar”, Sibiu

Clasa a XI-a

Bunu Daria (prof. Boroica Gheorghe)
— mentiune speciala la concursul ”Gheorghe Lazar”, Sibiu
— mentiune la concursul ” Grigore Moisil”, Satu Mare
— mentiune la concursul ”Marian Tarina”, Turda

Tot Rozana (prof. Boroica Gheorghe)
— mentiune speciala la concursul ”Gheorghe Lazar”, Sibiu
— mentiune speciala la concursul ”Al. Papiu Ilarian”, Targu Mures
— mentiune la concursul ”Unirea”, Focgani

Negrea Cristian (prof. Boroica Gheorghe)
— mentiune speciala la concursul ” Al. Papiu Ilarian”, Targu Mures

Clasa a XII-a

Mesaros ITonut (prof. Heuberger Dana)
— premiul al II-lea la concursul ”Gheorghe Lazar”, Sibiu
— premiul al II-lea la concursul ”Al. Papiu Ilarian”, Targu Mures
— mentiune la concursul ”Marian Tarina”, Turda
— premiul I la concursul ” Unirea”, Focgani

Rohnean Alin (prof. Heuberger Dana)
— mentiune la concursul ” Grigore Moisil”, Satu Mare
— premiul al ITI-lea la concursul ” Al. Papiu Ilarian”, Targu Mures
— premiul al ITl-lea la concursul "Marian Tarina”, Turda
— mentiune la concursul ”Unirea”, Focsani
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Rezolvarea problemelor din numarul anterior

Clasa a IX-a

1. Fie a,b,c > 0. Sa se demonstreze ca:
1 1 1

+ +
a+Vbe b+vac  c+ab

(Meda si Florin Bojor)

Solutie. Se stie ca . < > Va,y > 0. Obtinem:

S <1+ += +L+ L, )
a+Vbe b+\/& c+\/_ a Vbe \/_ Vab
1

/1 1 .
Din inegalitatea mediilor avem: e < - 5 < b + —) si analoagele. Inlocuind,
c c

obtinem relatia ceruta, cu egalitate daca gi numai daca a =b = c.

2. Fiek >0 siz,y,z € (0,k) astfel incit x+y+2z = 2k. Sd se demonstreze
.z Yy o g
Rl k—y k—2z—" "

(Meda si Florin Bojor)

Solutie. Trebuie demonstrat cd xyz > 8(y + 2z — k)(z +x — k)(x + y — k).
Notamy+z—k=a,z+x—k=b,x4+y—k=c. Atuncia >0,b>0,c>0si
x=b+c,y=a+c, z=a+b. Obtinem inegalitatea (b+c)(c+a)(a+b) > 8abe
care este evidenta dupa aplicarea inegalitatii mediilor.

3. Sa se determine toate multimile finite A de numere intregi, cu proprie-
tatea cd 3* —x®> € A,Vx € A.

(Gheorghe Boroica)

Solutie. Daci z € A, z < 0, atunci 3% — 23 ¢ Z, deci 3* — 23 ¢ A. Prin
urmare A nu contine numere intregi strict negative. Fie x € A, z > 0. Daca
max A = m, atunci 3™ — m? < m. Prin inductie se aratd ci 3" > n3 + n,
Vn € Nyn > 4. Atunci m € {0,1,2,3}. Analizdnd toate cazurile posibile,
obtinem pentru multimea A urmatoarele posibilitati:

{0,1,2}, {1,2}, {0,1,2,3}.
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4. Sd se arate cd pentru orice n € N, n > 3, ecuatia 2 + 3% + 22 = 5" are
solutii in multimea numerelor naturale nenule.

(Gheorghe Boroica)

Solutie. Pentru n = 3, tripletul (3,4,10) este solutie, iar pentru n = 4,
tripletul (20,12,9) este solutie. Presupunand ca tripletul (z,,¥n,2,) € N*3
este solutie si ludnd (12, Ynt2, Znt2) = (5Zy, 5Yn, 52,), avem ci

xi+2 + y721+2 + Z’72L+2 = 25(373; + y’IQL + 2721) = 5n+2)

adica ecuatia are solutie in N* gi pentru n + 2. Conform inductiei matematice
cu pasul 2, ecuatia data are solutie pentru Vn > 3.

5. Spunem ca o mulfime A C N* este perfectda daca suma elementelor sale
este egala cu patratul numarului sau de elemente.

a) Sa se determine toate multimile perfecte cu cdte patru elemente.

b) Sa se arate ca pentru orice n € N*| existd cel putin o mulfime perfectd
cu n elemente.

c) Sa se arate cd dacd A este o mulfime perfectd, atunci A confine cel
pulin un numar impar.

d) Sa se arate ca daca A gi B sunt mulfimi perfecte cu acelagi numdr de
elemente, atunci AN B # (.

(Traian Covaciu, C. N. ”Vasile Lucaciu”)

Solutie. a) A = {ai,a2,a3,a4} cu a1 + az + a3 + ag = 4%2. Avem posi-
bilitatile: {1,2,3,10}, {1,2,4,9}, {1,2,5,8}, {1,2,6,7}, {1,3,4,8}, {1,3,5,7},
{13 4; 5’ 6}’ {25 37 47 7}? {27 3’ 57 6}

b) A={1,3,5,...,2n— 1}, n € N*.

¢) Presupunem ci existd o multime perfectd A = {ay,as,...,a,} cu toate
elementele numere pare. Atunci

n*=a;+as+-+a,>2+4+6+---+2n=n*+n.

Contradictgie.

d) Fie A = {aj,a9,...,a,} si B = {b1,ba,...,b,} multimi perfecte cu n
elemente fiecare. Presupunem ci AN B = (). Atunci

ai+as+ - Fan+b+bo+--+b,=2n2>14+24+---+2n=2n%+n.

Contradictie.

6. Sd se arate ca Vx,y,z € (0,00),

z y z
+ > /3.
VP +yz+22 V22 +zo 4 a? 1?4y + P
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(Marian Dincd)

Solutie. Fie T un punct in plan. Consideram segmentele TA = x, TB = y,
TC = z, astfel incat m(ATC) = m(CTB) = m(BTA) = 120°.

A

Punctul T este punctul lui Toricelli al
triunghiului ABC. Aplicand teorema
cosinusului In triunghiul BTC obtinem
a=+/y?>+yz+22=

Analog: b = AC = \/x2 +xz + 22,
c=AB = /22 + xy + y2.

B

Deci trebuie demonstrat ca:

x z
(1) 2oV s E
a b ¢
. . 9 x y z
Din inegalitatea (u+ v + w)* > 3(uv + vw + wu) pentru u = —, v = W=7
a c
obtinem
Ly E =
2 z > VBT LY 2y
@) +bJr V3 b c+ca

Dar azy+bxz+cxy > abe (problema lui M. Chirita, M. Lascu, Revista Cardinal
nr. 2, RMT).

Impértind cu abe obtinem: —y + vz + — > 1. Din (2) rezulta (1).
ab  bc  ca

7. Se consideran € N, n > 4 si multimea V' de n vectori legati, cu originea
O si cu modulul 1, astfel incat oricum am alege 4 vectori din V', suma a doi
dintre acestia se afld in V.

a) Pentrun =17, sa se dea un exemplu de mulfime V cu proprietatea din
enunt.

b) Sa se demonstreze can < 7.

¢) Daca n = 6, sa se demonstreze ca extremitdtile vectorilor sunt vérfurile
unui hexagon regulat.

(Dana Heuberger)

Solutie. Pentrui € {1,2,...,n}, notam v; = O—A; cu A; € C(O,1).
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a) Alegem Aj, As, Az, Ay, As, Ag varfurile unui hexagon regulat si A7 €
C(0O,1) oarecare. Orice combinatie de trei vectori dintre vy, ¥'2, U'3, V4,
— . . N . v .

v'g are doi vectori cu suma in multimea V', de unde rezulta concluzia.
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b) Alegem 4 vector si dintre ei vy, v'pcu v+ v € V, deci cu m(;ll/OE) =
120°. Presupunem ci n > 8. Alegem 4 vectori diferiti de ©'1, 0’5 si dintre ei,
?3,74 cu ?3 + 74 €V, deci cu m(A30A4) = 120°.

Gasim, analog, U5, vg € V\{U1, Vo, U3, U4}, cu U5 + v € V si
cu m(As0A4g) = 120°. Rezultd ca cel putin doud dintre unghiurile A;OAs,
A30A/4£A5OA6 au interioarele nedisjuncte. De exemplu, Int(A;0A2) N
Int(A30A4) 75 @

— — —

Cazul I. Daca { ﬁ,l * 3,2 - ﬁf

U3+ U4 = Vg
vectorii v's, U3, U7, Ug nu verificd ipoteza, contradictie.
— - =
Cazul II. Daca { ot + LT Us
V3t V4= Vs

(Cazul '3+ U4 = U1 se trateaz la fel).

Daca Int(A10As) N Int(AsOAg) # 0 sau Int(As0A4) NInt(AsO0Ag) # 0,
ca in cazul I, ajglgn la o cogtladiz‘gie. - -

Daci Int(A10Az2) N Int(As0Ag) = 0 si Int(A30A4) N Int(AsOAg) = 0,
atunci ?5 + ?6 = 77, cu 77 S V\{71,72,73,?4,75,?6} si alegand
vectorii U9, V'3, U5, U7, obtinem situatiile:

1) Vo +Vs€V = VU= 71 sau vg= 0y, contradictie.
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— — — — — — P
vVo+ v7 €V = 05 =04sau vg= vy4, contradictie.

)
)—>
)

w N

— — — — — P
vs+ vs €V = vg= v, sau vg= 3, contradictie.
— — — — — — I
vs+ vr eV = v5=0v7sau vg= v, contradictie.

Agadar n < 7.
¢) Pentru n = 6, ca la punctul b), gisim vectorii v'1, va, U3, v4 € V, cu
U1+ Ve, U+ U4 €V, sicum(A;0Ay) = m(A30A4) = 120°.
—

— —
. — — . v Vo= 10
Cazul I. Dacd Int(A10As) N Int(AsOA,) = 0 si { ! N 2725 cu
Vsg+ Vyg= Vg
Vs, Ve € V\{V1, V2, Vs, Va}, vectorii Uy, V'3, U5, U nu verifica ipoteza,
contradictie.

Vi+ V=0
Cazul II. Daci Int(A;0Ay) N Int(A30A,) # 0 si { R S
V3t vVg= Vg
—

N

fel) alegem vectorii ', U4, U5, Vg si

obtinem Vo +75 €V, sau s +?6 €
V, sau v4 4+ U5 € V, sau v4 +
T € V, in toate situatiile obtinand c
hexagonul este regulat.

Cazul I1I. Daca Int(m) N Int(A3s0A,) = 0 si poligonul nu e hexagon

regulat, de exemplu m(A;0A3) < 60°, vectorii vy, V'3, U5, U nu verific
ipoteza.

8. Sa se determine numdrul mazim al punctelor M situate in planul par-
alelogramului ABCD, pentru care aria| ABCD] = MA-MB+ MC - MD.

(Ludovic Longaver, Liceul ”Németh Laszlo”)

Solutie. MA-MB+MC-MD > MA-MBsin(AMB)+MC-MDsin(DMC) =
2arialAM B)+2 aria[CM D] = AB-d1+CD-dy = AB(d1+d>) = aria[ABCD],
unde dy = d(M, AB), do = d(M,CD). Egalitatea se obtine in cazul in care
sin(ﬂ/f\B) = sin(D/]\R’) = 1, caz in care punctul M se gaseste la intersectia
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semicercurilor de diametre [AB], respectiv [C'D]. Obtinem cel mult doua
puncte M care corespund cerintei problemei date.

9. Fie D = {x € N|z numar prim} si functia f : D — R, f(x) =
2
72 —
{T}, unde {x} reprezintd partea fractionard a numdrului x. Sd se de-
termine multimea valorilor functiei f.

(Ludovic Longaver, Liceul ”Németh Laszlo”)

Solutie. Restul impartirii numarului prim p la 12 nu poate fi 2,3, 4,6, 8,9, 10.
Atunci p este de forma p=12¢+r,qe N, r € {1,5,7,11}.
Deci p? = 144¢® + 24rq + 72, r?> € {1,25,49,121}. Rezultd ci p? este de

z—1
forma p? = 24k 4+ 1, k € N*. Atunci dacd x € D, z > 5, avem 1 € N si

{“"2_1} 0. Cum f(2) = =, £(3) = ., obtinem Im(f {01 1}
51 =0 um()—s,( —3,0§1nemm()— 573/

10. Sd se arate cd dacd a,b,c € R* si abc(a®+b%+¢3) < a®b® +b3c® +c3a3,
atunci exact doud dintre ecuatiile ax® +br +c = 0, bx?2 +cx +a = 0 si
cx? 4+ ax + b =0 au solutii reale.

(Nicolae Muguroia)

Solutie. A} + AL + AL = a? + 0% + ¢ — ab — bec — ac > 0, deci cel putin
una dintre ecuatii are solutii reale. Presupunem ca toate cele trei ecuatii au
solutii reale. Atunci A} - AL - AL > 0 = (b% — ac)(a® — be)(c? —ab) > 0 =
abe(a® + b + ¢3) > a®b® + b33 + c2a3, contradictie.

11. Fie d o dreapta in plan si M C d o multime nevida de puncte care
admite doud puncte de simetrie, A, B € d.

a) Sd se arate cd multimea M este infinitd.

b) Sa se arate cd existd o dwiziune echidistantd a dreptei d pentru care
fiecare nod este un punct de simetrie pentru multimea M.

(Vasile Pop, Concursul interjudetean ”Al. Papiu Ilarian”, 2008)

Solutie. a) Putem considera dreapta d ca o axa a numerelor. Fie A(a), B(b)

cua <b.
X, X X, X, X,

Cum M # 0, existd Xi(x1) € M. Fie Xo(x2) simetricul lui X; fatd de A;
X3(x3) simetricul lui Xy fatd de B; Xy4(x4) simetricul lui X3 fatd de A; X5(x5)
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simetricul lui X, fata de B si aga mai departe. Cum z2 421 = 2a = 2 = 2a —
x1. Analog obtinem numerele x3 = 2b—2a+x1, x4 = 4a—2b—x1, x5 = 4b—4a+
x1,.... Consideram girul de numere reale (Z2,+1)nen, Tant1 = 2n(b—a) + 21,
n € N. Sirul (2,41)nen fiind strict crescator, multimea {xo,11|n € N} este
infinitd si prin wrmare {Xa,41/n € N} C M este infinitd. Deci multimea M
este infinita.

b) Consideram A; = simetricul lui B fata de A, Ay = simetricul lui A fata

de A;, A3z = simetricul lui A; fatd de Ao, ..., A;y1 = simetricul lui A;_; fata
de Ai, e
A B
— oo oo o o
A, A B, B, B,

Analog, By = simetricul lui A fatd de B, By = simetricul lui B fata de By;
Bs = simetricul lui By fata de Bs g. a.m.d. Obtinem o diviziune echidistanta
a dreptei d formata cu nodurile A;, B;, i =0,1,...,n,... cu Ag = A, By = B.
Aratam ca fiecare nod este punct de simetrie pentru multimea M.
Aj este simetricul lui B fatd de A = a1 = 2a — b. A, este simetricul lui A fata
de Ay = a9 = 3a — 2b. Din aproape in aproape obtinem: a,, = (n + 1)a — nb,
n € N*. Din a) avem: x9, = 2na—(2n—2)b, Vn € N*. Atunci z14+22,12 = 2a,,
n € N*  adica X; si Xop,42 sunt simetrice fata de A,,, deci A,, n € N* este nod
de simetrie pentru M. Analog obtinem: b, = (n+41)b—na si T2 +Tomi1)41 =
xo+(2n+2)(b—a)+x1 = 2a—x1+(2n+2)b—(2n+2)a+z1 = (2n+2)b—2na =
2by,, deci X §i Xo(n41)41 sunt simetrice fata de By, Vn € N*.

Cum A si B sunt noduri de simetrie pentru M, deducem ca toate punctele
diviziunii construite sunt noduri de simetrie pentru M.

12. Se considerd n € N* gi numerele x1,2a,...,x, € [—1,1] astfel incdt

Ty + 22+ +x, =0. Sd se arate cd 3 + a5+ + a2 < Z
(Margareta Trif, Colegiul Economic ”Nicolae Titulescu”)
Solutie. Din z; € [-1,1], ¢ € {1,2,...,n} rezultd c& existd «a; € [— g, g}
astfel incat sina; = z;. Cum sin3a; = 3sina; — 4sin® a;, rezulta sin® o =
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1
Z(Ssinai —sin3w;), i € {1,2,...,n}. Atunci

Zx? = % <3Zn:a:i — zn:sin3ai>
i=1 i=1 i=1

n
Ipoteza 1
4

n
(sin3ay + sin3ag + -+ - +sin3a,) < —.

W

13. Dacd ay,az,...,a, € (0,00) i at + a3+ -+ a2 =n, sd se arate cd
1 + 1 4ot ; > -
1+aias 1+ asas 1+ap,a1 = 2

(Mihaela Zlamparet, Generalizarea unei probleme de la OM Belarus, 1999)

3

Solutie. Folosim inegalitatea:

2 2 2 2
ﬁ+ﬂ+...+x_"2(xl+$2+ + ) ;
ap  Q Qnp, o tag+-ta,
unde z; € R, a; € (0,00), i = 1,n. Atunci:
1 1 1 1
+ +o +
14+ aias 1+ asas l14+an_1a, 1+ayar
(1+1+---41)2 - n? _n?
T n+4aayt+axaz+--+aar  n+altai+--+a2 n+n 27
cu egalitate pentru ay = ag =--- =a, = 1.

14. Daca a,b,c,d sunt lungimile laturilor unui patrulater, sa se demon-

streze ca
a n b n c n d S
b+c+d—a a+c+d—b a+b+d—c a+b+c—d
(Horia Zlamparet)

2.

Soluti a 1_ a-b a-c o d
e da 2 20 tctda) 20tctda) 20tctda)

analog pentru ceilalti termeni. Daca E reprezinta membrul stang al inegalitatii
cerute, atunci

a—2b b—a
E_2_2<2(b+c+d—a) +2(a+c+d—b)>

B 2(a —b)?
_22(b+c+d—a)(a+c+d—v) =0,

deoarece a < b+ ¢ + d si analoagele pentru a, b, ¢, d laturile unui patrulater.
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15. Dacd ay,ag,...,a, € (0,00) si ay +ag + -+ a, =1, sd se arate cd
209 4 2009 . 2009 4 2009 . 2009 4 2009 1
2008 12008 T ;2008 ;2008 2008 2008 = 2007 °

q2009 4 32009 L } o
, Va,b > 0. Daca E reprezinta

Solutie. Se verifica ca

2008 | 32008 = ~ 9
membrul stang al inegalitatii cerute, atunci
ap+ay az+as anp +a1  2(ar+as+---+ay) 1
- 2 + 2 Tt 2 2 n 2007
1
cu egalitate pentru a; = as = -+ = a,, = —, deci inegalitatea de demonstrat
n
este slaba.
Clasa a X-a

4 5
1. Fiea,b,c,d € N* astfel incat log, b = 3 silog,. d = 6 Daca c—a = 37,
sa se calculeze b — d.

(Meda si Florin Bojor)

4
Solutie. log, b= 3= b= Vat € N* = (3)x € N* astfel incat a = z°.

5 .
log,d == d= Ved € N* = (3)y € N* astfel incat ¢ = 5.
Dinc—a=37=9y%—23=37= (y> — 2)(y* + y*z + 2?) =37

2
y -z =1 r=3 . o
:>{y4+y2x+x2:37 :>{y:2. Obtinem b — d = 49.

2. 8a se determine numerele naturale n > 2 pentru care log,, (n + 6) € Q.

(Meda si Florin Bojor)

Solutie. Din log, (n+ 6) > 1 si log, (n + 6) € Q deducem c& exista p,q € N,
p D
q

p > q, (p,q) = 1 astfel incat log, (n + 6) = =, adicd n + 6 = nv . Rezulta ca

ni € N. Notand ni = a, obtinem: n =a? gin+6 = aP, deci a? —a? =6 &
a?(a?~? — 1) = 6. Rezulta ca al6, deci a € {1,2,3,6}.
Se observa ca a = 1 nu convine.

Pentru a = 2 rezulta ¢ = 1 si p = 3, deci n = 2.

Pentru a = 3 rezulta ¢ = 1 si p = 2, deci n = 3.
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Pentru @ = 6 rezultd ¢ = 1 si 6P~ = 2, deci imposibil in N. Obtinem
n € {2,3}.

3. Se considerda numerele naturale m,n,p cu m,n,p > 2, avand proprieta-
tea ca
V34 V3P 4 V3m = 9.
Sa se demonstreze ca m = n = p. Generalizare.

(Gheorghe Boroica)

Solutie. Din inegalitatea mediilor rezulta:

m n n p m
\/3>+\/337+€3 Z\3/,?/3*”{1/3*1)5/73,”1

3:

3 l+£+ﬂ n2p+mp2+m,2n 3 g n2p-mp2-m2n
— 3m nTp — 3 3mnp > 3 3mnp — 3

Cum are loc egalitate in inegalitatea mediilor, vom avea /3" = /3P = {/3™

si n?p = m?n = mp?. Rezultd m =n = p.

Generalizare. Dacd m € N* gi ny,no,...,n, € N\{0,1} i
Wmnz 4+ Rmrs 44 Y 4 " s = n?,
atunci demonstrati cd ny =ng =+ = nyy,.

4. Sa se demonstreze ca pentru orice n € N, n > 2, avem:

n QTL
W<( +1)12( +2).

(Gheorghe Boroica)

Solutie. Din inegalitatea mediilor rezulta:

()3 = V(1-n2)(2(n— 1)2)..n-12 <

1-n?+2(n—1)>2+---+n-12
n

((k+1)n? — 2n(k* + k) + (K* + k?))

I
SM—‘
=
+
=
\To
I
SRS

[ n+172n(n( 1)6(2n71)+n(n271))

== (n+1)2(n+2).

n(n — 1)2 +n(n1)(2n1)] 1
12



§ Z Sa se rezolve ecuatia 212 3¢ + 5 get + 713 12 =1, pentru
x> 0.

(Vasile Giurgi, C. N. ”Dragos Vodad”, Sighetu Marmatie)

Solutie. Ecuatia data se scrie echivalent:
3 2% 2(27 + 37)

1+3w+1+2r_2r+3w+2‘

x T 1
Consideram functia f : [0,00) — R, f(z) = T+ 2 Deoarece T2 1- 1
x x x

rezultd cad functia f este concava pe [0, 00).

+ +

Din inegalitatea lui Jensen f(y1 5 y2> > ) 5 fy2)
=3" Ita il + 2 < 2(2° +37) litat t =0
y2 = 3" rezu a1+3I 1+2w_2w+3I+2cuegalaepenrux— .

6. Se considerda punctele distincte A, B,C,D,M,N,P,Q in plan, astfel
incit ABCD gi MNPQ sunt paralelograme, cu AB }f MN, BC ) NP si
AM )t BN.

a) Sa se arate cd se poate construi un patrulater XY ZT cu laturile de
lungime respectiv AM, BN, CP, DQ.

b) Sa se demonstreze ca daca XY ZT este romb, atunci paralelogramele
ABCD si MNPQ au acelasi centru.

, pentru y; = 2% i

(Dana si Cristian Heuberger)

Solutie. a) Se cunoaste proprietatea:
P. Fie z,y, z,t € (0,00). Existd un patrulater cu laturile de lungimi z,y, z,t <
.{ r<y+z+t

y<z+t+w
{ z<t+x+y
lt<z+y+-=z

Fiea,b,c,d,m,n,p,q € C, respectiv afixele punctelor A, B,C, D, M, N, P, Q.

ABCD este paralelogram = a 4+ ¢ = b+ d.
M N PQ este paralelogram = m +p=mn-+gq.
Scazand cele doua relatii obtinem:

(1) a—m+c—p=b—n+d—gq,

siapoi la —m| =|p—c)+ (b—n)+(d—q| <|p—c|+[b—n|+|d—q,
deci AM < BN + CP + DQ. Egalitatea are loc, daca si numai daca exista
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a, B € (0,00), astfel incdt p —c = a(b—n) si d — q = B(b — n) caz in care,
din (1) deducem a —m = (1 4+ a + 3)(b — n). Asadar vectorii AM si BN sunt
paraleli, fals. In concluzie, avem AM < BN + CP + DQ.

Analog se demonstreaza ca BN < CP+DQ+AM,CP < DQ+AM+BN
si DQ < AM + BN + CP, de unde rezulta concluzia.

b) Fie punctele O(0), E(a —m), F(b—n), G(c—p) si H(d — q).

y
F(b-n)
E(a-m)

G(c-p)
H(d-q)

— —
Observimca F =G & F=H < { a-c=m=p <:>{ &ZAE ;

b—d=n—gq BD = NQ
de unde rezultd AB||M N, fals. Asadar E # G si F # H.

Din AB }f MN, BC }f NP, mai obtinem a—m # b—n, b—n # c—p, c—p #
d—qsid—q # a—m,deci E, F,G, H sunt distincte. Cum EG = F'H, obtinem
ca punctele E, F, G, H nu sunt colinare. Deoarece zg + zg = zrp + 2y, EFGH
este paralelogram. Avem OF = OF = OG = OH, deci EFGH este inscris

in C(O,0F), asadar EFGH este dreptunghi. Obtinem ca { Z:;n_:qp__dc

)

deci { atc=m+p , agadar paralelogramele ABC'D si M N PQ au acelasi

b+d=n+gq
centru.

7. Se considera n € N, n > 6 gi e € C\R astfel incdt e™ = 1.

T T
Dacd z € C, astfel incat |z — e| < 2sin — si |z — 2| < 2sin —, sd se arate cd
n n

+3 -3
USMSQCOSU_
3n

2 cos

(Dana si Cristian Heuberger)
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Solutie. In planul complex, alegem cercul C(0,1), iar pentru k € {1,2,...,n —
n L 2km . 2km o .
1}\{5}, consideram ey, = cos — + isin — € C\ R, radéacind de ordinul n a
n n
unitatii. Avem z—:i = e9,. Consideram de asemenea punctele Ay (ex), Aak(eak)

T
si cercurile C(Ag,r) si C(Agk,r), unde r = A; Ay = 2sin —. Consideram un
n
numar z € C care verifica ipoteza, pentru € = ¢y.
Notam cu P imaginea sa in planul complex. Daca |z—eg| < rsi|z—eor| < 7,
atunci P(z) € D(Ag,r) N D(Azg, 7). Pentru ca intersectia si fie nevida, este
necesar ca

. km .om
(1) Ap A, < 2r < sin — < 2sin —.
n n

n
I.L1<k< 7 Relatia (1) este evident adevarata pentru k € {1,2}. Pentru

. . . 9T .o L 9T 1
k=3din (1) & sin —( 3 —4sin” — ] < 2sin — & sin” — > - < n < 6.
n n n n— 4
Folosind ipoteza, deducem ca n = 6, dar In acest caz obtinem e = €3 = —1,

fals. Pentru k > 3 obtinem analog c& (1) < n < 6, fals. Asadar k € {1,2}.
1) Pentru & = 1 notdm cu B si C punctele de intersectie ale cercurilor
C(A1,r) si C(Ag,r), ca in figura aldturats.

AY
A\ B
]
A,
0 >
: : L (n+3)m
Evident, punctele O, B si C sunt coliniare gi avem OC = 2 cos e, = |z¢|
n
: (n—3)r y y L .
si OB = 2cos TR |zp|. Dacd numérul z € C care verificd ipoteza, si P
n

este imaginea sa in planul complex, atunci P(z) € D(A1,r) ND(Aaz, 1), deci cel
mai mare modul al unei solutii este |zp| gi cel mai mic modul al unei solutii
este |z¢|, de unde rezulta concluzia.
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2) Pentru k = 2, punctele de intersectie ale cercurilor C(Ag,r) si C(Ayg,7)
aunt Az si D. Punctele O, D si As sunt coliniare si avem OAg = 1 = |z4,] s
m=3)r (n+3)m N s
OD = 4cos 3 cos — = |zp|. dacd numarul z € C verifica ipoteza,
n n
si P este imaginea sa in planul complex, atunci P(z) € D(Az,r) N D(Ay4, 1), si

cel mai mare modul al unei solutii este 1 gi cel mai mic modul al unei solutii

n+3)w n—3)r n—+3)w
este |zp|. Avem OC < OD@Qcos!<4cos( ) cos( ) &
3n 3n 3n
T m 1 T . . 5 .
cos <§ — —) > 5= cos 3 adevarat, deci daca pentru k& = 2, numarul z € C
n

verifica ipoteza, atunci OC' < OD < |z| < 1 < OB, adici este adevarata
concluzia.

n n

II. Pentru — < k<n—1,avem 1 < n—k < — gi deoarece €,,_ = &,
exista z € C astfel incat pentru e, sunt adevarate relatiile din ipoteza < exista
z € C astfel incat pentru €,_j sunt adevarate relatiile din ipoteza Ln_ke
{1,2} ke {n—-1,n-2}.

Deoarece pentru n — k € {1,2} si ,,_x se obtine concluzia (ca in IL.), iar
figura este simetrica fata de Oz, rezulta ca si pentruk € {n—1,n—2} siz € C
astfel incat pentru ¢, sunt adevarate relatiile din ipoteza, se deduce concluzia.

8. Se considerd a,b € R, a < b. Spunem cd functia [ are proprietatea (P),
dacd f:la,b) — [a,b) siVax € [a,b), f(z) € {z —1,z+1}.

a) Sa se demonstreze cd existd o functie injectivd cu proprietatea (P) daca
st numat daca b — a este un numar natural par.

b) Dacd functiile f,q : [a,b) — [a,b) au proprietatea (P) si functia go f
este bijectiva, sa se demonstreze ca f = g.

(Dana Heuberger, Lista scurtd pentru Olimpiada Nationald, 2008)
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Solutie. Sa observam mai Intai ca daca b — a < 2, nu exista functii cu
proprietatea (p), deoarece pentru z = %er € [a,b), avem = — 1 & [a,b) si
x4+ 1 ¢ [a,b). Asadar, pentru ca si existe functii ca In enunt, trebuie ca
b—a>2.

a) 7<" Exista n € N* astfel incat b — a = 2n. Se aratd usor ca functia
fo i la,b) = [a,), fo(x) = { . t e {Zigi_fﬁ;g D vk=Tn
este o solutie.

”=" Presupunem ci existd o functie injectiva f, cu proprietatea (P), pen-

trub—a=2n+r,cun € N*gire(0,2).
Deoarece pentru x € [a,a+ 1), avem cd x — 1 & [a, b), trebuie ca f(z) = x + 1,
Vo € [a,a +1). Asadar f(Ja,a + 1)) = [a+ 1,a + 2). Cum f este injec-
tivd, trebuie ca f([a + 2,a 4+ 3)) N f([a,a + 1)) = @. Obtinem f(x) = = + 1,
Ve la+2,a+3), deci f([a+2,a+3)) =[a+3,a+4). Inductiv se demon-
streazd cA Vk = 1,n, Vo € [a+2k —2,a+ 2k — 1), f(z) = 2 + 1. Atunci,
flla+2k—2,a4+2k—1))=[a+2k—1,a+2k),Vk=1,n.

I. Dacd r € (0,1), atunci Va € [b—r,b), avem z+1 ¢ [a,b), deci trebuie ca
f(x)y=xz—1,Vz €[b—rb), asadar f([b—r,b)) = f([a+2n,b)) = [a+2n—1,
b—1) Cla+2n—1,a+2n). Dar f([a+2n—2,a4+2n—1)) = [a+2n—1,a+2n),
contradictie cu injectivitatea lui f.

IT. Daca r € [1,2), atunci se aratd analog cd, pentru ca f si fie injectivé,
enecesar caVe € [b—1l,a+2n+1) C [a+2n,a+2n+1), avem f(x) # x — 1.
Dar z+1 ¢ [a,b), deci f(z) # x+ 1, contradictie. Asadar b—a = 2n i se arata
inductivca Vk=1,n, Ve € [b—2k+1,b—2k+2), f(z) =z —1, deci f = fo.

b) Daca b—a este un numar natural par si f : [a,b) — [a, ) are proprietatea
(P), se arata usor ca f injectiva < f surjectiva < f = fo.

Daca functiile f, g : [a,b) — [a,b) au proprietatea (P) si functia g o f este
bijectiva, atunci f este injectiva, deci b—a este un numar natural par. Deoarece
g este surjectiva, obtinem ca f =g = fy.

9. Fien € N, n > 3 gi multimile A, = {1,2,...,n} si Fp, = {f : 4, —
{0,1}}.

a) Sa se arate cd pentru orice k € N*, k <n—1sauk >2"—n+1, nu
existd functiile distincte f1, fa,..., fx € Fn, astfel incdt functia gy : A, — R,
gk = f1+ fo+ -+ fi sa fie injectiva.

b) Sa se arate ca pentru orice k € {n—1,n,...,2" —n+1} existd functiile
distincte f1, fo, ..., fx € Fn, astfel incat functia gi : A, = R, g = f1 + fo+
-« 4 fr este injectiva.
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(Dana Heuberger, Lista scurtd pentru Olimpiada Nationald, 2008)

Solutie. a) Exista 2" functii in multimea F,,. Evident, trebuie s& avem k > 2.
Presupunem ca pentru k < n — 1 exista functii gx : A, — R cu proprietatea
din enunt. Atunci, Vi € {1,2,...,n}, gx(i) < k < n — 1, deci g nu poate fi
injectiva, contradictie.

Presupunem ca pentru k > 2" —n + 1 exista functii g : A, — R cu
proprietatea din enunt. Functia gon : A, — R, gon = f1 + fo + -+ + fon este
constantd, cici gon (i) = 2771, Vi € A,. Pentru ca eliminand din gon cel mult
n— 2 dintre functii, suma ramasa sa fie o functie injectiva, este necesar ca suma
functiilor eliminate sa fie injectiva, ceea ce este imposibil, conform primei parti
a demonstratiei.

b) Pentru k = n — 1, o solutie este functia ¢g,—1: A, = R, g, = f1 + fo +

0, k<n-—t
-~-+fn71,undeft(k)={1’ k;zit,VtE{l,Q,...,n—l}.

Pentru o functie f € F,,, numim complementara acesteia, functia f: A, — {0, 1},

)

flx) = { (1)’ ;Eg i(l) . Vom demonstra mai mult, si anume ca din orice
solutie g,_1 : A, — R a problemei, putem construi o solutie g : 4, — R a
problemei, cu k € {n,n+1,...,2" —n+1}. De fapt, oricum am alege o solutie

gn_1 : An — R a problemei, printre functiile fi, fo,..., fn—_1 din componenta
acesteia nu putem avea doua functii complementare. int]r—adev:?ur7 pentrun = 3,
ar rezulta ca go(i) = 1, Vi € A,,, fals, iar pentrun > 4, aceasta ar implica faptul
ca am avea o solutie g,—3 : A, — R a problemei, ceea ce, conform punctului a)
este fals. In plus, printre functiile f1, fo,..., fn_1 existd maximum una dintre
functiile g, g: A, — {0,1}, g(z) =0,V € A, sig(x) =1,Va € A,.

Pentru t € {1,2,...,2""t —n+ 1}, alegem functiile f,, f,,, fn+1,fn+1, R
frat—1, ?m—t—l : A, — R, distincte si diferite de f1, fo, ..., fn_1. Astfel, pentru
t =271 —n+1, riman neselectate complementarele functiilor fi, fa, ..., fa—1.
Deoarece (fnJri—i—fnJri)(j) =1,Vi=0,t—1siVj € A,, functia gpy2:—1 : A —
R, gntot—1 = gn-1 +fn+fn+~ co fre—1 +?n+t_1 este in continuare injectiva.
Pentru t € {1,2,...,2"1 — n}, definim functia

In+2t—1 +g7 gg{fluf?w”?fnfl}

A, — R = { i .
n+at " » Gnt2t gn+2t—1 +g7 ge {flaf27"',fn—l}
Functia g, 12 este de asemenea injectiva, Vt € {1,2,...,2""1 —n}.

10. Sd se rezolve ecuatia 2% + 2 - 471 = 3{e} unde [2] si {2} reprezintd
respectiv partea intreagd si partea fractionard a numarului real x.
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(Dana Heuberger)

Solutie. Deoarece {x} € [0,1), rezulti ci 3%} € [1,3). Daca [x] > 0, atunci
27 4241 > 20 1.9.40 = 3 fals. Deci [z] < —1.
Daci [r] < —1, atunci z < —1 g 2% +2 -4 <271 4 2.4 = 1 fals.

1
Analizim cazul [z] = —1. Ecuatia devine 27! .2{e} 1 2. 1= 3{#}. Notand

t t

2 1
{z} = t, obtinem ecuatia (§> + <§> = 2 cu solutia unica ¢t = 0. Deci x = —1

este unica solutie a ecuatiei date.

11. Sa se arate ca pentru orice n,p € N*,

_r _n n P p "
37" +3 < + <1
n+1 p+1

(Ludovic Longaver, Liceul ”Németh Laszlo”)

Solutie. Din inegalitatea lui Bernoulli (1 + x)¥ > 1+ kz, x > —1, k € N*,
1

pentru x = — si k = p obtinem:
n

1\P P
(1) <1+—> 21+£:»< “ ) <
n n n—+1 n+p

1
Analog pentru z = — gi k = n obtinem
p

1 n n
2) (1+—> 21+E:><L> < 2
P P p+1 n+p

n \? p \"
Din (1) si (2) prin adunare obtinem (TL—H> + <m> <1

1 n
Se gtie ca <1+7> < 3. Atunci
n
1 p P p yd
<1+—) <3W;»< r ) > 3%
n n+1
1 n n n
<1+7) <3?$<L) >3
P p+1

( n\ P \" R
Dec1( ) —|—< ) >3 n4+3 7.
n+1 p+1
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(22 +a8+1lgz=y+13
12. Sa se rezolve sistemul: v+t +lgy =2+ 23
24+ +lgz=a+23

(Nicolae Muguroia)

Solutie. Fie 0 < z < y. Atunci:
{ 1'2 < y2
w6§y6 él’2+l’6+lgI§y2+y6+lgy;>y+y3SZJFZS'
lgz <lgy
Obtinem y < z. Analog z < z. Deci z <y < z < z. Atunci x =y = z si din
prima ecuatie rezulta
(1) P4 Flgr=a+a2® =2 +25 +lga® =z +2° +lgu.

Consideram functia g : (0,00) — R, g(z) = = + 23 + lgx. Evident g este o
functie strict crescatoare, fiind o suma de functii strict crescatoare.

Din (1) obtinem: g(x2?) = g(x); din injectivitatea functiei g rezulta z? = ,
x > 0. Deci x = 1. Atunci solutia sistemului este x =y = z = 1.

13. Sd se arate cd Y, cos(txy a9 £ - L x,) < 27 (cos T1Ty .. .xn)n,

T
unden € N, n > 2, iar r1,x2,...,&Ty € (0, —), suma efectuandu-se dupd toate

2

cele 2™ alegeri ale semnelor ”—7 gi "+7.

(Nicoloae Musuroia, Ion Savu)

Solutie. Prin inductie dupa n se arata ca

1
(1) COS X1 COSTy ...COSTy = on Zcos(j:acl taot--Lta,).

m
Consideram functia f : [0, —) — R, f(z) = Incosz, care este o functie des-
crescatoare, fiind compusa dintr-o functie crescatoare si una descrescatoare.

T

Cum functia g : [O, 5) — (0,1], g(x) = cosz este concavd, iar functia h :
(0,1] — R, h(z) = Inx este concava si crescitoare, obtinem ca functia f = hog
este concava. Din inegalitatea lui Jensen si inegalitatea mediilor, si deoarece
functia f este descrescatoare, rezulta:

f(@1) + f@2) + - + f(zn) <f<9€1+9€2+"'+96n
n - n

) < f(vmms ),
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deci
Flan) + f@o) + -+ f(@n) < nf (/@@ @),
adica
Incoszy +Incosze + -+ +Incosz, <nlncos Yr1x2... 2.

Obtinem coszp - cos Ty ...cos T, < (cos /T Ts ... xn)n Folosind (1) rezulta

concluzia.

14. Se considera n € N*. Sa se determine numerele x1,T2,...,T, €
(0,00), stiind ca

1
mllog25 4 x120g25 B % <x% +ai4 4 xfl) .
(Crina Petrutiu)

Solutie. Se verifica

(1) 1825 ¢ > L 2?, Vo >0
- 25 b

cu egalitate pentru z = 25. Atunci

1 1 1
% (gj% + x% + -+ xi) _ $10g25 1 + xZogQO T2 S xi;)g% Tn

1 2 2 2
> o (et +ad o tal),
deci avem egalitate numai daca r1 = 2o = --- = x,, = 25.

15. Dacd ¢,d € R gia,b € (0,1) sau a,b € (1,00), sd se arate cd

5 G ac> a?
‘?=>n(— — .
cd - 1In b_ln(bd ln(bc>

(Ovidiu T. Pop, Colegiul National ”Mihai Eminescu”, Satu Mare)
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. . . Ina® —Inb? Ina?—Inbe 9
Solutie. Trebuie demonstrat ca . < (Ina — Inbd)=.

Ved Ved
Dar

lna® —Ilnd? lna® —Inbde clna—dlnb dlnafclnb

Jed  Jed

: ([m_ﬁ> (fZa o)

d
=In?a+1Inb— <f + E) Inalnb
c d

<In®a+In’b—2Inalnb = (Ina — Inb)2.

Clasa a XI-a
n 1

1. Se considerd sirul (x,)n>1, unde x, = Z

g2 n € N*. Sa se arate
=1

ca girul este convergent.

(Gheorghe Boroica)

Solutie. Prin inductie matematici se demonstreaza ca 3" > n?, Vn € N*.
Deoarece

1
(1) xn+1—xn:3n+1_—(n+1)z>0,Vn€N,

girul (z,,)n>1 este strict crescator. Cum

2 =
1 n
=53+ (

k=2

1
k2

[\DlP—‘
N)I)—l
Ms
o

—_

8
3
I
[
w
Ea

3 _ k2

~
Il
-
~
||

3

+

w\H
N——

HW
=
c,ol
=

[t
|
\
N

N = N =
ol
||
[\v]

DO |

Vn > 2, deducem ca girul dat este marginit superior. Folosind aceasta, relatia
(1) si teorema lui Weierstrass, deducem ca girul dat este convergent.

2. Fiem € N, m > 2. Definim sirul (x%m))nzl prin:
1 1 1
M4 — -t — Vn>1
2m - 3m nm
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a) Sd se arate cd girul (x%m))nzl este convergent.

b) Notind cu l,, = lim xﬁ{”), sa se determine k € N pentru care existd,
n—oo
este finitd si nenuld limita lim nk(l,, — :cEZ")).
n—oo

(Costel Chites, Olimpiada locald, Bucuresti, 2008)

1
Solutie. a) Deoarece acfﬁ)l — 2™ = e >0,Vn € N*si
n
11 1 ~ 1
(m) « »(2) =14+ — 4+ — 4. 40— < -
2™ < g gttt ﬂﬂ_+g¥%*ﬂ

n
1 1 1
=1 o) =2--<2
+kZ:2<k—1 k:) n

Vn € N* gi m > 2, rezulta ca sirul (x%m))nzl este strict crescator si marginit
superior, deci convergent.

b) Fie
U — x%m)
Ly, = lim n*(l,, —xglm)) = lim nkferlmf = lim nF~m*1q,,
n—oo n—oo W n—oo
unde a,, = n™ (1, — x;m)).
Din lema lui Stolz-Cesaro (cazul 3 ) obtinem:
1
lim = lim x%m) _ xsler)l = lim ___(edDm
n—oo Un = nooo — L _1 T o nmTlo(ntl)ym—1
(n+1)m—1 nm—1 nm=L(nt1)m—1
nmfl
= 1.
ne (- D)[(n+ 1)1 =0 T]
n nm—Q 1

lim : .
n—oon+1 CL_ npm=240C2 nm=34... 4 C’:‘Z:% m—1

(0, k<m-—1
Asadar, L,, = 7}1—{20 pk—mtlg, = { 1 o k—m —1 »de unde rezulta ca
m—
\ +oo, k>m-—1

ne convine k = m — 1.
3. Se considerd sirurile reale (Tn)n>1, (Yn)n>1, care verifica proprietdtile:

(1) Xy - yn #0, V0 > 1 gi (i) existd lim z, = lim y, =0.
n—oo n—oo
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T, + Yo
3 +yp
b) Sd se decida dacd existd doud siruri reale (Tn)n>1, (Yn)n>1 Cu pro-
prietatile
(1) Tp-yn #0,¥n > 1 (i) existd lim x, = lim y, = 0.

a) Sa se arate cd sirul (o)n>1 cu a, = Vn > 1, are limitd.

n—oo n—oo
(#ii) sirul (Bn)n>1 definit prin B, = ———=-, Vn > 1, nu are limitd.
N Ty — Yn

(Costel Chites, Colegiul National de Informatica ”T. Vianu” Bucuresti)

Solutie. a) Utilizdnd ipoteza si inegalitatea modulului, obtinem:

3 5 3 5 3 5
_ n Ty n n n
|20 +ynl |23l [ I 4 B (7]

ol B o 0,
w2 +yb T a2 4yt ol +yp x%+ 4 [l + Iyl =2,

Agadar, lim «, =0.
n—oo

b) Fie y3 — 22 = a,, n > 1, deci y, = /22 + an, unde (a,)n>1 este un sir
convenabil ales. Atunci avem:
9 946 ap + 22)% — 228 a8
:y”3 2”:(n n) " —a? 4 3a, - 22 + 3z -T2 0> 1.
Yy — a2 an an

B

Alegand acum sirul a,, = 28*?, ¥n > 1, unde p € N, p impar si z, un sir

(="
alternant care tinde la zero, de exemplu z,, = , deducem cé sirul (5,,)n>1
" >
6
. IRY] . "1:71 . LRY]
nu are limita deoarece a,, — 0, x, — 0 g1 — = — hu are limita.
an T

4. Fien € N, n > 2. Daca A € M,(R), cu proprietatea cd
AT = A5 L A+ A3+ A2+ A+ 1,
sa se arate cd det(A) > 0.
(Costel Chites, Colegiul National de Informatica ”T. Vianu” Bucuresti)
Solutie. Pe parcursul solutiei o sa folosim urméatoarea proprietate.
Lema. Dacd A,B € M,(R) si AB = BA, unde n € I[N, n > 2, atunci
det(A? + B?) > 0.

Relatia data se scrie A” = (A+1,,)(A*+ A%+ 1,,). Trecand la determinanti
se obtine

(1) (det A)7 = det(A + I,,) det(A* + A% 4+ 1,).
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Relatia din ipoteza se mai scrie A(A% — A* — A3 — A2 —A—1,)=1,.
Trecand aici la determinanti vom gasi ca

(2) det A # 0.
Pe de altd parte, adunand AS in relatia dati, obtinem:
ASA+1,)= A+ AP+ A+ A + A + A+ 1,
de unde
(3)  (det A)®-det(A+1I,) =det(AS + A° + A* + A3 + A2+ A+ 1,).
Dacd X € M,(R) si e € C\R (n > 2), atunci
det(X — el,)(X —l,) = det(X — eI,,) det(X — el,,)
= det(X — eI,,)det(X — ¢I,,) = | det(X —&I,,)|* > 0.

Folosind relatia anterioara si considerand radacinile de ordinul sapte a unitatii
1, e, e2 ¢, &, % €5, vom avea ci

det(A® +A° + A* + A3+ A+ A+ 1,,)

= det[(A — el,)(A — %L,)(A — €31, (A — €*1,,)) (A — €°1,,) (A — £51,,)]

= det[(A—el,)(A—EL,)] det[(A—e>I,)(A—e2I,)] det[(A—£31,) (A—€31,,)]

> 0.

4 2 2, 1 ’ V3 oy? :

Deoarece det(A* + A% + I,,) = det [(A + §In> + (71’”> } > 0, folosind

(1) si (2) obtinem ca numerele det A si det(A+I,,) au acelagi semn. Din relatia
(3) deducem acum ca det(A + I,,) > 0, deci det A > 0.

5. Se considerd mulfimea A = {U € Son

n 2n

Yoo()— X o) = n2}-

i=1 j=n+1

a) Pentrun = 2, sd se determine multimea A.

b) Pentrumn € N, n > 2, sa se determine numarul elementelor mulfimii A.

(Traian Covaciu, Colegiul National ”Vasile Lucaciu”)

Solutie. a) Avem ca 0 € A & o € Sysio(l)+0(2) —(0(3) +0(4)) > 4
Deoarece o(1)+0(2) < 7gio(3)+0(4) > 3, avem o(1)+0(2)—(0(3)+0(4 )) <4
Folosind relatia din ipotezd obtinem ci (1) + 0(2) =7 si 0(3) + 0(4) =
Agadar, A = {01,02,03,04}, unde o1 = (1 2 3 4) = ( 2 3 4)
) 9 ) ) 9 4 3 1 2 ) 3 2 1 )

_<1234> _<1234>
93=\3 41 2)%%7\3 4 2 1)
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b) Daca o € Sa,, atunci:

" n(3n+1
dooi)<2m+@n—1)+-+(n+1)= %;
i=1
- 1
3 o() <1424 4n= @
j=n+1
Asadar,
n 2n
) L _nBn+1) nn+1) 9
) > o) - 3 o)< Y _nt U
1=1 j=n+1
n 2n
Relatia 0 € A < 0 € Sa, 851 > 0(i) — > o(j) > n? Conform relatiei (1)
i=1 j=n+1
n n(3n+1 2n n(n+1
vom avea egalitate, deci Y o (i) = n(3n +1) si Y, o(j) = g
i=1 2 j=n+1 2
Deducem ca numerele o(1),0(2),...,0(n) € {n+1,n+ 2,...,2n} si acestea

pot fi alese in n! moduri. La fiecare din aceste posibilitdti, numerele o(n + 1),
on+2),...,0(2n) € {1,2,...,n} si ele pot fi alese tot in n! moduri. Atunci
card A = (n!)? conform regulii produsului.

1
6. Sd se determine a > 0, astfel incat —> (a-x)'~%, Vo > 0.

8

(Cristian Heuberger)

Solutie. Inmultind inegalitatea cu a -z obtinem a > (a-7)?~% Vz > 0siprin
logaritmare naturald Ina > (2 — z)(Ina + Inx), Vo > 0. Observam ca pentru
x = 1 are loc egalitatea si deci z = 1 este punct de maxim local al functiei
f:(0,400) = R, f(z) = (2—z)(Ina + Inz). Conform teoremei lui Férmat

f/(1)=0sicum f'(z) = —(Ina+1nz) + 2;
Pentru @ = e, obtinem f : (0,+00) — R, f(z) = (2 —2)(1 + Inx) si

rezulta imediat a = e.

2—zx 2
f'(x) = —(14+Inzx)+——= —2—Inxz+—. Evident f’ este strict descrescitoare,
x x
singurul punct critic fiind agsadar x = 1.
Tabelul de variatie al functiei f este:

T 0 1 +00
f©)|] ++++++ 0 - - - ————— - — - — — — ——
() | | / 1 N\
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Rezultd 1 > f(z), Vo > 0, adicd Ine > (2 —z)(Ine+ Inz), Va > 0.

—_

Obtinem — > (e-x)'7%, Vz > 0, deci a = e este unica solutjie.

8

1

7. Dacd xg > 0, sd se demonstreze cd sirul (p)n>0, Tni1 = — (e ,)2 7%
= e

este convergent si sa se calculeze limita acestuia.
(Cristian Heuberger)
Solutie. Pentru xy = 0 sirul este constant nul si deci convergent la 0. Pentru

g = 1 sirul este constant, convergent la 1.
Consideram in continuare xg > 0, z¢o # 1. Evident toti termenii sunt strict

1
pozitivi. Se poate demonstra ci —(e-z)27% < 1, Vo > 0, egalitatea avand loc

doar pentru x = 1. Rezulta ca toti termenii incepand cu cel de rang 1 sunt
situati in (0,1). Sirul este agadar marginit.

1 1
Dacd z; < —, rezultd zo = —(e - x1)?7% = 14 (e~x1)17“’1 <z < -.
(& (& ———— (&

€(0,1)

Evident, inductiv, se demonstreaza ca sirul este strict descrescator.

Daca x1 = —, girul este constant, convergent la —.
e e

1
Dacd 21 > —, rezultd x5 = —(e-21)>™® = xy(e-2)'™" > 27 > =,
e e ———— (&

€(1,+00)
Evident, inductiv se demonstreaza ca girul este strict crescator.
In oricare dintre situatii, conform teoremei lui Weierstrass, sirul este con-
vergent. Dac8 notdm L = lim x,, € [0, 1] si daca trecem la limité in relatia de
n—oo

1
recurenti, obtinem L = — (e - L)2~L sau echivalent L = L(e- L)' ~L.
e

1
Solutiile acestei ecuatii fiind 0, — sau 1 si tindnd seama de monotoniile

posibile ale girului si de cele precizate initial, deducem ca

( 1
{0, dack ay € [0, f)
H e
1
L= { —, daca z; = -
e e
i 1
''1, daca x € (7,1}
\ e
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8. Fie P € {p?|p numdr prim, p > 3} si A € M,(P). Sd se arate cd
247~ det(A).

(Ludovic Longaver, Liceul ”Németh Laszlo”)

Solutie. Cum p este numar prim, p > 3, restul impartirii numarului p la 12 nu
poate fi 0,2,3,4,6,8,9,10. Raméne cap € {12-q+r|lg e N, r € {1,5,7,11}}.
Atunci

p? € {144¢% 4+ 24qr +r* |r? € {1,25,,49,121}, g € N} =

p? € {24q+1|q e N*}.
Elementele matricei A sunt de forma 24k + 1, k € N*. Scadem prima linie din

celelalte linii si dam factor comun pe 24 de pe fiecare din liniile 2,3,...,n ale
determinantului matricei A. Se obtine in acest mod concluzia dorita.

9. Sa se determine f:(0,00) = R, cu f(1) = 0, pentru care existd g :
(0,00) =R astfel ca
. 1 1
f(z) = lim (1+7+~~+— —g(xy)) , Vo € (0,00).
STy ]
(Cristinel Mortici, Targovigte)

1 1 1
Solutie. Se stie ca sirul (Cy)n>1, Cn = 1+ 5—&— g—i—- -++ ——Inn este convergent
= n
gi are limita egald cu C' (C este constanta lui Euler).

Atunci, conform ipotezei, avem ca
fz) = lim (Cly) +1nfy] — g(z-y)), Yz > 0.
Pentru z = 1 avem:

J(1) = Jim (Cpyy + Infy] = g(y)) "= Jim (Clayy + Infay] — g(a)).

Yy—oo

Asgadar, pentru orice x > 0,

flz) = lim (Cry) +nfy] + (Clay) + Infary] — g(2y)) = (Clay + In[zy])

= UILIEO (C[y] — C[zy] —1In %) + f(1)

=C—-C—-lnz+0=—In=x.
Functia f: (0,00) = R, f(z) = —Inz, Yz > 0 este solutie pentru problema.

S %

10. Sa se calculeze lim (1 + %)15“19‘
n—oo
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(Nicolae Muguroia)

Solutie. Limita ceruta este:

( 1) X o s Y
14—
n

L™ lim

n—oo

1<i<j<n —e 1<i<j<n

Il
Y
g
/-~
(]
g -
=
N~
()
I
(]
el
| I
I
me
l:.
83
[
/N
M-
5._.
st
N~
|
Nill\gt
==
| I

deoarece folosind teorema lui Stolz-Cesaro, avem:
> = 1 —
lim lim — Y2t jim m -9 si

lim = lim =

11. Se considera n € N*, multimile A = {a1,az,...,a3,4+1} C [1,3") st

M= {X: (;C ?:ib> eMz(R)|a,b,c,deA}.

Sa se arate ca in M exista cel putin o matrice X cu det(X) < 0.

(Nicolae Muguroia)

Solutie. Partitionam intervalul [1,3") in n intervale disjuncte I;, = [3¥~1, 3%),
k=1,2,...,n. Din ipoteza, In cele n intervale se gasesc 3n + 1 elemente ale
multimii A. Conform principiului lui Dirichlet, va exista un interval I, in care
si se afle cel putin patru elemente din A. Fie a,b,c,d € [3P71,3P). Atunci:
a-d<9Psi9bc>9-3P71.3P71 = 9P deci det(X) = ad — 9bc < 0.

. a 3b
Asadar, matricea X = <3c d

12. Se considerd matricele A, B,C € M2(R) care comutd doud cdte doud
si det(AB + BC + CA) =0. Sa se arate ca:

det(A% 4+ B? + C* + a(AB + BC + CA) > 0,
pentru o € [—1,2].

) € M verifica relatia ceruta.
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(Nicolae Muguroia)

Solutie. Consideram functia polinomiala
f:R =R, f(z)=det(A? + B>+ C? + 2(AB + BC + CA)).
Atunci avem:
f(2)=det(A+ B+ C)? = (det(A+B+C)*>0
si
f(=1) = det(A% + B>+ C? — AB — BC — CA) = det(A% + B> + C?) > 0.
Deoarece f(z) = z2det(AB + BC + CA) + 3- X +det(A*> + B>+ C?), 3R

si det(AB + BC + CA) 2 0, rezulta ca f(z) = 8- X + det(A2 + B2 + C?),
deci f este o functie de gradul intai sau o functie constanta. Din f(2) > 0 si
f(=1) > 0 deducem ca f(x) > 0 pentru orice « € [—1,2].

13. Fiem,n € N* i A € M,, ,(R). Sa se arate cd
a) A AT = Oy & A= Oy .
b) Dacd m < n, existd A € My, n(R) astfel incat det(A - AT) #£ 0.
¢) Dacd m > n, atunci det(A - AT) = 0.
(Ovidiu T. Pop, Colegiul National ”Mihai Eminescu” Satu Mare)
Solutie. Fie A = (a;;) 1Sigm. Atunci

sSJisn

a1 a2 ... Qin aix azir ... Qmi
A- AT _ a21 @22 v A2 @12 az2 cee Am?2
Am1 Am2 ... (mn A1p A2n ... (Gmn
deci
afl +a%2 +~~+a%n aiia21 + ai2a22 + -+ + aina2n ... a11G6m1 +a12am2 + -+ a1nQmn
4.AT — a21a11 + a22a12 + - -+ + a2nain agl + a§2 + -+ agn ... a21am1 + a22am2 + -+ a2namn
am1611 + am2a12 + -+ GmnGin  Am1021 + am2a22 + -+ amna2n ... a?,+a2,+ - +a2,

a) Dacd A = Oy, p, atunci rezultd in mod evident ca
(1) A-AT = Opn.

Dacid A - AT = Oy, 1, atunci din relatia (1) rezultd ci si elementele de
pe diagonala principald sunt nule, de unde a;; = 0, Vi € {1,2,...,m} i
Vjie{l,2,...,n}, deci A= Opp.
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1 0 O 0 0 0
b) Ludam A = O 1 0 O O 0 si atunci A - AT = I,
o0 o0 ... 10 ... 0
deci det(A - AT) =det I, =1 # 0.
ail a12 e A1n 0o ... 0
c) Considerdim matricea B = a_21 a?g a?" 0 0 €
Ami Am2 -+ Qmp 0 ... 0

Mo (R).

Prin calcul se arata ca
(2) B-BT = 4. At
Folosind relatia (2), avem:
det(A- AT) = det(B - BT) = det(B) - det(BT) =0
céci det(B) = 0.
14. Fie A € M, (C) o matrice cu proprietatea
S(A) =8(A*) =---=85(A") =0

unde S(AF) este suma tuturor elementelor matricei A*, k =1, n.
Sa se arate ca:
a) Determinantul matricei A este egal cu zero.
b) S(A*) =0, pentru orice k € N*.
¢) Sa se dea exemplu de matrice nenuld A cu proprietatea din enunt.

(Vasile Pop, Concursul interjudetean ”Al. Papiu Ilarian”, 2008)

Solutie. Din teorema Cayley-Hamilton obtinem:

(1) A" — o1 A" 400 A™ 2 — o (= 1)" o1 A+ (—1)" det(A) ], = O,.
a) Aplicdm S in (1):

S(A™) =01 S(A" N 4028(A™ ) = (= 1)" Lo, 1 S(A)+(—1)" det(A)n = 0.

Din ipoteza si aceasta ultima relatie, rezulta det(A) = 0.
b) Inmultim in (1) cu A:

(2) A" — g A" 4 g AV — o (1) o, 1 A2 (—1)" det(A)A = O,,.

Aplicdm S in (2):

S(A™ Y01 S(A" Hoa S(A™ ) - (=1)" Lo, 1 S(APHH{(—1)" det(A)S(A)=0.
83



. A?////}///// 7 g

Din ipotezi rezultd S(A™+!) = 0. Inmultim in (1) cu A2:
(3) A™2 — g A L gu A" — g (—1)" a1 AP 4 (—1)" det(A) A% = O,

Aplicim S in (3) si deducem cd S(A"*2) = 0. Prin inductie se aratd ci
S(A™t™) =0, Vm € N*.

1 00 ... 0
100 ... 0
A= 0 0 0 0
0 00 ... 0

Prin inductie se aratd cd A™ = A, ¥Vm € N*. Atunci S(A™) = S(4) = 0,
Vm e N*.

15. Fie fi1, fo, f3, fa : C — C functii de grad cel mult doi. Sa se demon-
streze cd pentru orice numere aji,as,as,ay € C are loc egalitatea:

filar)  fi(az) fi(as) fi(as)
falar)  falaz) fa(as)  fa(as)
falar) fa(az) fs(az) f3(aq)
fa(ar)  falaz) fa(as) fa(aq)

(Magda Visovan, Liceul ”Regele Ferdinand, Sighetu Marmatiei”)

=0.

Solutie. Daca printre numerele a1, as, as, a4 exista cel putin doua egale, atunci
determinantul cerut are doua coloane identice si In consecinta el este egal cu 0.

Presupunem in continuare ca numerele a1, as, as, as sunt distincte si con-
sideram functia F': C — C,

filar) filaz) filas) fi(z)
Fla) = folar)  fa(az)  falas)  fo(z)
fa(a1)  fi(az) f3(as) f3(x)|

fa(ar)  fa(az) falaz) fa(z)

Daca dezvoltam determinantul anterior dupa ultima coloana, obtinem o functie
polinomiald de grad cel mult doi in . Cum F(a;) = F(az) = F(a3z) = 0,
deducem ca functia F' are cel putin trei rddacini complexe distincte, deci F
este functia nuld. Atunci F(a4) = 0, de unde se obtine concluzia problemei.

Clasa a XII-a

1. Se considerd numdralp € [1,00) si siral 2, = 35 e
. e constaera numaru , OO 7 §ITrUt Ly = =V, N .
P $é b1 (k +n)1’ +1

Sa se calculeze lim x,.
n—oo
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(Gheorghe Boroica)

Solutie. Deoarece

1 (k +n)r! o Etnprt (ktn)r 1

k+n+tl (k+tnp+(k+np !t = (k+np+1 = (k+nP  k+n

Insuméand, obtinem:

" 1 - 1 not
— <z, < = by.
Z;k+n+1_z ;:k+n

=1

Atunci
1 1

1 by 4 ——— — <z, < by
M) Tl nr1 oS

. N R bl : : y
Cum lim b, = lim — ) = / dx = In2, obtinem din (1) ca

n—oo n—»c>o’r[,k:1]_-|—H 0 1+I

lim z, =In2.

2. Se considerd ecuatia x° + 23 — a = 0, unde a € (2,10).
Notand cu x1,x2,T3, T4, x5 radacinile ecuatiei, sa se arate ca

S (m(a))? > 113

k=1
(Gheorghe Boroica)

Solutie. Consideram functia f : R — R, f(z) = 2° + 2% — a. Evident f este o

3
functie continud si strict crescitoare. Cum f(1) - f(§> < 0, ecuatia f(xz) =0

3
are o unica radacina reala, xz; € (1, 3) Atunci radacinile ecuatiei f(z) =0

sunt: x1, To = ay +b1i, x3 = To, T4 = ag + boi, T5 = T4, unde a1, as, by, by € R,

by - by # 0.

Din z1 4+ z9 + 23 + x4 + x5 = 0, rezultd 2(ay + a2) = —x1, deci
3 1

1 e(-2,-2).

(1) a1+ as < 1 2)

Din 2% + 23 + 23 + 23 + 2% = —2, rezultd

(2) x} +2(af +a3) +2 = 2(b] + b3).
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1
Cum (a; + az)? < 2(a? + a3), din (1) deducem ci 2(a? + a3) > 7 iar din (2)
obtinem:
13

1
2(bf+b§)>m?+1+2>q,

8 , 13
adicd ) (Imux;)* > R
i=1

1 2v/3
dr < \/_
V8r —x2 —12 3

(Lucian Dragomir, Otelu Rosu)

5
3. Sa se arate ca 1l < /
3

Solutie. Consideram functia f : [3,5] — R, f(z) = —2? + 82 — 12. Deducem

1 1
cd f(z) >3, Va € [3,5], deci < —,z€[3,5].
fr) V3
Pe de alta parte f(z) = (z — 2)(6 — ) si cu inegalitatea mediilor avem
—-246—
(x—2)(6—2x) < % =2,Vz € [3,5]. Integrand intre 3 si 5, dubla

1
inegalitate 3 < ,b], obtinem concluzia problemei.

1 1
<-——— <. z€[3
V@)~ V3

4. Pe multimea R se defineste legea de compozitie "x” astfel incat:
a) 24 =3;
b) (l’y)* (CL’Z) :.’E(y*Z)7 Vz,y,z € R;
o) (x+y)x(x+2)=x+ (y*2), Vr,y,2z € R.

1
i) Sa se calculeze 1 %2, 2% 2, 153

1) Sa se determine numdrul perechilor ordonate (a,b) de numere naturale
nenule pentru care a x b = 2009.

(Lucian Dragomir, Otelu Rosu)
r=2=2z
y=1
y:z=0:b>O*O:x-(0*0),Vm€R:>0*0:0.

y=2=0==zxx=x+(0%0)=z*xx =1
Prin urmare 2 %2 = 2.

S b 3
Solutie. 1) }:>2*4:2~(1*2)é1*2:§.
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o)

1
i) 1x2=(1+0)x (1+1) 1+ (0% 1) =01 = .

= x
y=0 }:b>0*x:x«(0*1):>0*m:f,Vx€R.
z=1 2
z
y:()cz)x*(x—l—z):x+(0*z):>x*(x+z) WeyZ

2

t—x x4+t
x*t:z*(z—&—(t—az))@z—&— 5=
. T+t

Demx*t:T,Vac,tER.

Din a * b = 2009, obtinem a + b = 4018, a,b € N*, deci avem 4017 perechi cu
proprietatea ceruta.

Nota redactiei. In enuntul initial al acestei probleme lipseste conditia c), fapt
pentru care ne cerem scuze.

5. Se considera o functie continud f : R — R pentru care

! 3
fRz—1D+fl—2)>z+2, VzeR g /f(m)dx:§
0

0
Sa se determine cel mai mare numar intreg k pentru care / f(z)dz > k.
-1
(Lucian Dragomir, Otelu Rosu)

Solutie. Integram inegalitatea din ipoteza:

1 1 1 5
Af(2m—1)dm+[) f(1—m)dxz[) (o +2)da =3

1 1 3 . 1
DarA f(l—z)da::A f(:c)dz—i Atunc1A f2x —1)dz > 1.

1
Facem schimbarea de variabila 2z — 1 = y si obtinem / fly)dy > 2.
-1

0 1 0 1
Deci/ f(y)dy+/ f(y)dy > 2 i din ipoteza rezulté/ fy)dy > 7 Numérul
—1 0 —1

maxim cautat este k = 0.
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arctg2 T
5 dx, pentru x > 0.

6. Sa se calculeze | —————
(1 + zarctgx)

(Vasile Giurgi, Colegiul National ”Dragos Voda” Sighetu Marmatiei)

s 1
Solutie. Facem substitutia arctgx =t € <O7 5) Atunci dzr =
¢

dt si
0s2 t th

integrala asociata devine

t2 1 t?
I'= : dt = [ ——————dt
(1+ttgt)? cos?t (cost + tsint)?

t —tcost t 1 !
- : —dt = — - dt
cost (cost+ tsint) cost \cost+ tsint

t 1 1
= . — + dt
cost cost-+tsint cos2t

= t + 1 +tgt+C
"~ cost cost+tsint & ’
D int * ¢ b
eoarece sint = ————, cost = —————, obtinem
1+ 22 V1+a2’

I (22 + 1) arctgx L
1+ zarctgx

7. Fie grupul (G,-) cu cel putin trei elemente. Dacd existd endomorfismul

surjectiv f : G — G, astfel incatVx,y € G\{e}, x £y, f(x-f(y)) = f(y-f(z)),
sa se demnstreze ca grupul este abelian.

(Dana Heuberger)

Solutie. Fie a,b € G\{e}, a # b. Din surjectivitatea functiei f rezulta ca
existd x,y € G\{e}, z Zy cu f(x) =asi f(y) = b. Relatia din ipoteza devine
f(z-b) = f(y-a). Deoarece f este morfism, obtinem:

(1) af(b)=>bf(a), VYa,be G\{e}, a#b.
Cazul 1. a? # e. Din (1) obtinem succesiv:
af(a®) = a®f(a) = f(a)f(a) = af(a) = f(a) = a.
Cazul 2. a® = e. Existd ¢ € G\{e}, ¢ # a. Din (1) obtinem:

af(ac) = acf(a) = f(a)f(c) = cf(a) =2 af(e).
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Deci f(a)f(c) = af(c) = f(a) = a.
Analog rezulta ca f(b) = b. Din (1) rezultd cd ab = ba, Va,b € G\{e}, a # b.
Obtinem ca ab = ba, Va,b € G.

8. Se considera a,b,c € R, cu a + b+c ¢ { 1 0}, tmunghzul ABC si

functia f : P — P, f(M)=Q, unde QMfa MAer MBJrc MC.
a) Sa se demonstreze cd f este bijectivd.
b) Daca pentru n € N* notam f,, = fo fo---of si
——

de n ori f

G={fulneNJU{f neN}U{lp},
sd se demonstreze cd G,0) este un grup cu toate elementele din G\{1p} de
ordin infinit.

(Dana Heuberger)
Solutie. Notam 73; vectorul de pozitie al punctului M.
= — — —
Din QM = aMA 4+ bM B + cMC, obtinem:
72 = 73 = (i — 7a7) + b5 — 7a7) + (73 — 730,

Atunci

ro = (14+a+b+c)ra — (ara + brg + crc).
Notaim o = 1+a+b+c#0; 4 =ara+brg+crg. Din f: P — P, f(M) =Q
rezulta

(*)

— —
T™mp — U

sl

Injectivitatea. Din f(M;) = f(Ms) = ara, — U = arag, — 4 e AL =
’IT[;, deci M1 = Mg.

Surjectivitatea. Aratam ca pentru orice punct @ € P, exista M € P astfel
incat f(M) = Q. Din f(M) = Q, rezultd 7o = arpy — w. Cum « # 0, existi
i = (7 + W),

b) Se verificd ugor ca (G,o) este grup. Aratam ci toate elementele din
G\{1p} au ordin infinit.

Fie f, € G\{1l,}. Determindm punctele fixe ale lui f,, adicd cautdm
M € P astfel incat f,(M) = M. Avem fi(M) = f(M) = My; fo(M) =
F(F(M)) = F(My) = My si in general fy.(M) = f(My_1) = My, k= 1,n.
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Notam 7% = 731, , k = 1,n. Din (%) obtinem succesiv:
(1) Ti=ary — u an~t
(2) Ts=ar — 0 a™?
(n—2) Tnoo=QTp_3— U 2
(n—1) Tl =QTlp_5— U !
(n) T =Ty = Q1 — U

Inmultim relatia (i) cu o™=, i = 1, n, iar relatiile obtinute le adunim. Obtinem:

a™ —1
mi=a" - (l+a+a+- +a" DU = (" =)y = 177
1 OA +bOB + cOC
a c
pentru a # 1, adica rp; = U = , un unic vector de

u =
a—1 a+b+c
pozitie. Prin urmare, f,, are un singur punct fix M.

Presupunem cé exista fr, € G\{1p}, k € M*, astfel incat ord (fi) = m € N,
m > 2. Atunci (fi)™ = 1lp, adica fro fro -0 fr = 1lp & fmr = 1p, deci
fmi are o infinitate de puncte fixe. Fals! Prin urmare presupunerea fiacuta este
falsa, deci toate elementele lui G\{1p} au ordin infinit.

9. Fiene Z,a<bgif:R—R o functie continud, impard si periodicd

de perioadd T = a +b. Sa se calculeze integrala: I = /b f(f(z)+n-z)dz.
(Ludovic Longaver, Liceul ”Németh Laszlo”)
Solutie. Facem substitutia x = a + b — ¢ si obtinem
I= /bf(f(x)+n~x)dx: —Aaf(f(T—t) +n(T — 1))t

b b
:/ f(f(—t)—nt)dtz—/ Ff@) +nt)dt = —1.
Deci I = 0.

10. Fie n € N* n|24 si ap € {p?|p numar prim, p > 3}, k = 1,n. Sd se

arate cd Y. ai = 0, in multimea Z,, .
k=1

(Ludovic Longaver, Liceul ”Németh Laszlo”)
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Solutie. Se cunoaste ca patratul unui numar prim mai mare ca trei este de
forma 24-q+1 g € N*. Atunci ap = 24~qk—|—1 gn € N, k =1nsi

Z ap = 24 Z qr +n. Cum n/24, deducem ci n/ Z k.
k=1 k=1

11. Caéte polinoame de gradul trei f € Z4[X] sunt reductibile in Z4[X] si
nu au radacing in L ?

(Dorel Mihet, Timisoara)

Solutie. Se verifica ca polinoamele de gradul I cu coeficientul lui X inversabil
au radacini In Z4. Atunci polinoamele de gradul intai fara radacini in Z4 sunt

(1) 2X +1 s 2X +3.

Se constatd ca vom obtine polinoame de gradul trei reductibile In Z4[X] si
care nu au radacini in Z4 daca inmultim polinoamele din (1) cu polinoamele
de gradul doi cu coeficientul dominant inversabil gi care nu au radacini in Z,.
Acestea sunt:

X241, X242, X2+ X 41, X?°+X+3, X24+2X +2;
3X242,3X2+X+1,3X>+ X +3,3X24+2X +1, 3X2+2X +2,
deci 10 polinoame. Obtinem 2 - 10 = 20 polinoame cu proprietatile cerute.

! e—1
12. Sa se arate ca lim e {nx}de = ——.
n—oo [q 2

(Nicolae Muguroia)
1 .1 rt, 17 k . (1
Solutie. / e"{na}dx et 7/ en{t}dt = 72/ en{t}dt * )
0 nJo =1kl
k—1 1 n —1 1 y
72/ Z/ en e -y :fZekT/ enydy.
n 0
k=1 k=1 k=1

Dar

1 1
A e%ydyznA < %)/ydy—n[ew —n(e1 —1)]7
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- l1-e
iar Y. e n = N . Atunci:
—en

1

1—
lim e’{nz}dr = lim [e% -n (e% - 1)} el
n—oo [ n—oo 1—en

El 6%71 1
W e 1 1
= lim ——(e—1) 5"— = ¢
n—oo pos en — 1 2

k—1
0,1] — R integrabila, astfel incat < > = ,
[0,1] g f == 71

13. Fie f : |0,
1 1
oricare ar fin € N, n > 2. Sd se demonstreze ca f(z)dx = L2 iar dacd
0 n
- f(0)=1.

in plus [ este derivabild cu derivata continud, atunci f(1)
(Cristinel Mortici, Targoviste)

Solutie. Functia f fiind integrabild pe [0, 1], avem

Jﬂﬂoﬁzf ff

(1)

Atunci
. k-1 .

1
der = —.
fle)de = 1~
,1 R este derivabila cu derivata continua

] —

Din(1) rezulta ca
Se gtie ca daca functia f :

pe [0,1], atunci:
—1)) _ -0

(Alf(x)dw—ikzn;lf(k

lim n
n—oo

Atunci

2 n— oo

S - 10) _ o 11 1 1
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deoarece
1<1 T ) o1 22 —zxIn2-1
im-{— - =lim-+——«———
s—0x \In2 22 -1 s—0x (22 —-1)In2
. 1 2 —zln2-1
= lim C—_—
z—02% —1 In2 2
. 2% _xlnz—l L’Hospital 1 . 2% 1112—1112 1
=— lim 5 = 3 1m = —.
In“2 z—0 T In“2 z—0 2x 2

Obtinem: f(1) — f(0) = 1.
Observatie. Functia f : [0,1] — R, f(z) = 2% constituie un exemplu de
functie care verifica conditiile din problema.

14. Sa se determine functia continud f : [0,7] — R, astfel incdt
{ f(z) <sinuz, zeR
Jo f(z)da = 2.

(Nicolae Muguroia)

Solutie. Consideram functia g : [0,7] — R, g(z) = F(x) 4 cos(x). Atunci
g (x) = f(z) —sinxz <0, z € [0, 7], deci g este functie descrescatoare. Cum

g(ﬂ)*g(O):F(ﬂ)*lf(F(0)+1):F(ﬂ)*F(O)*2:Aﬂf(w)dl“*2:0,

obtinem ca ¢ este functie constanta pe [0,7]. Deci existd ¢ € R astfel incat
F(z) +cosz = ¢, x € [0,7]. Derivand obtinem f(z) =sinz, x € [0, 7].

15. Sa se determine functia continud f : [0,7] — R, pentru care

/ f(x)(2sinz — f(x))de = =.
0
(Nicolae Muguroia)
Solutie. Relatia data devine: / f(@)2sinz — f(z))dx = / sin? z dz.
0 0

Atunci:

/ (sin?2 — 2sina f(x) + f2(z))dz = 0,
0
adica (sinz — f(z))?dz = 0. Cum f este o functie continua, obtinem ca

flz) = ginx, z € [0,m].
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Probleme propuse

Clasa a IX-a

1. Daca z,y, z > 0, atunci:

T Y z 1,1 1 1
2 T3 R ssl\sto )
r?+yz y*+zx zZ4+zy” 2\ Yy =z
(D.

M. Bdtinetu-Giurgiu)

2. Fiecarui punct din plan i este asociat un numaér real, astfel incat pentru
orice triunghi, numaéarul asociat ortocentrului acestuia este egal cu numarul
asociat centrului cercului circumscris. Sa se arate ca fiecarui punct din plan i
s-a asociat acelagi numar real.

(Gheorghe Boroica)

3. Determinati toate numerele prime p pentru care numarul 27 + p* este
de asemenea un numar prim.

(Gheorghe Boroica)

4. Se considerd n € N*, n > 2 gi numerele z1,2s,...,2, € (0,00) astfel
incat x1 - xo...x, > 1. Sa se arate ca
2 2
x x
1 4 2 4
Tot+axs+- -+, +1 x13+x3+--42x,+1
2

x
+ o > 1.
1+ xo+ -+ +1
(Generalizare a problemei 0:1172 din G.M. 10/2007,
autor D. M. Batinetu-Giurgiu)
(Gheorghe Boroica)

5. Se considerd ecuatia ax? +bx +c =0, a,b,c € R* cu radacinile z; si xo.
Daca z1 € Q si 22 € R\Q, si se arate ca cel putin doud dintre numerele a, b, ¢
sunt irationale.

(Florin Bojor)
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6. Sa se arate ca daca a, b, ¢ sunt numere reale, nu toate egale, atunci exista
doud valori ale parametrului m € R, astfel incat ecuatia

(a+m)z>+ (b+m)x + (c+m) =0
sa aiba radacinile egale.
(Gheorghe Fdtu, C. N. ”Gheorghe Sincai”)
7. a) Se considera triunghiul ascutitunghic ABC, punctele D € BC, E €
AC si F € AB astfel incat AD L AC, BE 1 AB, CF 1L BC s {A'} =
BCNEF,{B'} =ACNDF si {C'} = ABN DE. Sa se demonstreze ca
A'F B'D C'E -
AE B'F C'D~
b) Se considera triunghiul echilateral DEF. Sa se demonstreze c& exista un

unic triunghi ascutitunghic ABC situat in interiorul triunghiului DEF', astfel
incat AD 1 AC, BE 1 ABsi CF 1L BC.

(Dana Heuberger)

8. Se considera n,k € N, 3 < k < n si multimea V,, = {uj,us,...,u,} cu
elementele vectori distincti, care au aceeasi origine si extremitatile coliniare,
astfel incat oricare ar fi k vectori din V,,, exista printre acestia cel putin o
pereche de vectori care au acelasgi modul.

a) Pentru k = 5, si se demonstreze ca n € {5,6,7,8}.

b) Pentru k = 5, si se determine numéarul multimilor V;.

c) Sa se determine numérul minim gi numarul maxim al perechilor de vec-
tori cu modulele egale.

(Dana Heuberger)

9. Pe laturile AB, AC, BC ale triunghiului ascutitunghic ABC' se con-
siderd punctele B, C’ si A; astfel ca triunghiul B’A;C’ si fie dreptunghic
isoscel si ipotenuza B’C’ ci fie paralela cu BC. Analog se definesc punctele
By, € AC i C1 € AB. Sa se arate ca dreptele AA;, BB, CCy sunt concurente.

(Conf. dr. Vasile Pop, Univ. Tehnicd Cluj-Napoca)

10. Fie paralelogramul ABCD i punctul M € AB, AM = k- ]\TB), k> 0.
Dreptele M C' si M D intersecteaza diagonalele BD si AC' in punctele N, respec-
tiv P. Daca O este centrul paralelogramului, sa se exprime aria patrulaterului
MNOP in functie de k si de aria S a paralelogramului.

(Ludovic Longaver, Liceul ”Németh Lész16”)
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50 —3 5y>+3
V5—3z" 342+5
59y —3 52243
V5—-3y 3:22+5
52—3 br?+3
V5-3:" 32215
12. Se considera patrulaterul convex ABCD de arie S, ale carui diagonale
formeaza un unghi de masurd «. Dacd M este mijlocul laturii [CD], s& se

calculeze aria triunghiului G1G2G3, unde Gy, G2, G3 sunt centrele de greutate
ale triunghiurilor M AD, M AB, respectiv M BC.

11. Sa se rezolve sistemul:

P e ST

(Nicolae Muguroia)

(Nicolae Musguroia)

13. Se considera un triunghi ABC, (AD bisectoare cu D € (BC) si

AL
punctele M € (AB), N € (AC) cu MNNAD = {L}. Notdm 1= A
S to o 1 11 ( 1 1 )
a) i se arate cd —r + 5 = E—i—A—C .
b) Sa se arate cd daca I este centrul cercului inscris in triunghiul ABC,
1 1 AB+ BC + CA

AM AN~ T AB-AC
(Nicolae Muguroia)

iar punctele M, I, N sunt coliniare, atunci

14. Sa se arate ca:
Va3 + 13 4+/a3 + 234+ -+ /a3 + 20093 < 2009+/a3 + 2009 - 10052, Va € N.

(Crina Petrutiu)

15. Fie patrulaterul circumscriptibil ABCD, I, r centrul, respectiv raza
cercului inscris in patrulater, iar S semipaerimetrul patrulaterului. Sa se arate
ca:

A 5
4r\/§g%gm+13+m+m.
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(Ovidiu Pop si Nicugor Minculete, C. N. ?”Mihai Eminescu” Satu Mare)

Clasa a X-a

1. Sa se rezolve ecuatia:

V1i—+Ver—-24+2=+Vzx+1.

(Gheorghe Fdtu, C. N. ”Gheorghe Sincai”)

2. S& se arate cd daci ay, a9, a3, a4 € (1,00), atunci

ay +as az +aq az +a; aq + a
log log,,, > log,,, 5 log,, > =>1.
(Crina Petrufiu)
3. Sa se determine numerele x1, xo, ..., z, € (1,00) pentru care

xl.xZ.....xn:8
log, 2+log,, 2+ - +log, 2=3.

(Ludovic Longaver, Liceul ”Németh Lész16”)

4. Sa se rezolve ecuatia
27"+l log, z = 2775 | 2> 0.
(Gheorghe Gherasin, Liceul ”Regele Ferdinand” Sighetu Marmatiei)

5. In cate moduri putem alege patru numere din multimea X = {1,2,3,4,...,4n},
n € N*  astfel incat suma lor sa fie divizibila prin 4.

(Gheorghe Boroica)

6. Fie a,b,¢,d € (0,00) cu abed = 1. Sa se arate ca:

a” b" c"
1+a—|—ab+abc+1+b—|—bc+bcd+ 14+ c+cd+ cda
mn

d >1, VneN".

"1 d+datdab -
(Gheorghe Boroica)
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7. Se considera triunghiul ABC si punctele distincte M, Ne (BC), P,Q¢€

CA tfel 1 AtBM—CP—k'BN—CQ—t k #t. Sa te ca
(CA), astfel inca VC-PA- §1N—C—m—,0u # t. S& se arate ci
ANAMN ~ ABPQ < ANABC este echilateral.

(Dana Heuberger)

8. Fie z1, 29,23 € C astfel incat Z; = 22 + 23 §i Zo = 23 + 2z1. Sa se arate
cd Rezy = Rezo i Rezg = 0.

(Ovidiu Pop , C. N. ?Mihai Eminescu” Satu Mare)

9. Pe laturile AB, BC, C'A ale triunghiului ABC' se considerd punctele

M, N tiv P, astfel 1 AtAMfBNfCPfk 1. P tel
, N, respectiv P, astfel inca VMB-NC-PA™ # 1. Pe segmentele

AE
(AN), (BP), (CM) se considera punctele E, F', respectiv G, astfel incat N

BF CG . . . .
TP M k + 1. Sa se demonstreze ca triunghiurile ABC si FFG sunt

F
asemenea.

(Florin Bojor)

10. Se considerd progresia aritmeticd (a,)n,>1 cu a1 > 0 si ragia r > 0.
Definim numerele complexe z, = (1 4 agar+1) + 74, k = 1,n. S& se arate cd
Re(z129...2,) > 0si Im(z122...2,) > 0.

(Nicolae Musuroia si Ion Savu)

11. Se considera a,b,c € C, a # 0, ¢ € C\R, €3 = 1. Si se arate ci daca
la + be + ce?| < |a, atunci ecuatia az? + bz + ¢ = 0 are cel putin o solutie z cu
2] < 2.

(Nicolae Muguroia)

12. Se considera triunghiul ascutitunghic ABC' cu afixele varfurilor z 4, zp,

. y y y A+ 2 . .
respectiv zo. Sa se arate ca dacd ) CATEB V/3, atunci triunghiul ABC

ZA — ZB
este echilateral.

(Nicolae Muguroia)
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13. Se considera tetraedrul echifacial ABCD cu AB =a, BC=b,CD =c¢,
DA =d, AC =e, BD = f. Sa se arate ca daca
b d b+d
at+b+tc+ _— a+c+e+f€N*’ + +e+f€N*’
e+ f b+d a+c

atunci tetraedrul este regulat.

(Nicolae Musuroia)

14. In tetraedrul [ABC D] tridreptunghic in A notdm cu S 4 aria fetei opuse
a varfului A gi analoagele Sg, S¢, Sp. Sa se arate ca
1 4 9 36
2 7 T 2 7+ 2 7 = PR
mSE +nSE  mSgE +nS7;,  mST +nSE T (m+n)S%

Vm,n € (0,00).

(D. M. Batinetu-Giurgiu)
15. In cate moduri putem ajunge in varful unei scari ce are zece trepte,
daca putem urca una, sau doua, sau trei trepte o data?

(Gheorghe Boroica)

Clasa a XI-a

1. Se considera matrice A € M, (R), A = (a;;) 1<i<n, unde a;j = (—1)"9 (i+
1<j<n
J§),Vi,je{1,2,...,n}.
a) Sa se calculeze suma elementelor matricei A.
b) Sa se calculeze det(A) si Tr(A?).

(Traian Covaciu, Colegiul Economic ”Nicolae Titulescu”)

2. Sa se arate cd dacd A € M2(C) cu Tr(A) = 0, atunci

2
D det(A® +ex - A+ep - I) = 3det?(A),
k=0

unde g, €1, €2 sunt radacinile de ordinul trei ale unitatii.

(Nicolae Muguroia)
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3. Se considera n € N* si M = {A € M,,(R)| A3 +44 - I, = O,,}. Sa se
arate ca:

a) M #0;

b) dacd A € M, atunci det(I,, + «A) >0, Va > —4.

(Gheorghe Boroica)

4. Se considera cunoscuta convergenta catre s = —1,4553... a girului lui A.

1+1+1+ +12\/_D trati
— 4+ —+ -+ — — 2y/n. Demonstrati
V2 V3 vn
1 1
cd sirul (z,,)n>1 definit prin relagia s =14+ —+ —+ -+ + — — x, - /1,
: VRN NG

n € N*, este convergent si calculati apoi lim (1 +z,, — )", unde z = lim z,.
n—oo

n—oo

G. Ioachimescu, (8,)n>1, Sn =

(D. M. Batinetu-Giurgiu)

5. Fie f,g : R — R doua functii continue, bijective, cu proprietatea ca
f(z) +g(z) =2, Vo € R. S& se arate ca existd un singur zg € R astfel incat
(fxo))" + (9(x0))" =2,Vn e N, n>2.

(Gheorghe Fatu, C. N. ”Gheorghe Sincai”)

6. Se considera sirul (z,)n>0, unde z9 € [—1,00) §i Tp41 = VvV, + 10 —
Ve, +17, Vn € N. Sa se demonstreze ca girul este convergent si calculati
limita sa.

(Margareta Trif, Colegiul Economic ”Nicolae Titulescu”)

1
7. Fie (zy)n>0 un sir definit prin o € R §i xp41 = &y — 3 In(1 + e%*n),
Vn eN.
a) Determinati termenul general al girului.
b) Calculati lim x,.

n—oo

(Eliza Mastan si Ludovic Longaver, Liceul ”Németh Lészlé”)

8. Fie 0 < @ < b. S& se studieze convergenta sgirului (z,),>0 pentru care

1 1 4
a < x, <bsi - < , Vn € N. Sa se calculeze limita
Ty —Q Tpg1— b b—a
acestui gir in cazul 1n care aceasta exista.

(Ludovic Longaver, Liceul ”Németh Lasz16”)
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9. Se considerd sirul (ap)p>1 cu a1 = V2 s app1 = V2+a,. Si se
calculeze ,
: an\*" a2
lim 4”((—) —e 8 )
n—oo 2
(Nicolae Muguroia)

10. Sa se calculeze
n+1

e D He 5 ) Ha
lim [e *»=1 —e #=1

n—oo

1 1 1
unde H, =14+ -4+ -+ -+ —, n € N*.
2 3 n

(Nicolae Musguroia)
11. Calculati

. 1 1
lim (1+§+—+~--+ -+

1 1 1 1
sy (1 o bt ——— ).
n oo 5 2n —1 V3 V5 Von —1
(Cristian Heuberger)

12. Determinati functiile derivabile f : (0,00) — R astfel incat pentru orice
!

1 1 1
x > 0 sa aiba loc egalitatea <—f(x)> = —2<1 + f<—>>
x x x

(Cristian Heuberger)

13. Sa se determine functiile derivabile f : R — R care verifica relatia:
fle+y) =€ f(y) + e f(z), Yo,y eR.
(Gheorghe Boroica)

14. Fiea € (0,1) unnumarrealsia = 0, a1a2 ... Gp ..., CUGA1,A2,...,0n - €
{0,1,2,...,9}, reprezentarea sa zecimali.
a) Sa se arate ca pentru orice z € (0,1) exista si este finitd limita

lim (a1 + aor? + -+ anx™).
n—oo
b) Daci notam f,(z) = lim (a1z+agz®+- - -+a,a™), z € (0,1), si se arate
n—oo

ca functia f, : (0,1) — R este functie rationald daca si numai daca numarul a
este numar rational.

(Conf. dr. Vasile Pop, Univ. Tehnicd Cluj-Napoca)
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15. Fie a $i xg9 doud numere reale strict pozitive. Consideram sirurile
(@n)n>1 §1 (Tn)n>1 pentru care

1) &, — ap, = V/a oricare ar fin > 1;

2) 2LpXp_q = x?kl + a pentru orice n > 1.
Sa se arate ca:

1) sirul (zy,)n>1 este convergent gi are limita \/a;

2) 2" ta, > a pentru orice n > 2.

(Lector dr. Andrei Horvat-Mare, Univ. de Nord Baia Mare)

Clasa a XII-a
1. Fie a,b € R, a < b si functiile continue f,g : [a,b] — R cu proprietatea
b
cd fla+b—1z)=g(x), Va € [a,b]. Sa se calculeze / (f(x) — g(z))dz.

a

(In leg&turd cu problema 12 pag. 90, Argument 7-2005)
(D. M. Batinetu-Giurgiu)

2. Fie a,b € R, a < b si functiile continue f,g: [a,b] — R, h: [a,b] — R,
astfel incat f(a+b—z) = g(z), Vo € [a,b] si h(a+b—x) = —h(x), Yz € [a,b].
Sa se calculeze /b (f()® + /(@) + hix) T

o (f(2))9) + (9(2))7 @) + f(2) + g(x)
(O generalizare a problemei 4, pag. 88, Argument 7-2005)
(D. M. Batinetu-Giurgiu)

3. Fie a,b € R, a < b si functiile continue f7 : [a,b] — R cu proprietatea
cd fla+b—z)=f(z)sigla+b—z)= ), V& € [a,b]. S& se arate ca

[ o= /f

(O generalizare a problemei 3, pag. 72, Argument 7-2005)
(D. M. Bdtinetu-Giurgiu)

4. Fie functia f : R — R, periodica si neconstanta, iar k € N*. Sa se arate
ca daca functia f este derivabila cu derivata continué, atunci functia

{ !
gk R =R, gr(z) = if< >’ z7#0
0, z=0
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admite primitive.

(Florin Bojor)

5. Sa se calculeze limita sirului (ap)n>2,

/(03 +13)(n3 + 23) . (n® +nd)

n3

an =
(Gheorghe Boroica)
6. Se considerd polinomul P, (X) definit prin Py(X) = 0, P1(X) = 2 si

P (X)=2X" P,_1(X)+ (1 — X?)P,_5(X) pentru orice n € N, n > 2.
Sa se afle radacinile polinomului P,, unde n € N, n > 2.

(Gheorghe Boroica)

7. Fie functia f : R — R cu proprietatea ca functiile g, h : R — R date prin
g(z) = (ax + b) f(x), h(z) =z - f(ax +b), a,b € R*, a # —1, admit primitive
pe R. Sa se arate ca functia f admite primitive pe R.

(Ludovic Longaver, Liceul ”Németh Lész16”)

8. Se considera functia continud f : (0,00) — R pentru care exista lim f(z) =
Tr— 00
[ € R. Sa se arate ca

(Nicolae Muguroia)

9. Se considerd functia f : R — R care verifici relatia ef®) + f(z) = e®,
pentru orice z € R.
a) Sa se arate ca f este o functie strict monotona.

In(1+4-e)
b) S& se calculeze / e’ f(x)dx.
0

(Nicolae Muguroia)
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10. Se considera functia integrabild f : [0, 1] — R cu proprietatea
n m m .
— < f(—) < ewn, pentruorice m,n € N, m <n.
m! n

1
S& se arate cd / fl@)dx =e—1.
0

(Nicolae Muguroia)

11. Sa se arate ca daca G este un grup multiplicativ cu elementul neutru

e sl g: G — G este un morfism injectiv cu proprietatea ca g(z - g(z)) = e,
Vz € G, atunci grupul G este abelian.

(Lucian Dragomir, Otelul Rosu)

1 2
12. Se considera girul (I,)p>1, unde I,, = / In <1 + —) dx, n € N*,
> . "

a) S& se calculeze lim n - I,.

n—oo

1
b) Sa se calculeze lim n(n o —).

n—00 3

(Nicolae Muguroia)

13. Se considerd a,b € R, a < b si functiile continue f, g : [a,b] — R astfel
incat f este strict monotond gi g > 0. S& se arate cd pentru orice t € (a,b),
exista numerele distincte ¢, d € [a, b] cu proprietatea ca

d d
[ s@r@as =10 [ gl
unde G este o primitiva pentru g.

(Gheorghe Boroica)

14. Se considera n € N* gi functiile f, g, h : R — R astfel incat
g(x) = f(x)-sin® 'z s h(z)=f(z) cos® ta, Vo €R.

Sa se arate ca daca functiile g si h sunt primitivabile pe R, atunci i f este
primitivabila pe R.

(Gheorghe Boroica)
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15. Sa se determine functiile f : [0, 1] — R continue si descrescatoare care
satisfac inegalitatea:

Ale(x3—2m+2)dx+5/

0

1

xf(z)dr = 3—1—[) 2(z)dz.

(Gheorghe Boroica)
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Erata

In numarul 11 al revistei s-au strecurat urmatoarele gregeli:

e pag. 124 — problema 13, subpunctul a): A- AT = O,,,, devine A - AT =
Onm,.
e pag. 125, — problema 15: functii de grad cel mult doi, devine functii
polinomiale de grad cel mult doi.

e pag. 126, — problema 4: lipsegte conditia c):

(+y)x(x+2)=x+(y*xz), Vz,y,zeR

e — problema 8: ordin finit devine ordin infinit.



