COLEGIUL NATIONAL

GHEORGHE SINCAI F’%
BAIA MARE I

Concursul Interjudetean de Matematica “Argument”
Editia a VII-a, 6-7 noiembrie 2015

CLASA A [X-A

Problema 1. O lacusta face salturi, fiecare salt in linie dreapta si de doua ori mai lung ca
precedentul. Poate vreodata lacusta sa revina in punctul de plecare initial?

Problema 2. Sa se determine numerele reale x cu proprietatea ca trei dintre numerele

1 1
a=z+V3, b=x+=, c=2>+4V3, d=x— =
x x

sunt numere intregi.
Problema 3. Fie a,b, c,d numere reale care verifica relatiile:

ab+cd =14, ac+bd =11, ad+ bc=10, abcd = 24.
Sa se determine cea mai mare valoare pe care o poate lua a.

Problema 4. Fie ABC un triunghi cu inaltimile AA’, BB’, CC’. Sa se arate ca daca

9AA" + 13BB +16CC' = 0

atunci unul dintre unghiurile triunghiului este de 60°.

Fiecare problema se noteaza cu puncte de la 0 la 7.

Timp de lucru: 3 ore.

Succes!
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CLASA A X-A

Problema 1. Fie ABC un triunghi dreptunghic cu laturile @ > b > ¢. Sa se determine toate
triunghiurile dreptunghice A’B’C” cu laturile o’ > b’ > ¢ astfel ca triunghiul cu laturile a + a/,
b+, c+ ¢ sa fie dreptunghic.

Problema 2. Fie x,y numere reale cu proprietatea:

1 1
r=y+ 1 ) y=z— 1
T yt—1
y+ 1
x4+ — y+—

(in ambele expresii apar o infinitate de fractii).
Sa se arate ca x -y = 1.

Problema 3. a) Sa se arate ca, pentru orice numar natural impar n, nu exista functii
f : R — R care verifica ecuatia:

f(flx+y)— flx—y) =2y, Va,y € R. (1)
b) Exista numere naturale nenule n pentru care ecuatia (1) are solutii?

Problema 4. Se considera o progresie aritmetica de numere reale (a,),>1 cu proprietatea ca
a?, a2 si a3y; sunt termeni ai progresiei. Sa se arate cd toti termenii progresiei sunt numere
intregi.

Fiecare problema se noteaza cu puncte de la 0 la 7.

Timp de lucru: 3 ore.

Succes!
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CLASA A XI-A

Problema 1. Sa se determine numarul secventelor (zg,x1,xs,...,T15) de numere naturale
avand proprietatile
Top < T <Top<...<Zyg
116 =22-3% 4. 5
Tpt1
Tk

si astfel incat sa fie numar prim pentru orice £ =0,1,2,...,15.

Problema 2. Fie a un numar natural nenul si functia
fo :N* = N* f,(n) =an+ (a,n) + [a,n], ¥V n > 1.

a) Sa se arate ca functia f, este injectiva pentru orice a € N*.
b) Sa se arate ca f,(n) # 100 pentru orice a € N* i orice n € N*.
c¢) Sa se determine valorile lui a pentru care exista n € N* astfel ca

fuln) = 99.

Problema 3. Fien € N, n > 2. Sa se determine matricele A € M,, (R;) cu proprietatea ca
A-AT =1,

Problema 4. a). Sa se determine multimea X, C R pentru care putem defini sirul (x,),>0
prin relatia de recurenta

1
T, +1’

Tpyl = pentru orice n > 0,
unde zg € X.

b). Sa se studieze monotonia si marginirea girului (x,),>o definit la punctul a), in functie
de o € Xo.

Fiecare problema se noteaza cu puncte de la 0 la 7.

Timp de lucru: 3 ore.

Succes!
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CLASA A XII-A

Problema 1. Sa se determine functiile f : R — R care admit primitiva F' : R — R* si
verifica relatia:

f(:v—y):%, Va,yeR.

Problema 2. Si se determine numérul matricelor A € Mo(Z,) cu proprietatea A% = Iy,
unde p este un numar prim.

Problema 3. Sa se determine functiile continue f : (—1,1) — R care verifica relatia:
(1+2%)f(@*) = f(2), Yz € (-1,1).

Problema 4. a). Fie A o multime cu cel putin doua elemente si * : A x A — A o lege de
compozitie asociativa si comutativa.
Sa se arate ca daca ecuatia a*xx = b are solutie z € A pentru orice a,b € A, atunci functia

fe: A=A flx)=cxzx, z€A

este injectiva pentru orice ¢ € A.
b). Fie g : A — A o functie bijectiva cu proprietatea ca g(r) # = pentru orice z € A i
legea de compozitie

“o? tAxA— A zoy=g(y) (z,y€A).

[P

Sa se arate ca legea “o” nu este asociativa si nu este comutativa, ca ecuatia a o x = b are
solutie x € A pentru orice a,b € A si ca pentru orice ¢ € A functia

ge: A— A, glx)=cox, z€A

este injectiva.

Fiecare problema se noteaza cu puncte de la 0 la 7.

Timp de lucru: 3 ore.

Succes!



