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Problema 1. Sa se arate cd pentru orice numar natural n = 2 este verificata egalitatea:
n
27

Vasile , Universitatea Tehnicd din Cluj-Napoca

[log, n]+[log2§]+[log2§] +...+ [1ogzg] = [g] + [2—2] + [2—7;] +...+

Solutie. Consideram functia

f:,n]—

g | fo=n2

care este bijectiva (strict descrescatoare) si consideram portiunea din plan cuprinsa intre axele
de coordonate si graficul functiei:

D={x,y) x>0, y>0, y< f(x)}

si numaram punctele laticiale din D in doud moduri:

1) Pe dreapta x = k avem o puncte si in total

N=[fD]+[f@)] +...+ [f()] = [g] + [212] bt

[2—n puncte.

2) Pe dreapta y=p€({1,2,3,.., [g]} avem

n n n
= _— = 2x:— :1 —,
f(x) y@zx p p@x ngp

deci pe aceastd dreapta avem puncte laticiale. Numarul punctelor laticiale din dome-

logzg
niul D va fi
N = [log, n]+[logzg] + [logzg] +...+ [log2 g],

ultimii termeni sunt zero.

=«
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Problema 2. O alee de dimensiuni 2 x n se paveaza cu dale 1 x 1 albe si negre. Notam cu a,
numadrul pavajelor care nu contin un patrat monocolor 2 x 2.

a) Sa se arate ca existd a, § € R astfel ca
any1=aan+Pay—1, YV n=1.

n+l

o o o e An+l . . 7. a
b) Aratati ca sirul o este convergent si calculati limy,_.o, =5

Vasile Pop, Universitatea Tehnicd din Cluj-Napoca

Solutie.

a) Notam cu x, numarul pavajelor bune in care ultima coloana are cele doua dale de culori
diferite si cu y, numadrul pavajelor bune in care ultimele doud dale sunt de aceeasi culoare.
Avem relatiile de recurenta:

Xn+1 =2X, +2J/n; Yn+1 = 2x,+ Yn-
Avem a, = x, + y, si prelucrand relatiile obtinem:

an+1 =3ap+2an-1,Vn=2, a=3, f=2.

b) Din a1 =4, a; = 14 (ap = 1) rezulta

o= [l () - o) ()

2\/_

an+1 _ 3+\/17
=T

lim,_ a0

Varianta 2: Daca b,, = ”“ atunci b, =3+ = b ,rezulta L=3+ %, deci L = 3+2—‘/ﬁ Se arata ca
subsirul termenilor impari este descrescator iar subsirul termenilor pari este crescator, ambele

convergente.
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Problema 3. Se considera sirurile de numere reale (ay),, (b,), definite prin relatiile de re-
curenta:

ans1=010-a)ay+aby, by =pPay+1—-P)by,neN
unde a,f € (0,1) si ap < by. Sa se studieze monotonia, marginirea, convergenta si limitele
sirurilor.

Vasile Pop, Universitatea Tehnicd din Cluj-Napoca

Solutie.
Avem by 41— an+1 = (1—a—pB)(b,—ay,), n € N deci sirul ¢, = b, — a, este progresie geometrica
b,—a,=q"(bp—ap) unde g=1-a—-Pe(-1,1)si ’}i_r)glocnzo.
Avem
An+1—an=alby—ay) =aq"(bg—ap) (1)

bn+1_bn:_,5(bn_an) =—,56]"(bo—ao) (2)

Diferentele a,+, — a, si b,+1 — b, au semne constante daca g = 0, adica daca si numai daca
a+ B <1 si au semne alternante dacd g <0 < a+ f < 1. In concluzie daca a + < 1 sirurile sunt
monotone ((a,), crescator si (b,), descrescdtor) iar daca a + > 1 sirurile nu sunt monotone.

Avem ca a,+1 Si b+ se afld intre a, si b, si atunci sirurile sunt marginite a, € [ag, bol, by, €
[ag, by] pentru orice n e N.

Din relatia (1) rezulta

1—6]" 1 _ﬁa0+ab0

an=ao+albo—ag)A+q+...+q" ) = ap+a(by— ap) —>a0+a(bo—a0)1_ oy

ﬁa0+ab0

si analog b, — P

. Sirurile sunt convergente la aceeasi limita pentru orice a, f € (0,1).

Barem: Marginirea....... 2p// Monotonia......2p// Convergenta+limita.....3p.
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Problema 4. Fie f:.4,(R) — R o functie cu proprietatea
faX+bY)=af(X)+bf(Y),

pentru orice a,b € R si orice X,Y € .4, (R). Sa se arate ca existd o matrice A € .4, () astfel ca
f(X)=Tr(A-X) pentru orice X € .4, (R). (S-a notat cu Tr(B) suma elementelor de pe diagonala
principala a matricei B.).

Vasile Pop, Universitatea Tehnicd din Cluj-Napoca

Solutie. Notam cu E;; matricea care are 1 pe pozitia (i, j) $i 0 in rest. Orice matrice X = [x;;]; i=Tn
se scrie in mod unic sub forma X =} 7 j=1%ijEij si atunci din relatia data rezulta

f= ) xijeij (%)

ij=1
undea e;; = f(E;;).

Acum pentru o matrice A = [a;;]; i=Tn notand C = A- X avem ¢;j = ZZZI AikXkj S$i

n
cij= Y. ajrxij,i,j€ll,...,n}
k=1

si atunci
n
Tr(C)=Tr(AX)= ) ajixij (x%)
i,j=1

Din (%), (**) rezultd ca dacd luam a;; = e;; i,j=1,n atunci f(X) =Tr(AX).

Observatie: Daca A = I, atunci f(X) = Tr(I,) iar daca A = [1] matricea cu toate elementele
1 atunci f(X) = S(X), suma tuturor elementelor lui X. ]

=«

Clasa a XI-a Concursul Interjudetean de Matematica “Argument’, Editia a IX-a, 2017 4/4



