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Problema 1. Fie x, y numere pozitive care verifica relatiile:

1 1
X=y+——g ) VY=X- 1
Xt —— yr—3
YT x—y+

(unde x si y apar de o infinitate de ori).

Sa se determine x + y.

Vasile Pop, Universitatea Tehnicd din Cluj-Napoca

Solutie. Se observa relatiile:

1
xX=y+ +1 si y:x—T
x p— —_—
X Y ¥

ox=y+ al

Ve

N 4
Y= y2+1
Adunand relatiile (1) si (2) obtinem:

X ¥y 1 1
ST = O Xt —=y+—
x*+1 y=+1 X y

1 1 x—y
SxX-y=———Sx-y=
y X Xy
< xy =1 (deoarece x > y)
Din (1) si (3) rezulta

1 x 2x%+1 s )
XxX=—+ ox=——7F—ox(x"+1)=2x"+1
x x2+1 x(x2+1)

oxt-x*-1=0
Din (2) si (3) rezulta

4

1 202
= — = D=1
y y y2+1©y y(y2+1)©J/(J’+)

©y4+y2—1:0

1+v5 -1+V5
Din (4) obtinem x? = \/_, din (5) obtinem y? = —\/_

, deci

x+ 2=+ +2xy 22+ V5,
Rezultd x+y = V2 + V5.
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Problema 2. Sa se rezolve in multimea numerelor complexe (reale) sistemul de ecuatii:

(X+2))(x+22) =7, (y+22)(y+2x) =3, (z+2x)(z+2y) =11.
Vasile Pop, Universitatea Tehnicd din Cluj-Napoca

Solutie. Prin scdderea primele doua ecuatii se obtine:
X —y*-2xz+2yz=4 o (x-y)(x+y-2z)=4.
Prin scdderea ultimele doa ecuatii se obtine:

(y—z)(y+z-2x)=-8.

Se noteaza
X—y=ay—z=hbatunciz—x=-a->b

si cele doua ecuati devin

ala+2b)=4 a’+2ab=4
<
b(-b-2a)=-8 b*+2ab=8

Inmultind prima ecuatie cu 2 si scazand cele doua ecuatii se obtine
b*-2ab-2a" =0,

de unde avem

b:(li\/g)a
adica
2 4
a = .
3+2v3

Prin urmare

21
a=+= 6\/5—9saua:i§ 6\/§+9.

Pentru fiecare valoare a lui a se obtin doua valori ale lui b si se determina solutiile problemei.
[
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Problema 3. Se considerd sirurile de numere reale (x,),, (y,), definite prin relatiile de re-
curenta:

X1=)Y1=X2=Y =1

si
Xn+1 = XnYn-1+Xn-1¥Yn» Yn+1 = ¥YnYn-1—XnXn-1, 1 =2.

a) Sa se arate ca xfl + y% =2F neN, unde (F,), este sirul lui Fibonacci:
Fi=F=1, Fy1=Fy+ Fy-1.

b) Sa se arate ca

F,-n F,-n

Fy . Fy .
yn=v2 "cos si Xx,=v2 "sin , V neN”.

Vasile Pop, Universitatea Tehnicd din Cluj-Napoca
Solutie.
a) Notand u, = x2 + y2, ridicand la patrat relatiile date si adunandu-le obtinem:
Up+l = Up-Up-1, =2,

Prin inductie: u; =2 = 20y, =2 =2k si din u, = 280y, =21 rezulta ;g = 25t -1 =
2Fn+1_

b) Consideram sirul de numere complexe (z,),, 2, = ¥n + iX, si din relatiile date obtinem
recurenta:

Zn+l = Zn*Zn-1,

din care prin inductie deducem

/1 T\ 1En
zn=zf":(1+i)F” = [\/E(coszﬂ'sinz)]

" F, - F, -
=\/§F (cos "4ﬂ+isin n4”).

Rezulta
Fn * T’:

Fn Fn . F - TT
Yn= \/5 COS 1 , Xp= \/é sin n
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Problema 4. Fie functiile f:N — N surjectiva si g:N — N injectiva.
a) Sa se arate cad daca f(n) = g(n), V neN atunci ambele functii sunt bijective.

b) Ramane adevarata concluzia de la a) daca f(n) < g(n), V neN?
Vasile Pop, Universitatea Tehnicd din Cluj-Napoca

Solutie. a) Deoarece f este surjectiva exista ng € N astfel ca f(ny) =0 si din 0 = f(ny) = g(no)
rezultd g(ny) = 0. Existd n; € N astfel ca f(n;) =1 sidin 1 = f(n;) = g(n;) rezulta g(n;) € {0, 1},
dar din n; # ng si g(ng) =0 rezultd g(n;) =1, deci f(ng) = g(no) si f(ny) = glny).

Ardtam prin inductie dupa keIm f ca f(n) = g(n), V n.
Fie f(ng) = g(ng) =0, f(n)) =gny) =1,..., f(ng) =gng) =k si f(ng) =k+1.

Din f(ng4+1) = g(ng41) rezulta g(ngs1) €140,1,...,k, k+ 1} si cum g este injectiva si deja a luat
valorile 0, 1,..., k rezulta g(ny+1) = k+ 1.

In concluzie g = f si ambele sunt injective si surjective (bijective).

b) Rezultatul nu raméne adevarat. De exemplu

n
fn) = [E] neN si gm=n+1
in care f este neinjectiva si g este nesurjectiva. [
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