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Problema 1. Sa se determine functiile continue f : (0,00) — R cu primitiva F : (0,00) — R care
verifica relatia

1. x
(1)  FX) 'f(;) = E'Vx €(0,00), f(1)=2.
Vasile Pop, Universitatea Tehnicd din Cluj-Napoca
Solutie. Inlocuind x cu % obtinem

1 1
F(;) fx) = 2% ).

Din (1) si (2) obtinem:

1, 1
F(x)-f(;)—x f(x)F(;)—O (3)

Deoarece 5 # 0,x > 0 rezulta cé functiile F si f nu se anuleazd si putem scrie relatia (3) sub
forma:

[ _1

F(x)  x* F(d)

(n(F(x)))’ = —(lnF(%))’ < (In(F(x) -F(i)))' =0

sau F(x)-F(Q)=c ().
Din (2) si (4) rezulta

fx) c ;€ / 4 C1C ¢4
—=—o(InFKx) ==UInx) © F(x)=cyx2, f(x) = —x2
Fo)  2x (InF(x)) 2( ) (x) =c1x2, f(x) 5
si verificam relatia initiala:
¢ €CC 1_¢ C 2 1
Cx?-—x 2=-occ=lsauc=—.
2 2 lon

1

Deci f(x) = ﬁ - x2d ,X>0,c1 #0. Din f(1) =2 = ¢, = i si f(x)= 2x’,Vx > 0 este singura
functie.
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Problema 2. Fie f € R[X] un polinom de grad n—1 cu proprietatea
1
flk) = E’ k=1,2,...,n.

Sa se determine f(n+1).
Vasile Pop, Universitatea Tehnicd din Cluj-Napoca

Solutie. Consideram polinomul g(x) = x f(x) — 1 care are gradul n si verifica conditiile
gl)=g2)=...=g(n)=0,
astfel ca existd o constanta a € R* astfel ca
gx)=a(x-1)(x-2)...(x—n).

Avem g(0) =a(-1)"-n!=0-f(0)—1=-1deci

(_1)11—1
a=
n!
si atunci
(_l)n_l n-1
gn+1)= o -nl=(-1)
sau
m+1D)f(n+1)=1+(-D""!
sau
14 (=11 0 dacan par
faen=E0 .
n+1l dacan impar.
n+
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Problema 3. Pentru fiecare matrice A € .4, (R) definim multimea ;

GA) ={Xedr(R)|det(A+ X)=detA+detX}

a) Sa se arate ca (G(A), +) este grup.

b) Sa se arate ca daca A # 0 si B # 0 atunci grupurile (G(A), +) si (G(B), +) sunt izomorfe.

Vasile Pop, Universitatea Tehnicd din Cluj-Napoca

Solutie. a) Daca A= atunci X € G(A) daca si numai daca

a b si X =
c d B

y
t

z
(a+x)d+t)—(b+y)(c+z)=ad—-bc+xt—yzo at—bz—cy+dx=0 (%)
Daca X;, X> € G(A) avem ; at; —bzy—cy1+dx; =0si at, —bzy—cy,+dx, =0, deci
a(ti—t)—b(z1 —2z2) —c(y1 = y2) +d(x1 —x2) =0

adica X; — X, € G(A) si astfel (G(A),+) este subgrup al grupului (/> (R),+).

. ) 10 01 00 0 .
b) Consideram matricele E;; = 0 ,E10 = 0 0 ,Epq = L o ,Epp = 0 si avem:
G(En):{[’z“ t |x,y,zeR},G(Elz):{ . Ix,y,Z€|R},G(Ezl)={[; |x,y,ze[Rz},
0
G(Ezz)Z{[ * ]Ix,y,zeR .
y z
Functiile :
Xy Xy
:G(E11) — G(E7), =
fi:G(En) (E12), fi . 0 z
X y ‘ X
:G(E) — G(E2), =
fo: G(En) (E21), f2 z 0 y
f:GE) G(E)f'xy-—ox-
3! 11 2h 13| . ) = y oz |
pentru orice x, y, z € R sunt izbmorﬁsine, deci gruf)urile (G(E11),+), (G(E12), ) (G(Ezp),+), (G(E2),+)

sunt grupuri izomorfe.

a b
Daca A= e d distingem cazurile :

1) Daca a # 0 atunci G(A) = G(E;;) prin izomorfismul
2) Daca b # 0 atunci G(A) = G(E12) prin izomorfismul

> 7))
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xa ay

Xy
:G(E) — G(A),
f:GE) G, f z az —dx+cy+bz

0

bx by

f:G(Eyp) — GA), f dx—cy+az bz




3) Daca ¢ # 0 atunci G(A) = G(E;) prin izomorfismul

4) Daca d # 0 atunci G(A) = G(E») prin izomorfismul

):

In concluzie G(A) = G(Ep;) pentru orice A#0, A€ M (R)

x 0 cx az—-by+dx

f:G(Ea) — GA), f ¢y cz

0 x cx+by—az dx

f[:G(Ex2) — GA), f dy dz

Obs: Definim H(A) = {X € 4 (R)|Tr(AX)=TrA-TrX} si avem H(A) = G(A) deci (H(A),+) este

grup si (G(A),+) = (H(B),+),VAsi B#0
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Problema 4. Fie G o multime nevida. Pe aceastd multime se considera legea de compozitie
sifunctia f:G— G, f(x) =X, Vxe€G. Daca

a-(b-c)=d-(e-c) > b=(a-d)-e Va,b,cd,ecQgG,

demonstrati ca (G, -) este grup.
Vlad Mihaly, Cluj-Napoca

Solutie. Deoarece a-(b-c)=a-(b-c),avem b= (a-a)-b,Va,beG.
Definim multimea A = {G-ala € G}. Avem b =u-b, Yu € A. Daca ar exista u; # u; € A, fie
uy=a-a) siup=ay-ap. luand a=d=ay, b=u;, c=up, avem ca a; - (u;-c¢) = a; - (uz - ¢), ceea
ce implica u; = (a; - a1) - up = uy - up = uy (contradictie).
Deci A={u}, ceeaceimplici aG-a=uVaeGsib=u-bVbegG.
Luanda=c=d=e=usi b=, avem u-(it-u) = u-(u-u), ceea ce implica it = (ét-u)-u=u-u=u,
deci @t = u.
Avem a-(u-b)=a-b=u-(a-b) > a=(ii-a)-u=a-uVac G. Deci u este elementul neutru al
legii "-".
Avem b-c=u-(b-c). Ne propunem sa rezolvam in G ecuatia b-c = d - (e- c), care are solutia
b= (ii-d)-e=d-e. Deci

(d-e)-c=d-(e-c)Vc,d,e€qG,

adica legea - este asociativa pe G.
Avem ca a-a = u si compunand cu a la stanga si cu a la dreapta, folosind asociativitatea, avem:

a-a-a-a=a-a = a-a=1u,

decia-a=a-a=uVae G, deci orice element este simetrizabil in raport cu legea -.
Asadar, (G,-) este grup.
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