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Problema 1. Fie polinomul P(x) = ag+ a1 X+ a; x> +...+ a,x", unde ay, a,...,a, € {0,1,2,...,9}
astfel ca
P(\/IO) = 97531 + 8642/10.

Sa se determine P(1) si P(10).
Vasile Pop, Universitatea Tehnicd din Cluj-Napoca

Solutie. Avem
P (\/10) = ag+10ay +10%ay + ... + (ay + 10as + 10%as + .. ) V10,

si obtinem
ap+10ay + 1026l4 +...=97531, ag,az,a4,...€{0,1,...,9} 1)

a; +10as +10%as +... = 8642, a1, as, as,...€1{0,1,...,9} )
Relatia (1) reprezinta scrierea in baza 10 a numarului 97531 care este unica, deci
ap=1, ap =3, ay =5, ag=7, ag=9
iar relatia (2) reprezinta scrierea in baza 10 a numarului 8642, deci
a =2, a3=4, as=6, a; =8, ag=0, a;; =0,...
8

in concluzie P(x) =1+2x+3x%+...+9x5.

P(1)=1+2+...+9=45, P(10) =987654321.
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Problema 2. Sa se arate ca pentru orice a€ R\ Q exista p,qge Q si r,s € R\ Q astfel ca

2

az—pa+r:a -sa+q=0.

Vasile Pop, Universitatea Tehnicd din Cluj-Napoca

Solutie. Pentru p si r analizam cazurile:
1) Daci a®> e R\ Q alegem p=0sir=—a°.
2) Dacia’€Qalegem p=a’sir=a®—a’>=a*(a—1) eR\Q.

Pentru s si g observam ca

1 2
decia+—eR\Qsaua+—eR\Q.
a a

- 1 2
In cazul intai alegem g =1 si s = a+ — iar in cazul doi alegem g =2si s=a+ —.
a a

Observatie. Daci se considera ecuatia de gradul doi x?> — px+r =0, o rddicina a ei este a € R\Q
si fie cealaltda b. Obtinem be R\Q, a+ b= p si a-b=r. Problema ne spune ca existd b € R\ Q
astfelcaa+beQsia-beR\Q.

Analog, considerand ecuatia x*>—sx+q =0, existi ce R\Q astfel caa+ceR\Qsia-ceQ. m

=«
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Problema 3. Se considera sirurile de numere reale (ay),, (b,), care verifica relatiile de re-
curenta:
ag = 2, b() =-1,

Sa se determine [ay] si [by], n€N.

Vasile Pop, Universitatea Tehnicd din Cluj-Napoca

Solutie. Prin adunare si prin inmultirea relatiilor obtinem

an+1+bpe1=2(an,+by) = a,+ b, =2"(ag+ by) = 2"

Ans1-bpi1 =2ay-by= ay-by=2"ag-by = —2m!

an si b, sunt solutiile ecuatiei
24 V/221 1 4. 2041 2N 4 /2204 o3
2 - 2
=2l g2 4 ondl >
an=2""1 42224 on4l p >

b,=2""1—y/22n=24on+1 p>1,

ePentrun=1,a,¢7, b, ¢7 iar

X1,2 =

e bpe(=2,-1) & [by]l =-2,VneN",

Demonstratie. Pentru orice n € N* avem

by =2""1\/(2n1)2 4 2n+1 < ] & 277141 < /2212 g o+l o 92072 o ] L 9212 on]l o o
si

bp=2""1-y/@n 12421+l 5 _9 & 2" 110 5 (/2202 4 gntl o 9212 ontl g 5 0202 ont] oy 5

e lay] =[S,—bul=12"-b,]=2"+1. u
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Problema 4. Sa se arate ca pentru orice n € N*, exista in plan o multime finita de vectori X,
astfel ca pentru orice vector v € X, exista exact n vectori vy, vy,..., U, € X, cu proprietatea

v-nl=v-1v2l=...=[v-vul=1.
Vasile Pop, Universitatea Tehnicd din Cluj-Napoca

Solutie. Vom demonstra afirmatia prin inductie dupa n, definind inductiv multimile X, n = 1.
Pentru n =1 alegem X; = {vy, v2} unde |v; — 12| = 1.

Pentru n = 2 definim X> = X; UY; unde Y] = {v3,v4}, V3 = Wy + V1, Va = Wy + V3 iar vectorul wy
are proprietatile
[wil=1, w1+ v1 #Z vz, w1 + V2 £ 11, (© V3 € X1, 04 € X1),

[+ -2l #1 [ -1 + 2l £ (e [ - V2] # 1), [va — 11| # 1)

Avem relatiile:
vy —v2l =11 =13l =1, U1 — 04 # 1

[v2—v1l =2 —val = 1,[v2 - V3] #1

lvs—v1l=[vs—val = 1,[U3— V2| #1

Vs —v3l = va—v2l =1, [va— 1] #1
deci multimea X, are proprietatea ceruta pentru n = 2.

Presupunem ca am construit multimea X, si definim X,,;; = X, u Y, unde Y,, = w, + X, si
vectorul w,, este ales astfel ca

|w_n| = 1»w_n¢v_l_v_2rvv_l)v_2€xn(© Xnm Yn = ¢)

Si|lw,+1v1—121#1,Yv1, 02 € X, cuvy #0s.

Observatie: Multimea X, are 2" vectori. [
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