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Problema 1. Sa se determine functiile f: R — R care verifica inegalitatea:

|fx+y) - flx-y)-2y| <y’ VxyeR
Vasile Pop, Universitatea Tehnicd din Cluj-Napoca

Solutie. Scriem relatia sub forma:
|(fx+ ) —x+y) - (flx—y—-x-y)| <y’ VYxyeR
Cu substitutia f(x) — x = g(x), x € R obtinem pentru functia g : R — R relatia:
lgx+y)-glx-y)|=y* VYxyeR

Pentru y # 0 avem:
gx+y)-glx-y)
2y

‘s)%‘ VeR, Vy #0.

Rezulta ca e+ 7) ( )
lim gX+y—8gx—y _
y—0 2y

0, VxeR

deci functia g este derivabild in x € R si g'(x) =0, Vx € R. Astfel, g(x) = ¢, Vx € R, (¢ € R constant), deci
fe(x) = x+ ¢, x € R sunt toate functiile care verifica inegalitatea data. [
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Problema 2. Spunem ca o functie f:R — R are proprietatea (P) daca este continua si verifica relatia:

f-f(fx)=1, VYxeR.

a). Sa se arate cd exista o infinitate de functii cu proprietatea (P).

b). Daca f este o functie cu proprietatea (P) si f(2017) = 2016, se pot deduce valorile f(2015) si f(2018)?
Vasile Pop, Universitatea Tehnicd din Cluj-Napoca

Solutie. a). Pentru orice a € (0,1], functia f,:

1
—, dacax<a
a

1 1
fa(x)={ —, daca x€ |a,—
X a

a, daca x> —
a

« 1
are proprietatea (P). Intr-adevar, se verifica continuitatea iar f,;(f;(x)) = 7.0 pentru orice x € R, observand
a x
1
calmf,=|a —|.
fa=|a

b). Din relatia data avem

F) #£0, f(f(x)):ﬁ, VxeR

astfel ca )
f)= pr Vtelm f

(f este unic determinatd pe imaginea sa). Deoarece f este continud, rezultd ci Im f este un interval. In

1
plus, 0 ¢ Im f, 2016 = f(2017) € Im f, deci f(2016) = 2016 € Im f. Prin urmare,

1
—,2016| <1 c (0,

[2016 ] mf < (0,00)
astfel ca

1
2015eImf si 2015) = ——.
fost S ) 2015

Vom ardta ca f(2018) nu este determinata de ipotezele problemei.

Este suficient sa considerdam functii f pentru care Im f = [ﬁ,ZOlG], flx) = % pentru x € [Wlw,ZOIG],
f(2017) = 2016 iar f este continud. Astfel, f va verifica proprietatea (P) si f(2017) = 2016. Fie, spre ex-
emplu:
2016, dacd x < 535
1
Fl) = ;o dacd x € [ 5375,2016]
ax+b, daca xe€[2016,2017]
h(x), daca x>2017

unde a, b € R sunt astfel incat graficul functiei

g(x)=ax+b, x€[2016,2017]

Clasa a XII-a Concursul Interjudetean de Matematica “Argument’, Editia a VIII-a, 2016 2/5



1
este segmentul de dreaptd ce uneste punctele (2016, m) si (2017,2016), iar
1
h:[2017,00) — [—,2016]
2016

poate fi orice functie continua astfel incat h(2017) = 2016. Astfel, f(2018) = h(2018) care nu e determinata
(poate fi orice valoare din intervalul [ﬁ,zow] pe acest exemplu). ]

Clasa a XII-a Concursul Interjudetean de Matematicd “Argument’, Editia a VIII-a, 2016 3/5



Problema 3. Pe multimea (0,00) se considera o lege de compozitie interna " * " cu proprietatea:

(x*y)-(yx2)-(zxx)=1, Vx,y,2€(0,00).
Sa se studieze proprietdtile acestei legi: comutativitate, asociativitate, element neutru.
Vasile Pop, Universitatea Tehnicd din Cluj-Napoca

Solutie. Vom ardta mai intai ca pentru orice astfel de lege exista o functie f : (0,00) — (0,00) astfel ca

_f®
Y=roy

Daca in proprietatea din enunt punem x = y = z obtinem (x * x)° = 1 deci

X * Vx,y € (0,00).

xxx=1 Vxe€(0,00). (1)

Daca in proprietatea din enunt punem y = z obtinem

1
x*y

(x*py)*x(y*xx)=1 deci y*x= 2)

Daca in proprietatea din enunt punem z = 1 obtinem:

(x*xy)-(y*1-1*xx)=1

deci . el
B @) X*
x*y_(y*l)-(l*x)_y*l' (3)
Notand f(x) = x * 1 rezulta
x>c<y:m Vx,y€(0,00)
f(y)’ ) ) )

operatie care verifica (1).

(Comutativitate): O pereche este comutativd daca si numai daca functia f este constanta si atunci x * y =1
pentru orice x, y € (0,00).

(Asociativitate): Operatia este asociativa daca si numai daca

f@-f@)_ f®
f» f»-f@’
o (f(2)*=1, Vze(0,00)e f=1

x*x(y*x2)=(x*xy)*xz, Vx,),2€(0,00) < Vx,y, z€(0,00)

si atunci singura operatie asociativa este x* y =1, Vx, y € (0,00).

(Element neutru): Operatia admite element neutru a € (0,00) daca si numai daca

X*xa=a*XxX=Xx, Vxe(O,oo)Q%:%:x, Vx € (0,00).
Rezultd (f(x))? = (f(@))?, deci f(x) = f(a) si atunci
%:I:x, Vx € (0,00)

care este imposibild, deci operatia nu are element neutru. [
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Problema 4. Pornind de la functia
Fi:(0,00) >R, F((x)=x(nx—-1), Vx>0,
se defineste sirul de functii (F;) =1, Fr : (0,00) — Rin care F, este o primitiva a functiei F,, cu proprietatea

IimF,.;(x)=0, Vn=1.
x—0

n'F,(1
Sa se determine lim n( ).
n—oo Inn

Vasile Pop, Universitatea Tehnicd din Cluj-Napoca

Solutie. Aplicand integrarea prin parti avem:

2 2 2
X x° 1 X 1
Fg(x):fFl(x)dx:fx(lnx—l)dx:—(lnx—l)—f—-—dx:—(lnx—l——)+c
2 2 x 2 2
iar . .
1 Inx-1-+ 1 = 1
limF(x)=c+-lim——2=c+-lim—*—=c—-limx*=c¢
x—0 2 x—0 x2 2 x—0 —2x3 4 x—0

si din conditia datd se obtine ¢ =0, deci
B =X (1 1 1)
X)=—|lnx-1--].
? 2 2

Mai departe, procedand in mod similar, se obtine ca

Fa(x) x3(1 oL 1)
="—=|lnx-1-=--=
3 6 2 3

si prin inductie se demonstreaza cd, in general,

x" 1 1 1 ) . .
Fn(x):—' Inx - 1+§+—+...+— pentru orice n € N" si x > 0.
n! n

3
Astfel,
F,(1) = 11+1+1+ +1)
SR 2 3 7 n
si
1,1 1 1
n!Fp(1 I+5+3+...+ 1 1
n():_l.m 2 3 nStglz_ . n+1 — _ lim -t
n—oo Inn n—oo Inn n—oln(n+1)—Inn n—»ooln(lJrl)"“ Ine
n
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