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Problema 1. Fie f:Q* — Q* o functie cu proprietatea:

f(ﬁ)=f(x)-y, Vx,yeQ.

a) Sa se arate ca f este bijectiva si ca

fx-y)=fx)-f(y), Vx,yeQ”.

b) Sa se dea exemplu de functie f: Q* — Q* cu proprietatea (1).

(1)

Vasile Pop, Universitatea Tehnicd din Cluj-Napoca

Solutie. Pentru x =1, din (1) obtinem:

f(ﬁ) =f)-y, VYyeQ"

Deoarece functia
g:Q"—Q% gy=fM)-y

2

1
este bijectiva rezulta ca functia f este injectiva si ? este surjectiva (de unde si f este surjectiva), astfel ca f

este bijectiva.

Pentru y =1, din (1) obtinem:

x
—|=fx), VxeQ". (3)
7] ¢
si cum f este injectiva rezulta ca
fm=1 (4)
iar din (2) avem mai departe ca
1
—|=x, VxeQ". 5)
f(f (x)) ¢
Daca in (5) punem f(x) in loc de x obtinem
f( ! )—f(x) VxeQ”
F(f(x) ’
adica, din injectivitate,
1
f(f(x))=;, VxeQ". (6)
Acum, punem in (1), f(y) in loc de y si din (6) obtinem:
fE-N=fx)-f), YxyeQ". (7)
b) De observat mai intai ca daca f: Q* — Q* verifica (6) si (7), atunci verifica si (1).
Mai intai din (7) avem ca f(1) = (f(l))z, deci f(1) = 1. Apoi, tot din (7),
1) flx3)
~|= = , VxeQ” (8)
f(x) fo  fx) N
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de unde, mai departe, rezulta ca:

f(ﬁ) =f(x)f(ﬁ) =f<x)-f(f(§)) 9 ).y VxyeQ

Pornind de la aceasta observatie, cautam functii f: Q* — Q* ce verifica (6) si (7).

Pentru aceasta, este suficient sa definim f pe multimea numerelor prime astfel incat (6) sa se respecte, de
unde mai departe (7) se foloseste pentru a completa definitia pe N (prin reprezentarea numerelor naturale
ca produse de factori primi), apoi pe Q7 folosind faptul ca

1) ® S
yloofy
si mai departe pe Q* folosind faptul ci f este impara (din 1= f(1) = f((-1)-(=1)) = (f(~1))? rezulta f(-1) €
{—1,1} si cum f(1) =1si f este injectiva rezulta f(—1) = -1 siapoi f(—x) = f(-1)f(x) =—f(x), V x€ Q").

f(g) =f(x)f( Vx,yeqQr,

Astfel, consideram sirul numerelor prime: p; =2, p, =3, p3 =5,... si definim
1
fW =1, f(pu-1)=p2x, [fpar)=——
P2k-1

ce verifica (6) pe multimea numerelor prime. [

=«
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Problema 2. Fie A, B € ./;(C) si a,b e C astfel ca a® # b* si a-AB+b-BA = I,. Si se arate cd (AB—BA)? = O,.

Vasile Pop, Universitatea Tehnicd din Cluj-Napoca

Solutie. Avem relatiile
a(AB—-BA)=1,—(a+Db)BA,

b(BA— AB) =1, - (a+ b)AB.

In relatiile (1) si (2) trecem la determinant. Avem:

det(I, — (a+ b)BA) = (a+ b)*det(BA—xI) = (a+ b)* fga(x),
1
cu x=——- (a+ b #0 din ipoteza) iar
a+b

fu(x) = x% = (Tr M) x + det M.

Analog,
det(I, — (a+ b)AB) = (a+ b)? fap(x).

Dar fap = fpa deoarece
Tr(AB) =Tr(BA), det(AB)=det(BA).

in concluzie,
det(a(AB — BA)) = det(b(BA— AB))

de unde, folosind (1) si (2), se obtine

a’det(AB — BA) = b*det(AB — BA).

(1
2)

Deoarece a® # b® rezultd ci det(AB — BA) = 0 si in plus Tr(AB — BA) = 0 astfel ca aplicand Teorema Cayley-

Hamilton pentru matricea AB — BA obtinem (AB — BA)?=0.
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3

Problema 3. Sa se determine numarul permutarilor o € S, (n = 3) cu proprietatea ° = e care au un numar

minim de puncte fixe.

(e este permutarea identica: e(k) = k pentru orice k€ {1,2,...,n};
ke {l1,2,...,n} se numeste punct fix pentru o permutare o € S, daca o (k) = k)

Vasile Pop, Universitatea Tehnicd din Cluj-Napoca

Dan Moldovan

Solutie. Daca i € {1,2,..., n} nu este punct fix pentru permutarea o, fie j = o(i) #i. Atunci o(j) =k #1i,j
(altfel, dacd o(j) = i, atunci i = 03(i) = 0%(j) = 0 (i) - contradictie; similar, dacd o(j) = j, atunci i = 03(i) =
0%(j) = j - contradictie). Mai departe, o(k) = 62(j) = 03(i) = i. In concluzie, (i, j, k) formeazi un ciclu de
lungime 3 pentru o.

Pornind de la observatia de mai sus, distingem urmadtoarele cazuri:

a). Daca n =3m (m € N*), atunci numarul minim de puncte fixe este 0, iar numerele din multimea A =
{1,2,...,3m} se impart in m cicluri de catre 3.

Fie N, numarul acestor permutari. Pentru a genera toate aceste permutari, se procedeaza in felul urma-
tor: se alege din multimea A\ {1} valoarea i = o(1) (sunt 3m — 1 posibilitati de alegere), si apoi j = o (i)
din multimea A\ {1,i} (sunt 3m — 2 posibilitati de alegere). Odata format primul ciclu de lungime 3 (cel
care contine elementul 1), problema se reduce la a genera o permutare de acelasi tip din multimea redusa
A\{l,i,j} ce are 3(m—1) elemente (procedand similar, incepand cu cel mai mic element al multimii re-
duse), ceea ce se poate realiza in N,,—; moduri (Observatie: ordinea in care se genereaza ciclurile nu este
relevantd, insa se poate decide ca ele sa fie ordonate, spre exemplu, dupa cel mai mic element al lor; doar
in acest sens putem vorbi atunci de primul ciclu, al doilea ciclu, s.a.m.d.). In concluzie,

Np=38m-1)3m-2)N,,—1 pentru orice m =2,

unde N; =2, ceea ce in final conduce la formula

_ Bm)! _ 3m)!

= = , m=1.
Bm)!! 3mm!

m

b). Daca n =3m+1 (m € N), atunci numarul minim de puncte fixe este 1, iar acesta poate fi ales in 3m + 1
moduri. Odata ales punctul fix, restul de 3m elemente se se impart in m cicluri de catre 3, ceea ce se poate
realiza in N;,, moduri (conform punctul anterior), cu conventia ca Ny = 1. Astfel, numarul permutarilor in

acest caz va fi
Bm+1)!

3" m!

¢). Daca n=3m+2 (m € N), atunci numarul minim de puncte fixe este 2, iar acestea pot fi alese in C§m +2
moduri. Odata alese punctele fixe, restul de 3m elemente se se impart in m cicluri de catre 3, ceea ce se
poate realiza in N,, moduri. Astfel, numarul permutarilor in acest caz va fi

Bm+2)!
2.3mml°
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Problema 4. Fie a € R\ Q fixat. Definim sirul (a,),>; prin
a,={na}+{n+1a}, n=1

unde {x} reprezintd partea fractionara a numarului real x. Sa se determine multimea punctelor limita pen-
tru sirul (a,) (x € R se numeste punct limitd pentru sirul (a,) daca sirul are un subsir convergent la x).

Vasile Pop, Universitatea Tehnicd din Cluj-Napoca

Bogdan Moldovan

Solutie. Fie f = {a} € (0,1) \ Q. Pentru orice n € N* avem

ay ={nat+{(n+Da} = {nlal + np} + {(n+ Dlal + (n+ 1) p}
={np} +{(n+ 1B} = {np} +{(npl +{np} + p} = {np} + {{np} + B} = {np} + ({np} + B) - [{np} + B]
B 0, daca {np}<1-p

—2{nﬁ}+,3—{ 1, daca {nf}=1-p -

Fie L multimea punctelor limita pentru sirul (a,).

Fie n e N*. Dacid (0 <) {np} <1- B, atunci
an=2(np}+BeB,2—p).

Daci (1>){nf} =1- B, atunci
ap=2{nP}+p-1€[1-6,1+p).

In concluzie,
ane(f,2-puUll-6,1+pP) Vn=1

deci

Lc[B,2-plUull-6,1+p].

Mai departe, din teorema lui Kronecker rezultd ca pentru orice x € [0,1] exista un subsir ({nkﬁ}) 1 al lui
({npB}),,; convergent la x (termenii subsirului putand fi alesi fie toti mai mari ca x pentru x € [0,1), fie mai
mici ca x pentru x € (0,1]).

 Dacd x€(0,1- ], fie {nf} — x, {nkB} < x pentru orice k = 1. Atunci {nif} < x < 1- f astfel ca
an, =2{nkB} +p —2x+p
deci 2x + B este punct limita. Asadar, (5,2 - ] < L.
» Dacd x€[1-p,1), fie {ngf} — x, {nkB} > x pentru orice k = 1. Atunci {nif} > x = 1 - f astfel ca
an, =2{nf}+p-1—2x+p-1
deci 2x + -1 este punct limita. Asadar, [1-,1+ ) < L.

e Daca x =0, atunci fie {n;f} — 0 si putem presupune din convergenta la 0 ca subsirul este astfel ales
incat termenii sai sunt suficient de mici (mai mici ca 1 - > 0). Astfel,

an, =2{nxf}+p— B

deci € L.

Clasa a XI-a Concursul Interjudetean de Matematica “Argument’, Editia a VIII-a, 2016 5/6



* Daca x = 1, atunci fie {nyf} — 1 si putem presupune din convergenta la 1 ca subsirul este astfel ales
incat termenii sai sunt suficient de mari (mai mari ca 1 - < 1). Astfel,

an, =2{nft+p-1—1+p

decil1+p¢€ L.

In concluzie, L=[B,2-BlU[1- 6,1+ fB].

Dacid € (0,%), atunci f<1-f<1+f<2-Piar L=[B,2-p]. Daca fe (%,1), atunci 1-f< f<2-f<1+p,
iar L=[1-4,1+p].

In final,
B { {a},2—{a}] daca {a} € (

0,3)
" | [1-{a},1+{a}] dacd{a}e (3,1

)
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