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CLASA A X-A

Solut,ii



Problema 1. Fie ABC un triunghi dreptunghic cu ipotenuza BC de lungime n ∈ N. Pe ipotenuză se con-
sideră punctele

B = A1, A2, A3, . . . , An+1 =C

care o împart în n părt,i egale de lungime 1, iar pe cercurile de diametre A1 A2, A2 A3, . . ., An An+1 se consideră
punctele M1, M2, . . . , Mn . Să se arate că dacă

A1M1 + A2M2 + . . .+ An Mn ≥ AB ,

atunci
M1 A2 +M2 A3 + . . .+Mn An+1 ≤ AC .

Vasile Pop, Universitatea Tehnică din Cluj-Napoca

Solut,ie. În triunghiurile dreptunghice Ai Mi Ai+1 notăm

xi = áMi Ai Ai+1

s, i avem
Ai Mi = cos xi , Ai+1Mi = sin xi (i = 1,n)

astfel că, din ipoteză,
cos x1 +cos x2 + . . .+cos xn ≥ AB. (1)

Trebuie arătat că
sin x1 + sin x2 + . . .+ sin xn ≤ AC . (2)

Dacă prin absurd presupunem că
sin x1 + sin x2 + . . .+ sin xn > AC , (3)

din (1) s, i (3) avem

AB(cos x1 +cos x2 + . . .+cos xn)+ AC (sin x1 + sin x2 + . . .+ sin xn) > AB 2 + AC 2 = n2,

deci
(AB cos x1 + AC sin x1)+ . . .+ (AB cos xn + AC sin xn) > n2.

Dar
AB cos xi + AC sin xi ≤

√
AB 2 + AC 2 = n, i = 1,n

s, i prin adunare suma din stânga este mai mică decât n ·n = n2, contradict,ie.
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Problema 2. Fie n ∈N∗ s, i z1, z2, . . . , zn numere complexe cu proprietatea

|zi −1| ≤ 1

2
, ∀i = 1,n.

Să se arate că ∣∣∣∣∣ n∑
i=1

zi

∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣ n∑
i=1

1

zi

∣∣∣∣∣≥ 3

4
n2.

Vasile Pop, Universitatea Tehnică din Cluj-Napoca

Solut,ie. Condit,ia |zi −1| ≤ 1

2
arată că toate punctele zi se află în discul de centru z0 = 1 s, i rază

1

2
care din

origine se vede sub unghi de 60◦. Astfel, dacă zi = ρi (cos ti + i sin ti ), i = 1,n, atunci

ti ∈
[
−π

6
,
π

6

]
, cos ti ≥

p
3

2
.

Avem: ∣∣∑zi
∣∣≥ Re

(∑
zi

)=∑
ρi cos ti ≥

p
3

2

∑
ρi∣∣∣∣∑ 1

zi

∣∣∣∣≥ Re

(∑ 1

zi

)
=∑ 1

ρi
cos(−ti ) ≥

p
3

2

∑ 1

ρi
.

Astfel că ∣∣∑zi
∣∣ · ∣∣∣∣∑ 1

zi

∣∣∣∣≥ 3

4

∑
ρi ·

∑ 1

ρi
≥ 3

4
n2.

Observat,ie. Condit,ia esent,ială cos ti ≥
p

3

2
poate fi obt,inută s, i algebric prelucrând condit,ia |zi −1| ≤ 1

2
sub

forma

(zi −1)(zi −1) ≤ 1

4
⇔ zi · zi − (zi + zi )+1 ≤ 1

4
.

Variantă. Fie z1, z2, . . . , zn numere complexe cu proprietatea

|zi −1| ≤
p

3

2
, i = 1,n.

Să se arate că ∣∣∣∣∣ n∑
i=1

zi

∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣ n∑
i=1

1

zi

∣∣∣∣∣≥ n2

4
.

Solut,ie. Cercul cu centrul 1 s, i raza

p
3

2
cont,ine toate punctele s, i se vede sub unghi de 120◦ astfel că

zi = ρi (cos ti + i sin ti ), ti ∈
[
−π

3
,
π

3

]
,

deci cos ti ≥ 1

2
s, i solut,ia merge analog cu prima.
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Problema 3. Fie f : R→ R o funct,ie neinjectivă pentru care există o funct,ie injectivă g : R→ R s, i o funct,ie
h :R×R→R astfel ca

f (g (x)+ y) = h( f (x), y), ∀x, y ∈R.

Să se arate că funct,ia f este periodică.

Vasile Pop, Universitatea Tehnică din Cluj-Napoca

Solut,ie. Funct,ia f fiind neinjectivă există x1 6= x2 astfel încât f (x1) = f (x2), de unde

h( f (x1), y) = h( f (x2), y), ∀y ∈R

astfel că
f (g (x1)+ y) = f (g (x2)+ y), ∀y ∈R.

Notând
T = g (x2)− g (x1) 6= 0 (g este injectivă)

avem mai departe că

f (x +T ) = f

g (x2)+ (
x − g (x1)

)︸ ︷︷ ︸
y

= f

g (x1)+ (
x − g (x1)

)︸ ︷︷ ︸
y

= f (x), ∀x ∈R

ceea ce arată că f este periodică.
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Problema 4. Fie A ⊂R o mult,ime cu cel put,in trei elemente s, i f : A →R o funct,ie cu proprietatea:

| f (x)− f (y)| = |x − y |, ∀x, y ∈ A.

Să se arate că există o funct,ie g :R→R astfel încât

g (x) = f (x), ∀x ∈ A s, i |g (x)− g (y)| = |x − y |, ∀x, y ∈R.

Vasile Pop, Universitatea Tehnică din Cluj-Napoca

Solut,ie. Fie a,b,c ∈ A distincte. Avem
f (a)− f (b) =±(a −b)

f (b)− f (c) =±(b − c)

f (c)− f (a) =±(c −a).

Prin adunare obt,inem 0 =±(a −b)± (b − c)± (c −a) s, i observăm că egalitatea este adevărată dacă s, i numai
dacă semnele sunt la fel +,+,+ sau −,−,− (spre exemplu, în cazul +,+,− avem a−b+b−c−c+a = 0 ⇔ a = c
– fals; la fel se analizează s, i celelalte cazuri). Astfel,

f (x)− f (y) = x − y, ∀x, y ∈ A (1)

sau
f (x)− f (y) =−x + y, ∀x, y ∈ A. (2)

În cazul (1) definim funct,ia g :R→R,

g (x) = x + f (a)−a, ∀x ∈R.

În cazul (2) definim funct,ia g :R→R,

g (x) =−x + f (a)+a, ∀x ∈R.
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