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Problema 1. Fie ABC un triunghi dreptunghic cu ipotenuza BC de lungime n € N. Pe ipotenuza se con-
siderd punctele
B= AerZ!A3)---’An+l =C

care o impart in n parti egale de lungime 1, iar pe cercurile de diametre A; Ay, A2 As, ..., A, A+ se considera
punctele My, M, ..., M. Sa se arate ca daca

AM+AMy+...+ A,M,, = AB,

atunci
MiAy+ MyAs+...+ M, A, < AC.

Vasile Pop, Universitatea Tehnicd din Cluj-Napoca

Solutie. In triunghiurile dreptunghice A; M;A;;1 notim
Xi = MiA; A

si avem

A;M; =cosx;, A;+1M;=sinx; (i=1,n)

astfel ca, din ipoteza,

COSX]+COSXp+...+cosx, = AB. 1)
Trebuie aratat ca

sinx; +sinx, +...+sinx, < AC. (2)
Daca prin absurd presupunem ca

sinx; +sinxy +...+sinx, > AC, 3)

din (1) si (3) avem

AB(cosxj;+cosxe +...+cosx,) + AC(sinx; +sinx, +...+sinx,) > AB? + AC? = n?,

deci
(ABcosx; + ACsinxp) +...+ (ABcosx, + ACsin x;) > n.
Dar
ABcosx;+ ACsinx; < VAB%2+ AC2=n, i=1,n
si prin adunare suma din stinga este mai micd decat n- n = n?, contradictie. [
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Problema 2. Fie neN* si z1,2,..., 2, numere complexe cu proprietatea

1 —
|zi—1|<—, Vi=1,n.
2’

Sa se arate ca

Vasile Pop, Universitatea Tehnicd din Cluj-Napoca

. i 1 . e e s o1 .
Solutie. Conditia |z; — 1| < 3 arata ca toate punctele z; se afld in discul de centru zy =1 si raza 3 care din

origine se vede sub unghi de 60°. Astfel, daca z; = p;(cost; +isint;), i = 1, n, atunci

T T 3
t; € [——,—], CcoSt; = —.
6 6 2

Avem: .
3
|Zzi| > Re (Zzi) ZZpiCOSfi > TZpi
. ! 1 V3a 1
'Zz_z > Re (Zz_z) = ZECOS(_ti) > 7ZE
Astfel ca

Lal X

3 1 3,
EZZPZZEEZH

V3 1
Observatie. Conditia esentiala cost; = > poate fi obtinuta si algebric prelucrand conditia |z; — 1| < 5 sub

forma

N

_ 1 — —
(zi—l)(zi—l)sz@zi-zi—(zi+zi)+ls

Varianta. Fie zj, 2»,..., 2, numere complexe cu proprietatea

i
2 -1 < —
2’

Sa se arate ca
2

n
=—.
4

n
Yz
i=1

no1
&2

3
Solutie. Cercul cu centrul 1 si raza % contine toate punctele si se vede sub unghi de 120° astfel ca
(cost; +isint), fie|-2, 7|
zi=pj(cost;+isint;), tie|——,—]|,
i=Pi i i i 3'3

si solutia merge analog cu prima. [

) 1
deci cost; = 3
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Problema 3. Fie f:R — R o functie neinjectivd pentru care existd o functie injectiva g : R — R si o functie
h:RxR— R astfel ca

flgx)+y)=h(f(x),y), VYx,yeR.

Sa se arate ca functia f este periodica.

Vasile Pop, Universitatea Tehnicd din Cluj-Napoca

Solutie. Functia f fiind neinjectiva exista x; # x astfel incat f(x;) = f(x2), de unde

h(f(x1),y)=h(f(x2),y), VyeR
astfel ca
fgxD+y=fgx)+y), VyeR

Notand
T =g(x2)—g(x1) #0 (g este injectiva)

avem mai departe ca

fx+D=f|gl)+(x—gx))[=f|gx)+(x—glx))|=f(x), VYxeR
—_—— —_——
y y

ceea ce arata ca f este periodica. [
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Problema 4. Fie AcR o multime cu cel putin trei elemente si f : A— R o functie cu proprietatea:

If)—fI=lx—yl, Vx,yeA.

Sa se arate ca existd o functie g : R — R astfel incat

g =f(x), VxeA si [gx)-gWI=Ilx—yl, Vx,yeR.
Vasile Pop, Universitatea Tehnicd din Cluj-Napoca

Solutie. Fie a, b, c € A distincte. Avem
fla)- f(b)=%(a-b)

fb)-flc)=+xb-0c)
flo)=fla)=+(c—a).

Prin adunare obtinem 0 = +(a— b) =+ (b —¢) + (c — a) si observam ca egalitatea este adevarata daca si numai
daca semnele sunt la fel +, +, + sau —, —, — (spre exemplu, in cazul +,+,— avem a-b+b—-c—c+a=0a=c
— fals; la fel se analizeaza si celelalte cazuri). Astfel,

fO-fy=x-y, Vx,yeA (1)

sau
f)-fy)=—x+y, Vx,yeA. 2)

In cazul (1) definim functia g:R — R,
gx)=x+f(a)—a, VxeR.
In cazul (2) definim functia g:R— R,

gx)=—x+f(a)+a, VxeR.
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