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Problema 1. Fie a,b,c,d numere intregi. Si se arate ca ecuatia x> +2ax + b = y*> + 2cy + d are o infinitate
de solutii (x, y) € Z x Z daca si numai dacd a> - c*> =b—d.

Vasile Pop, Universitatea Tehnicd din Cluj-Napoca

Solutie. Scriem ecuatia sub forma

x+a)?-(y+0*=(a*-cH-(b-ad.

Daci a®—c? = b—d, atunci ecuatia devine (x+a)* = (y+c¢)?, deci [x + al = |y + ¢| care, evident, are o infinitate
de solutii in Z x Z.

2

Daci a’—c® =b-d+k, ke Z*, atunci ecuatia se scrie sub forma

(x+a-y-c(x+a+y+o)=k

iar pentru fiecare descompunere a lui k:
k=pq, pqeZz
obtinem sistemul
X—y+a—-c=p
X+y+a+c=q

astfel cd ecuatia este echivalentd cu o familie finita de sisteme, fiecare cu un numar finit de solutii, deci
ecuatia are un numar finit de solutii (x, y) € Z x Z. [
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Problema 2. Fie a,b numere naturale astfel ca (a—1)? < b < a? si consideram sirul (x,),>¢ definit prin
relatia de recurenta:

xn+1:axn+[\/gxn , neEN, XOEN*.

Sa se arate ca existd p, q € N astfel ca

Xn+l1 = PXn—qxp-1, VYn=1.
Vasile Pop, Universitatea Tehnicd din Cluj-Napoca

Solutie. Din (a—1)?> < b < a? rezultd ci a = 2 si b nu este pitrat perfect, deci Vb este numar irational, iar
din relatia de recurenta rezulta ca (x,) =0 este un sir de numere naturale nenule. in plus, a — vbe (0,1).

Avem succesiv din relatia de recurenta:

xn\/l_o— l1<xy41—ax, = [xn\/E] < xn\/E
(a+ \/E)xn—l <Xp+1 < (a+ \/E)xn

(@’ - b)x; — (a— \/E) < (a— \/E) Xpe1 < (a® - b)x;,

axpi1— (@ —b)xy, < \/Exnﬂ < axpi1— (@ -b)x,+ (a— \/E) .

Din ultima relatie rezulta ca
=axp.1— (@ -bx, VYn=1,

[\/Exnﬂ

sau
[\/Ex,,] = ax,—(@®-b)x, 1, VYn=1. 1)

Inlocuind [\/Exn] din (1) in relatia de recurenta obtinem:

Xp41 =2a%, — (@* —b)x,_y, Vn=1, )

deci p=2asi g=a®-b.

Observatii. « Ecuatia caracteristica a recurentei (2) este
r’—2ar+a>-b=0
cu radacinile rjp = a+ v'b, deci existd A, B € R astfel ca

xn:A(a+ \/E)H+B(a—\/g)n, neN.

e Pentru a =3 si b =5 obtinem:
Xn = 2n_1F2n+3; nzl,

unde (Fy) ;> este sirul lui Fibonacci

F=FK=1 F,, ,=F,+F,_1,Vn=2.
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Problema 3. a). Sd se determine unghiul A al triunghiului ABC in care este verificata relatia:

a’ = b’ + ¢ + be.

b). Fie x, y, z numere pozitive care verifica relatiile:
x2+xy+y2 =1, y2+yz+z2:4, 22 +zx+x*=5.

Sa se determine suma S = x? + y? + z2.
Vasile Pop, Universitatea Tehnicd din Cluj-Napoca

Solutie geometrica. a). Aplicind teorema cosinusului in triunghiul ABC pentru unghiul A
a*=b*+c* —2bccos A

1
rezultd ca cos A = —5 deci unghiul A are 120°.

b). O expresie de forma p? + g+ apq cu a € [-2,2] conduce la o interpretare geometricd a teoremei cos-
inusului. In cazul nostru, dacd ludm un triunghi cu laturile x,y ce determind un unghi de 120°, din prima
relatie rezultd ca a treia laturd (o notdm cu a) are marimea 1.

Analog, un triunghi cu laturile y, z ce determina un unghi de 120° are a treia latura (b) de marime v4 = 2,
iar un triunghi cu laturile z, x si unghiul de 120° are a treia latura (c) de marime /5.

Lipim cele trei triunghiuri obtinute anterior dupa laturile comune x, y, z si deoarece 120°+120°+120° = 360°
se formeaza un triunghi ABC cu laturile 1, 2 si V/5, care este triunghi dreptunghic (12+22 = (v/5)?) (iar varful
comun O al celor trei triunghiuri lipite este punctul lui Torricelli-Fermat din care laturile lui ABC se vad sub
unghiuri egale).

Scriem aria triunghiului ABC in doua moduri:

a-b xysinB/O\C yzsinC/O\A zxsin AOB
Sapc=——=1= + +

2 2 2 2

3
= T(xy+yz+zx),

deci 4
Xy+yz+zx=—.

V3

Adunand relatiile date obtinem

2
x2+y2+22:5——

75
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Problema 4. Fie &/ o multime de n =2 puncte in plan si fie M un punct fixat.

Pentru orice submultime nevida 98 c </, se construieste o dreapta (notatd cu dg) in felul urmator: notam
cu Gg centrul de greutate al multimii 28, cu G centrul de greutate al multimii 8 = o/ \ &, iar cu Mgy
simetricul lui M fata de Gg; dreapta dg este Mg G.

a). Sa se arate ca pentru orice kK =1,2,...,n—1, exista un punct I in plan prin care trec toate dreptele dg,
cuBcod,|Bl=k.

b). Sa se arate ca punctele I (k=1,2,...,n—1) sunt coliniare.
Vasile Pop, Universitatea Tehnicd din Cluj-Napoca

Solutie. Fie of ={A;, As,..., Ay}, k€{1,2,...,n—1} si fie G centrul de greutate pentru <.

Fie B={A;, Ai,,..., Ai,} c o, B=oA\B={Ai,,, A, Ai,}. Notam cu 7} vectorul de pozitie al lui A;,
respectiv cur_}.vectorul de pozitie al lui A;; (j =1,2,...,n). Evident, {r_]’ j= 1,2,...,n} ={rj:j=12,...,n}.

Atunci 7, = % (r{ +ry Lt r]’c),

[—

/ 7 T
(r Tt +rn)

I'6; = k k2 T

n—k
™™ +Tmy, = 2TG,, deci
2= — - —
"My = E(r{+ré+...+r,’c)—rM.
Orice punct de pe dreapta dg = M@G@ este de forma ¢-rpy, +(1—1) TGy adica

2L(7 =7 N1l (= , PR
m ottt +n—k Fop Tttt =0Ty
Alegand r astfel incat
2t 1-t
k n-k
. k : .
(deci t = 5 k), se obtine punctul I cu vectorul de pozitie
n_
ﬁ:—z (7+7+...+r_’)— k = —2 (Fl+T2+...+T5) — £ ™
£ op-k Ul 2 "o2n-k 2n—k Yo2n-k
=ty To+(1—tyk)Tv, undet .
nk''G n,k)"M> n,k 27—k

care, evident, nu depinde de alegerea lui 9, ci doar de G, M si k. In plus, rezulta de aici ca toate punctele
I se afld pe dreapta MG (cu observatia ca daca M = G, atunci Iy = G pentru orice k). [

Clasa a IX-a Concursul Interjudetean de Matematica “Argument’, Editia a VIII-a, 2016 4 /4



