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Clasa a IX-a

Problema 1. Fie a, b, c, d numere ı̂ntregi. Să se arate că ecuaţia x2 + 2ax + b = y2 + 2cy + d are
o infinitate de soluţii (x, y) ∈ Z× Z dacă şi numai dacă a2 − c2 = b− d.

Problema 2. Fie a, b numere naturale astfel ca (a − 1)2 < b < a2 şi considerăm şirul (xn)n≥0
definit prin relaţia de recurenţă:

xn+1 = axn +
[
xn

√
b
]
, n ∈ N, x0 ∈ N∗.

Să se arate că există p, q ∈ N astfel ca

xn+1 = pxn + qxn−1, ∀n ≥ 1.

Problema 3. a). Să se determine unghiul A al triunghiului ABC ı̂n care este verificată relaţia:

a2 = b2 + c2 + bc.

b). Fie x, y, z numere pozitive care verifică relaţiile:

x2 + xy + y2 = 1, y2 + yz + z2 = 4, z2 + zx + x2 = 5.

Să se determine suma S = x2 + y2 + z2.

Problema 4. Fie A o mulţime de n ≥ 2 puncte ı̂n plan şi fie M un punct fixat.

Pentru orice submulţime nevidă B ⊂ A, se construieşte o dreaptă (notată cu dB) ı̂n felul următor:
notăm cu GB centrul de greutate al mulţimii B, cu GB centrul de greutate al mulţimii B = A \ B,
iar cu MB simetricul lui M faţă de GB; dreapta dB este MBGB.

a). Să se arate că pentru orice k = 1, 2, . . . , n − 1, există un punct Ik ı̂n plan prin care trec toate
dreptele dB, cu B ⊂ A, |B| = k.

b). Să se arate că punctele Ik (k = 1, 2, . . . , n− 1) sunt coliniare.

Fiecare problemă se notează cu puncte de la 0 la 7.

Timp de lucru: 3 ore.

Succes!


