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Arqument 18
Asupra unor siruri
D.M. Batinetu-Giurgiu si Nicolae Musuroia

Abstract. This article presents several extensions of the Traian Lalescu and
Romeo T. Ianculescu famous sequences, published in Gazeta Matematica.

In Gazeta Matematici (G.M.), vol. VI (1900-1901), la pagina 148, marele
matematician Traian Lalescu a propus problema 579 cu urmatorul enunt;:

Dacd L, = "/(n+ 1)! — Unl, n > 2, sd se calculeze lim L,.
n— o0

Céativa ani mai tarziu, in G.M., vol. XIX (1913-1914), la pagina 160, Romeo
T. Tanculescu a propus problema 2042 cu urmatorul enunt;:

Daca I, = (n+1)"Vn+1—ni/n, n > 2, sd se calculeze lim I,,.
n—oo

In G.M., anul XCIII (1988), la pagina 488, D.M. Batinetu-Giurgiu si Ma-
rius Somodi propun problema C:884, cu urmatorul enunt;:

Fie (ap)n>1, (bn)n>1 siruri de numere reale strict pozitive astfel incat

. An+41

lim

n—oo QA

=acRY, nler;o(bn+1 —b,) =be R, atunci

lim (bn+1 "+,1/an+1 — bn {L/a) =aqa-b.

n—r oo

In G.M., anul XCIV (1989), la pagina 139, D.M. Batinetu-Giurgiu propune
problema C:890 cu enuntul:

(n+1)° " > 9. sd se caleulese lim B
— ,n>2, sd se calculeze lim B,,.
) Un) 00

In G.M. seria A, anul XI (1990), la pagina 23, D.M. Batinetu-Giurgiu

Daca B,, =

1
demonstreaza cd lim ((I‘(x + 2))#1 — (T(z + 1))%) = —, unde
T—00 e

T:(0,00) = (0,00), I'(x) = / t*“le~tdt este functia lui Euler de speta
0
a doua.

In G.M. 2-3 din 1992, folosind criterii de aplicabilitate ale reciprocei teore-
mei Césaro-Stolz, D.M. Batinetu-Giurgiu arata ca:

o . An+41 . bn—i—l . (7%
daca lim = lim =a>0, lim —=¢>0,
n—oo  (Op n—o00 n n—00 Oy
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Arqument 18

atunct

lim ((n +1) "/ (n+ Dapt1 —ni/n- bn) =a(l+1nc).

n—00

In numirul 3 al revistei Argument, Nicolae Musuroia prezinta urméatoarea
extindere a acestui rezultat: daca lim a, =a €R, lim b, =b> 0, lim ¢, =
n—oo n— oo n—oo
ceR, lim d, =d >0, atunci
n—oo

b
. n41 _ n } _ v _
nh_}ngo ((n +ap) " (n+ )b, — (n+cp) Vn dn) In y +a-—c

In sfargit, in G.M. 7-8/1992, D.M. B&tinetu-Giurgiu prezintd urméitoarea
generalizare a problemei lui R.T. Tanculescu:

li_>m ((n +k)"Vn+k—(n+m)"/n+ m) =k—m,

unde k,m € N, k > m, iar in revista Argument numarul 3, Nicolae Musuroia
prezinta extinderea: dacd lim a, =a € R, lim b, =b e R, k,m € N, atunci
n—oo

n— oo
li_>m ((n +an) "W+ a, — (n+by) "/ n+ bn) =a—b.

Cu ocazia implinirii a 115 ani de la publicarea problemei lui Traian Lalescu

si a 103 ani de la publicarea problemei lui Romeo T. Ianculescu, ne face placere
sa nominalizam pe cei care au avut o contributie valoroasa pe aceasta tema,
colaboratori ai Gazetei Matematice sau ai unor reviste de prestigiu din tara
si strainatate, unde au fost publicate generalizari si extinderi, metode noi de
abordare a problemelor de acest tip.
Mentionam aici pe: D.M. Batinetu-Giurgiu, Maria Batinetu-Giurgiu, Mar-
cel Tena, Mihaly Bencze, Marius Somodi, Ovidiu Pop, Neculai Stanciu, Tra-
ian Tanculescu, Nicusor Zlota, Nicoale Muguroia, Kee-Wai Lau (Hong Kong,
China), Michael Bataille (Franta), Anastasios Kotronis (Grecia), Moti Levy
(Israel), Paolo Perfetti (Italia), Omran Kouba (Siria), Angel Plaza (Spania),
P.P. Dalyai (Ungaria), Arkady Alt (U.S.A), etc.

In aceasta nota prezentam cateva extinderi ale rezultatelor prezentate mai
sus.
Teorema 1. Dacd t € [0,00) §i (an)n>1 este un gir de numere reale strict
Anp+1

pozitive, astfel incat lim =a > 0, atunci:

n—00 Nanp

a
~

1)t+1 t+1
lim (n+1) i =

n— o0 1/t Y E
" an—i—l A
4
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Demonstratie. Aplicand criteriul Cauchy-D’Alembert, obtinem:

, n . [nm . (n+1)" q,
lim = lim {{ —=lim —F— . —
n—oo Ay, n—o00 an n— 00 Apt1 nmn

C onea, (n+1\"T1 e
= lim =-.
n—00 Qp41 n a

Daca

" ~ (n4+1)M Wl n+1 t({h/an)t n+1
n = "M nt+1 n+\1/m n

. . e t a t .
atunci lim w,, = (—) (—) =1si
n—oo a e

t n(t+1)
. n . Qn, n+1 n+1/ t
Jm = i () () el

CLnJrl
_et+1 lim (nan )t< n+\1/an+1)t<n+1)t
- n—00 \ Up41 n-+1 n
1 t
:etﬂ-—(g) -1l=e.
at \e
Atunci
(n+ 1)t+1 nttl nt+l

lim = lim

- 2 (un —1)
n— 00 1/t n/at n—oo /At
n+\/ Ay 1 an, Qy,

gy, —1 Y — 1
lim i Un Inu, = lim < i ) Un Inu"

n—oo /gt Inu, n—oo \ {/at, Inu,
t t
(& e
=— :1-lne=—, qed.
t t?
a a
CLnJrl

Daca t =1 gi a, = n!, atunci lim
n—oo N - Ay

=1, deci

lim ( (n+1)° - "’ )ze
n—00 n+m W ’

adica lim B, = e.
n— oo
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Teorema 2. Dacd t € (0,00) §i (an)n>1 este un gir de numere reale strict

a
g e (0,00), atunci

pozitive, astfel incat lim
n—00 NGy,

nt+1/ t+1 ; 1
lim V %n+1 _ vV ant _ a't!

n—oo \ (n+ 1)t nt et

Demonstratie. Daca

n+1/ t+1 t+1
Ranth ot _<n+‘1/—an+1)+ ( n )f+1n+1

vV, = = ’
R VA Ve n+1 /a, n
1l
atunci lim v, = (%) : (—) =1gi
n—o0o g a

nt t+1
lim v? = lim ( " ) (anﬂ) 1
n—oo n+1 an Y qn+1

t+1
_ t+1 € —
T e aqt+l ’
deci lim - = lim (v, — 1)
n—oo (n+ 1)t nt n—oo  nt
n/ t+1 . t+1
. a Up, — va Uy — 1
= lim i ~ Inv, = lim ( n) ~ Inv)
n—o00 nt Inwv, n—00 n In v, )
att+l n t+1
t+1 ne= -3
. . n4t1 n 1 :
Pentru ¢t = 0, a, = n!, obtinem lim ( v (n+1)! —\/n!> = —, deci
n—o00 e
. 1
lim L,=-.
n—o00 e

Teorema 3. Dacd (an)n>1, (bn)n>1 sunt siruri de numere reale strict pozitive,

a
astfel incat lim "t € R%, lim (byy1 — b,) = b € RY, dar k € N¥,
n—oo (U n—oo

m € N, atunci:

lim (bn+1 "t an11 — by "+m\/an) =a-b.

n—
6
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Demonstratie. Conform teoremei Cauchy-D’Alembert avem lim {/a, =
n—oo
. Gn41 . .~
lim = a, iar conform teoremei Césaro-Stolz,
n—oo @y,
. b . bpy1 — 0
lim 2 = lim — " — lim (bps1 —bp) =
Deci
. . E . 1\ 75E
lim "*/a, = lim a;t" = lim (a{{) =a
n—oo n—o0 n—>00
si
lim = lim — - =
n—soon+k nocon n+k
Atunci
nh—>n<;lo (bn-l—l n+\k/ An4+1 — bn n+m\/ an)
= n]ggo (bn n+k:/an+1 — b, ""a, + bn+1 n,+k/an+1 — b, n+k/an+1)
= Tim (b ("R — ") + (bugr — ba) ")

=0+4+a-b=a-b,
deoarece nl;rgo(bn,+1 —by) "ta,+1 =b-a, iar
. . n+k~/a,n+1
i by (/ansy = " R/an) = lm by v/ (7 B 1)

n—o0
In SVt
) e ntya, ] n+k/an+1
= lim b, "*%a, -In
n—oo 1 n+k an+1 n+m an
n—v T v
n,+m,/an

1 A

e "twan —1 b b
= lim "*%a, ( 2 _In 41 — " _In an)
neo 1 "/ Ont1 n+k n+m
n_— vy Tt

'n«FW
=1-1(blna —blna) =0.

Pentru £ = 1 gi m = 0, din teorema 3, regasim problema C:844. Daca in plus
luam si a,, = b, = n, Vn € N*, obtinem lim ((n +1)""Vn+1- n{L/H) =1,
n—oo

adica lim I,, = 1.
n— oo
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Teorema 4. Daca t € R, atunci

((r(ﬁz))i% - (r(x+1))%> _ 1
(x + 1)t at

lim
xTr—r0o0

Demonstratie. Avem:

L
lim M:limiz lim {/ —

T—00 x ZZNO,S n n—oo nm

) (n+1)! n® ) n \" 1
= lim ———— — = lim = —.
n—oo (n + 1)”*1 n! n—oo \n + 1

< . * *
Daca u : R} — R,

t+

(T(x + 1))w+11 _ xt
(@+1)" (Dz+1)5

u(z) =

:(<F<x+2>>mil>t“( v >t+1,x—|—1
x+1 (D(z +1))= x

I\t
atunci lim u(z) = (—) cettl =1i

Tr—00

Prin urmare

N ) s D)l W 4 eV b
e (x + 1)t xt T—00 t

= lim (F(x—i—l))% u(x) 1. nu(x

= xlﬁoo It nu(z) Inu(x)

= lim ((F(xﬂ)ﬁ)t“u(w)—l. u(@))” = —

T—00 x In U(I)

Teorema 5. Dacat € Ry, atunci

lim ( (z + 1)1 _ G ) =¢t
e\ +2)= Ce+)s/

8




Arqument 18

Demonstratie. Daca v : R} — RY,

o) — (2T (D + D)= )
0= (57) <<r<x+2>>ﬁ

:< z+1 >t<(F(x+1))%>tx+1
(I +2)71 v v
1

v =1
=1gidin lim ———
z—oco Inwv(r)

lim (0(z))” = lim (F(x“))t.(Hl)m.(p(ﬂg))mil

atunci lim v(z) = et - =1gi
Tr—00

t

a

1 t
— 1. lim Iz +1))= — ot 1 —
T—00 x+1 et

Prin urmare
lim ( Chs UH; - i ) = lim Lﬁ (v(z) = 1)
eoo \ (D(z+2))71  (D(z+1))= w0 (D(z +1))=

lim Tl . v(z) —1 .

e=oo (D(z+ 1))t Inov(z)

= lim x t-v(x)_lnva:g”:et- ‘lne=¢t
_w1—>oo(1"(x+]_)%> Inv(z) In(v()) L1 '

8o+

Inw(x)

Pentru x = n € N*| in relatia din Teorema 5, obtinem:
(n+1)+! it (n+1)t+! it
T 7 = lim — = @t.
D(n+2)7m  (T(n+1))w n—oo \ "/((n+ 1))t /(nh)k
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Profesor, Bucuresti
Profesor, Colegiul National ”Gheorghe Sincai”, Baia Mare

Colectivul de redactie al revistei Arqgument 7t doreste distinsului colaborator,
Profesor Dumitru Batinetu- Giurgiu, multd sanatate si putere de munca la
aniversarea varstei de 80 de ani. Prezenta elegantelor sale probleme in paginile
revistei noastre ne onoreazd.

Cu mult drag,

La mulfi ani!
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In legatura cu criteriul raportului

Dan Barbosu si Radu Tirsu

Abstract. In [1] Heuberger presented five solutions for computation the limit
= lim (2—-v2) (2-V2)...(2- V2).
= lim (2-V2) (2-V2)...(2- V2)

The aim of this note is to give a more natural solution based on a nice generalization
of the ratio criteria for sequences of real positive numbers, due to professor Ivan [2].
We also present another interesting application of the mentioned generalization.

incep prin a demonstra urmatoarea generalizare a criteriului raportului
pentru giruri de numere reale, datorata lui Ivan [2], [3].

Teorema. Fie (z)nen, (an)nen siruri de numere reale strict pozitive, cu

proprietatile:

(1) lim Zn: i:oo;

n—oo .—1 Ak

(i) 3)1 = lim (x"“) leR.

n—oo xn

Sunt adevarate afirmatiile de mai jos:
(a) daca Il <1= lim x, =0;
n—oo
(b) daca I >1= lim xz, = +o0.
n— oo

Demonstratie. Din conditia lim (:Cn+1) =[l=Ve>0,3IN = N(e) a.

n—o00 T
Vn > N sa aiba loc inegalitatile:
1—a<(M) <l+e. (%)
Ty

(a) Folosind inegalitatea (%) din dreapta, in care alegem & > 0 astfel ca

l+¢e¢=¢q< 1. Deducem ca:
x
Il < gan, V> N. (%)
Tn
Scriem acum inegalititile (x*) incepand cu n = N.
Inmultindu-le membru cu membru, gasim:

T <an gL (% % %)
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Cum z, > 0si g€ (0,1), din (x * *) rezultd cd lim x, = 0.

n—oo

(b) Rationamentul analog, folosind inegalitatea () din partea stanga.

Observatia 1. Daca [ = oo, evident lim x,, = co.
n—oo

Observatia 2. In cazul in care a, = 1, Vn € N*, se regaseste criteriul ra-
portului pentru giruri de numere reale strict pozitive.

Aplicatia 1. [1], [2]. Calculati:
I=lim (2-v2)(2-V2)...(2- ¥2).

n— o0
Solutie. Fie z,, = [] (2 — \"/5), an =n, VYn > 2. Se gtie ca
k=2
lim 2”:1_ lim En:i—oo
n— 00 — k n—oo — ag -

1
si de aici e imediat ca lim Y — = co. Se observa usor ca
n—oo k=2 ap

n an n n 1
lim (“ “) = lim (2— +\1/5) :e—‘n2<§<1.

n—o00 Tn n—oo0
Conform cu rezultatul din teorema, obtinem lim z, = 0.
n—oo
Aplicatia 2. [2] Calculati
In2 In4 In2n
Il=1lm — — ... ————.
n—sooIn3 In5  In(2n+1)
n In 2k

Solutie. Fie z,, = sia, =nlnn, Vn > 2.

kl;ll 111(2]6 + 1)

Se demonstreaza ugor ca lim Y — = oo (de exemplu aplicaAnd teorema lui
n—oo k=2 af

Lagrange functiei f : [k,k+ 1] = R, f(z) =In(lnx), Vk € N*).
Un calcul elementar conduce la

N an In(2 2 nlnn 1
lim (w “) — lim (m) - <1
n—oo \ Ip n—oo \In(2n + 3) Ve
Cu rezultatul din teorema, rezulta lim xz, = 0.
n— o0

12
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Teorema bisectoarei exterioare glisante
Petru Braica si Dana Heuberger

Abstract. In this note we are going to give an interesting geometrical result,
similar to the sliding angle bisector theorem, which uses the external angle bisector
of a triangle.

In aceasta nota vom da un rezultat de geometrie elementara similar teoremei
bisectoarei glisante, in care este folosita bisectoarea exterioara a triunghiului.

Deoarece in unele cazuri vom face apel si la notiuni de calcul vectorial, reamintim
un enunf extrem de folositor, a cirui demonstratie o puteti vedea in [4]:

Lema 1. Fie punctele distincte A,B,C,D si M € AB\{B}, N € CD\{C} astfel

MA ND AD—k-B
Medt —= = —— = k e R\{1}. Atunci, MN = — "~ 2~
MB NC 1—k

Pentru fixarea ideilor, mentionam, fara demonstratie, enuntul teoremei bisec-
toarei glisante:

Teorema 1 (a bisectoarei interioare glisante).
Fie triunghiul ABC si C1 € (AB), B1 € (AC), astfel incat BC1 = CBi1. In aceste
conditii, dreapta determinatd de mijloacele segmentelor (BC) si (B1C1) este paraleld

cu bisectoarea interioara a unghiului BAC' al triunghiului ABC sau coincide cu ea.

Daca in loc de C1 € (AB) considerdm simetricul lui C; fatd de B, obtinem:

Teorema 2 (a bisectoarei exterioare glisante).

Fie triunghiul ABC ¢i C1 € AB, By € (AC), cu B € (AC1), astfel ca BChw = CB;.
In aceste conditii, dreapta determinatd de mijloacele M si N ale segmentelor (BC)
st (B1Ch) este paraleld cu bisectoarea exterioard a unghiului BAC al triunghiului
ABC (deci este perpendiculard pe bisectoarea interioard a unghiului :4\) Mai mult,

A
MZ@ :x~sin§~?.

Demonstratia 1. Construim paralelogramele C1BXN si CB1NY. Rezulta ca
(NX) = (Ci1B) = (CB1) = (NY), deci ANXY este isoscel cu baza (XY). Din
(BX)=(NC1) = (NB1) = (CY) si BX||NC1 = NB1||CY, avem imediat c&a BXCY
este un paralelogram de centru M, deci punctele X, M si Y sunt coliniare.

In triunghiul isoscel NXY, (NM) este mediana corespunzéitoare bazei, prin urmare

(N M este bisectoarea unghiului XNY. Unghiurile XNY si B/A\C sunt suplementare,
14
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caci:

Deoarece )ﬁv\y are laturile paralele cu AB si AC' si are masura 180° — m (E@),

—

rezulta ca bisectoarea acestuia este paraleld cu bisectoarea exterioara a BAC.

1 1
Demonstratia 2. Fie 7 = 1B @ §i U = o ﬁ, cei doi versori ai dreptelor
AB si AC. Avem: Blg =z - UsiBC=xz-1.
CB: + BCy x A = —
Din Lema 1 obtinem: MN = — = 5(7—7) = x-sinE- b, unde b

este un versor al bisectoarei exterioare a unghiului BAC.
Intr-adevar, -7 = ﬁ, cu

A
AT? = [ 2| + || F[* = 21 2| - [ 7| - cos A = 4sin” .

Multe dintre problemele in care se foloseste teorema bisectoarei interioare glisante
pot fi transformate in probleme analoage, in care se foloseste teorema bisectoarei
exterioare glisante. lata cateva exemple:

Propozitia 1. Fie triunghiul ABC si D € (AC), F € AC, E € (AB), G € AB,
astfel incit CD = BG, CF = BE, iar C € (DF) si B € (EG).

In aceste conditii, dreapta determinatd de mijloacele segmentelor [EF] ¢i [DG] trece
prin mijlocul lui (BC).

15
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A

Demonstratie. Notdm cu M, N si P mijloacele segmentelor [BC], [EF], respectiv
[DG]. Din teorema bisectoarei exterioare glisante, avem cd M P si M N sunt perpen-

—

diculare pe bisectoarea BAC, deci punctele M, N, P sunt coliniare.

Consecinta 1. Cu notatiile din Propozitia 1, dacd BE = x, CD =y, atunci avem

A
NP:(w+y)~sin5.

Demonstratie. Intr-adevir, noténd cu 7 = @ si v = ac R cei doi versori
ai dreptelor AB gi AC, avem: ,BE = —x- 7 ﬁ =z, C@ —y- .
1% BG+CD C’ T BE+CF C’
Apoi, din Lema 1 avem: M =y- sm — §1
— — 1 —
—x-sin 3 b,unde b = DYy (4 — 7) este versorul bisectoarei exterioare a BAC.
sin 5

A
Asadar M € (PN) si NP = (z +y) -sin X

Propozitia 2. Fie triunghiul ABC si B1, B2, Bs € (CA), C1,C2,Cs € (AB, astfel
inct B € (ACy), BCy = CBv'"Z'ay, si ABy, # AB, k =1, 3.
Notim CCy N BBy = {Xx}, k = 1,3. In aceste conditii, urmdtoarele triplete de
puncte sunt coliniare:

1) mijloacele segmentelor (BixCy), k =1, 3.

2) X1, X2, Xs.
Demonstratie.

1) Fie M mijlocul lui [BC] si Y mijlocul lui (BxCy), & = 1,3. Din teorema
bisectoarei exterioare glisante avem ci pentru k = 1,3, Y, M este perpendiculars

=~
pe bisectoarea interioara a unghiului BAC. Din unicitatea perpendicularei in M pe
aceasta bisectoare, obtinem concluzia.
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2) Pentru k = 1,3, MY} este dreapta Newton-Gauss a patrulaterului complet
CCyBB X, A. Prin urmare, MY, N AXy, = {Z}, iar Zi este mijlocul segmentului
(AXy), pentru k = 1,3. [Z;Z;] este linie mijlocie in AAX;X;, deci Z;Z;|| X; X;,
pentrui =1,3,5 =1, 3,4 # j. Deoarece punctele Z1, Z2, Z3 sunt coliniare, rezulta c#
si punctele X1, X2, X3 sunt coliniare.

Consecinta 2. Cu notatiile din Propozitia 2, daca b= AC,c = AB, atunci:
A S
a) MYy, = ay, - sin > Vk=1,3.
b) MZ1, M Za, M Z3 sunt invers proportionale cu a1 +c—b, az+c—0b, az+c—b.

v A - YA

Demonstratie. a) Ca in Teorema 2, se aratd cd MY1 = a1 - sin 5 b, MYy =
A — YA A — —

az - sin 3 b si MY3 = a3 -sin 5 b, unde b este un versor al bisectoarei exterioare

— A
a unghiului BAC. Rezulta MY} = ay, - sin > Vk=1,3.
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b) Aplicind teorema lui Menelaus pentru AAC:C si transversala X1 — B — Bi,

b' ch’lib—al
o‘glnemm—T.
—_— a1—b ?
., MG+ c M c-MC’1—|—(al—b)~Mi/z
Asadar MX; = —
a; —b a1 +c—>b
14
c
D ClB, al
eoarece CiA~ C+a1,avem
? ai
>_M _c+a1.m_(c+a1)'m—a1~m
MC, = = )
a1 c
_c+a1
— b+c ~m—am
Folosind ca Mi/z:—Mg, obtinem: MX1:( ) ! sl apoi:
a1 +c—>b
—
MX; + MA  (c+b)-MB+ (c—b)- MA
MZ, = = .
2 2 (a1 +c—b)

Analog, deducem:

W_(c+b)~m+(c—b)-m )
T 2(a2+c—b) st
A (c+b)~m+(c—b)~M—>A
5 2(as+c—b) '
— —

Asadar, (a1 +¢c—b)-MZ1 = (a2 +¢c—b)-MZ = (az + ¢ — b)- M Z3, de unde rezulta

concluzia.

Propozitia 3. Fie ABCD un patrulater convex cu A/D\C = XB\C st punctele Q €
(AD), B € (AM), N € (BC), D € (CP), astfel incit BM = DQ si BN = PD.
Atunci, mijloacele segmentelor (MQ), (BD) si (PN) sunt coliniare.

Demonstratie. Notdm cu X,Y si Z mijloacele segmentelor [MQ)], [BD] si [NP].
Stim ca daca un patrulater convex are doud unghiuri opuse congruente, atunci bisec-
toarele celorlalte doua unghiuri ale sale sunt paralele sau coincid.
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Aplicam Teorema bisectoarei ex-

terioare glisante pentru ABCD si p ¥ D C
obtinem ca YZ /egerpendicularé

pe bisectoarea BC'D. Analog de-
ducem ca XY/c;perpendicularé pe
bisectoarea BAD. Deoarece cele Q

doua bisectoare au aceeasi directie N
iar dreptele XY si YZ au un
punct comun, rezultd cid XY = x

Y Z, deci punctele X, Y, Z sunt co- A B M
liniare.

Consecinta 3. Cu notatiile din demonstratia Propozitiei 3, dacd BM = z i
C

A
BN =y, atunci avem XZ :x~sin§+y-sin5.

A — C —
Demonstratie. Ca in Teorema 2, obtinem )ﬁ = z-sin 3 b si Z_Y> = —y-sin 5 b,

_} —_—
unde b este un vector director al bisectoarelor exterioare ale unghiurilor BAD si

—

BCD (care sunt paralele, deci au aceeasi directie).
o A . C
Rezulta ca XZ =z - sm§—|—y -sin o
Extindem acum teorema bisectoarei exterioare glisante In cazul mai general al
proportionalitatilor:

Propozitia 4. Fie triunghiul ABC si punctele By € (AC), C1 € (AB,
M € (BC) si N € (B1C1), cu B € (ACY), astfel incat are loc relatia:

BC, BM _ C\N

OB, MC _NB, k>0

In aceste conditii, dreapta M N este perpendiculard pe bisectoarea unghiului BAC.

1 1
Demonstratie. Notam B,C = z, T = 1B @ si = o ﬁ versorii dreptelor
ABsi AC. Atunci, BCi =kz- U siCB) = —z- 0.
Din Lema 1 obtinem:
— s
BCi+k-CB1 kx
MN = == (7 =)
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A

Ca In demonstratia a doua a Teoremei 2,

A — —
deducem W — ¥ = 2sin—- b , unde b B;
este un versor al bisectoarei exterioare a
unghiului BAC. x

2kx A —

Asadar MN in—- b, adica MN

= -si
1+k 2 B c
este paraleld cu bisectoarea exterioara a

unghiului BAC, deci e perpendiculara pe ke N
bisectoarea interioara a acestuia.
C;

Observatie. a) Construind paralelogramele BC1NX si BiCY N si folosind aceleasi
idei ca in prima demonstratie a Teoremei 1, se poate arata geometric, foarte elegant,
ca afirmatia din Propozitia 4 este adevarata. Ii invitam pe cititori sa o faca.
b) Din demonstratia vectoriald de mai Inainte, deducem ci
2kx A

-sin —.

MN == 2

In final, le lasam cititorilor bucuria rezolvarii urméatoarelor probleme, care reprezinta
o continuare fireasca a celor de mai inainte:

1. Fie triunghiul ABC si By,By € AC, cu C € (Bi1Bz2), B1 € (AQ),
C1,C2 € AB, cu C2 € (AB), B € (Ci1C2), M € (BC), N € (C1B1), P € (C2B»),

. . BCy BCy; BM NCiy PO, A )
astfel incat B = B =c = NB = 7B, = k. In aceste condi{ii, demonstrafi
MN BC:

MP — BCy

2. Fie patrulaterul convex ABCD, cu AD} BC' si punctele E € (AD), F € (BC),
AE BF MA
BC ~ AD ~ MC

ca punctele M, N si P sunt coliniare st

M € (AC), N € (BE), P€ (BD) si Q € (AF), astfel incat

NE PB QF i BC

ﬁ—ﬁ—@ Arata}flcaM —EQ?

3. Fie patrulaterul conver ABCD cu AB } CD gi punctele P € (AB),
..o PACQ :

Q € (CD), astfel incat PB - DO Fie M € (PQ), N € (BD) si R € (AC),
MP _NB _BP _ AR
M@ ND DQ CR’

MN AB DQ

MR~ CD AP’

Ccu

Aratati ca punctele M, N si R sunt coliniare i
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4. Fie triunghiul ABC' i punctele mobile M € (BA), N € (CA) si P € (AB,
cu B € (AP), astfel incit MB = BP = C'N.

Demonstrati ca cercurile ale caror diametre au capetele in mijloacele segmentelor
(MN) gi (NP) trec printr-un punct fiz.

5. Patrulaterul convex ABCD are (AB) = (CD) i AB Jf CD. Se aleg punctele
P € (AB) s Q € (CD), astfel incit AP = CQ. Demonstrati cd mijloacele X,Y, Z
XY BP
XZ AB’

6. Fie triunghiurile ABC st DEF cu AB = DE, AC = DF, AB }{f DE,
AC | DF si m(@) +m (ﬁ?) — 180°.

Dacd M, N, P,Q sunt respectiv mijloacele segmentelor (BD),(AE),(CD) si (AF),
sa se arate ca MN 1L PQ.

7. Fie triunghiurile ABC si A'B'C’ situate in plawalele, cu AB = A'B’,
AC = A'C', AB | A'B', AC f A'C" sim (CAB) +m (C"A'B’) = 180°.

Dacd M, N, P,Q sunt respectiv mijloacele segmentelor (A’'B), (AB'), (A'C) si (AC"),
sa se arate ca MN 1L PQ.

8. Fie triunghiul ABC gi punctele M € AB\ (AB), P,Q € (BC) si N € (AC),
astfel incait BM = BQ = CP = CN. Fie S majlocul lui (MQ) si T majlocul lui
(NP). Notam cu do dreapta determinatid de mijloacele segmentelor (BC) si (ST). In
mod analog definim dreptele dy, si d..

Fie {A1} = dyNde, {B1} =daNde si {C1} = da Ndp. Ardtati ca perpendicularele
din Ay pe BC, din By pe AC si din C1 pe AB sunt concurente.

ale segmentelor (BD) , (PQ) si (AC) sunt coliniare si
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Aplicatii ale formulei lui Taylor

Costel Chiteg

Abstract. In this article we will see several situations where the use of Taylor’s
theorem facilitates the solving of some approximation problems.

Pentru studierea unor probleme de extrem, cat si a unor probleme din algebra
polinoamelor, este necesard abordarea formulei lui Taylor pentru polinoame si ex-
tinderea ei pentru functii reale de clasa n € N*. Formula lui Taylor aproximeaza
”de ordin superior” o functie si generalizeaza aproximarea liniarda bazata pe prima
derivata. Este una dintre cele mai importante formule de matematica, utilizata in
special In aproximarea prin polinoame a functiilor reale. Alcatuirea tablelor trigono-
metrice, logaritmice etc. a fost posibila prin utilizarea formulei lui Taylor. Prin
aplicarea ei, putem deduce un criteriu cu ajutorul caruia se determina diferite tipuri
de puncte de extrem.

Scurt istoric. De-a lungul istoriei s-au cautat legi care sa descrie legile fizicii. Asga
cum este prezentat in lucrarea [1], René Descartes (1596-1650) este primul care a
formulat explicit si riguros conceptul de lege a naturii in sensul modern, aga cum
il cunoagtem azi. Descartes credea ca toate fenomenele fizice trebuie explicate prin
ciocnirile maselor in miscare, fiind guvernate de trei legi precursoare ale faimoaselor
legi ale migcarii formulate de I. Newton. Pierre de Maupertuis (1698-1759) prezinta
”principiul metafizic” prin care presupune ca natura functioneaza mereu cu cea mai
mare economie de mijloace. Apoi, matematicianul elvetian Leonhard Euler (1707-
1783) a previzut o mare parte a rezultatelor matematice relative teoriei maximelor
gi minimelor functiilor scalare. Matematicianul Brook Taylor (1685-1731) devine
membru al Royal Society in anul 1712. Descopera metoda integrarii prin parti si
publicd formula ce-i poartd numele in anul 1715 (Methodus incrementorum directa
et inversa).

A) Formula lui Taylor pentru polinoame

Se considerd P(X) = an X" 4+ an—1 X" '+  + a1 X +ao € R[X] si xo € R. Exista
Ao, A1, ..., An € R pentru care

P(X) = Ao =+ Al(X — l‘()) + AQ(X — 1’0)2 + -+ An(X — l‘())n.
Demonstratie. P(zg) = Ap. Derivand formal, succesiv, obtinem
P'(X) = A1 +242(X —x0) +345(X —x0)*> +-- -+ An(X —20)" "', de unde P'(x0) =
Ay, apoi P”(X) = 245 + 31A3(X — z0) + --- + n(n — 1A (X — 20)" "2, de unde

P pm
P'(z0) = 242, sau Az = 2('1,0),...14" = %
Am obtinut astfel formula: '
Pl P// P(n)
P(X):P(xo)+ (1’0) (X—l'0)+ (l'O) (X—xo)2+-~~+ﬂ(X—a:0)".

1 2! n!
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Exercitiu rezolvat.
Si se dezvolte polinomul P(X) = X? — 3X + 7 dup# puterile lui X — 1.
Solutie. grad(P) = 3, xo = 1, deci formula lui Taylor este:

P//(l) P///(l)
2! 3!
Prin calcul deducem P(1) =5, P'(1) =0, P"(1) =6, P"'(1) = 6, deci

P(X)= (X —1)° +3(X —1)* +5.

(X —1)° + (X —1)°

(X -1+

B) Formula lui Taylor cu restul sub form3 integrald

In cele ce urmeazi, pentru k € N*, spunem ci functia f : [a, 5] — R este de clasi C*,
daci este de k ori derivabild pe [, 8], cu f*) continus.

Fie f : [, 8] — R o functie de clasi C"*'[a, ], unde n € N fixat. Atunci pentru
orice a € (a, B) si pentru orice x € [a, B] are loc formula:

£@) = @)+ LD ) 4 L0

51 (x—a)’+...
+ f(n) (a) (x . a)n + /93 f("Jrl)(t) (1’ - t)n dt.

n! n!

= f(z) — f(a), de unde deducem

a

Demonstratie. /I f()dt = f(¢)

) = f(a)—|—/ f'(t)dt. Apoi,

x

a

f@) =
/ "t = - / "W - 0'dt = —f (O — 1)

Inlocuind in relatia precedenta, deducem

F@) = f(@) + ' (@)(a—a) + / (z— )" (t)dt.

+/:(x—t)f”(t).

Prin rationament inductiv se ajunge la formula data.

a f0) (g
Remarca. Pentru f,a,n fixate, polinomul Ty (z) = > / k'( )(x —a)*
k=0 :

polinomul lui Taylor de grad n asociat functiei f in xo.

se numeste

Expresia R, (z) = / #f("“) (t)dt este numita rest integral de ordin n.
n!

Propozitie. Fie ¢, : [a,b] — R functii continue, cu proprietatea cd i are semn
constant pe [a,b]. Atunci existd & € [a,b] astfel incat

b b
/ eﬁ(w)w(w)dw:w(é)/ Y(z)dx.
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Remarci. Din aceastd afirmatie, pentru cazul particular ¢(z) = 1, Va € [a,b],
deducem teorema de medie pentru integrala definita.

C) Formula lui Taylor cu restul lui Lagrange

Fie f;[c, 8] — R o functie de clasd C™*'[q, 8], unde n € N fixat. Atunci pentru orice
a € (o, B) si pentru orice = € [a, (] exista & € [a, f] (depinzand de x) situat intre a si
x, astfel incat

fo) = f@)+ L @0+

£ (a)

n!

f//a 9
%(aﬁ—a) +...

FE)
(n+1)!

+ (r—a)" + (x —a)".

Demonstratie. Dacd a < z, iar ¢t € [a,z], atunci © — ¢ > 0 si in formula lui Taylor

x—t)"
cu restul sub form4 integrald, considerdm ¢ (z) = # si
n!

p(z) = f (@),
Atunci,
N
n!

N AR ()
BCES)]

Ru(a) = / (@) - pla)dr = o(€) / d

e oo

)n+1

(r—a

Analog, pentru cazurile z < a sau r = a.
Consecintd (Formula lui Mac Laurin)

Pentru a > 0 se considera o functie f : [—a, a] — R de clasi C" Y Atunci, pentru
orice ¢ € (—a, o) existd & intre 0 si = astfel Incat
OB RO F0) 0y SO

TR TR R B B N Coproy by

f(z)=f(0) +
Simbolul lui E. Landau

Fie o € R, V' o vecinatate a lui xo si functiile f,g: V — R.

T
Dacia lim % =0, vom nota f = O(g) in zo. O(g) este simbolul lui E. Landau si
1)—)1)0
L f(z) .
se folosesgte atunci cand lim sup —— < co. Atunci,
e—zy 9(T)
. Ra(x) ARG
lim —— = lim —~(z —x9) =0,
=z (T — x0)"  a—ozo (N4 1)!
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deci putem scrie Rn(z) = OQ((z — x0)"), de unde rezultd f(z) = Tn(z) + O(z"), in
xo = 0, daca notam cu

_ F) 10 » F(0)
Tn(x) = f(0) + TR TR S S e
polinomul Taylor de grad n asociat functiei f in punctul 0.
Aplicatii.
2 n
© x T n
e :1+ﬁ+?++ﬁ+0(x ), Vzx e R;
2 3 n
(i +a) =z -2+ 2 g (I OE™), Ve e (-1,1)
3 5 2n+1
. T T n T 2n+1
cosxfl—x—2+x—4—~-+(—1)" o +O*), Ve e R
- 20 4l (2n)! ’ '

Cum se formeaza exercitiile In care intervine calculul limitelor de functii?

1). De exemplu, avem o foaie de hartie i nicio culegere de probleme pe masi. Stim
cd lim(z — sinz) = 0. Ne intrebdm daca putem determina o valoare k& € N pentru
xz—0
L. . _ .. x-—sinz
care exista, este finita si nenula lim =
z—0 x
Consideram functia f(z) = sinz, care este indefinit derivabild si ii aplicim formula

? Da, putem.

3
x .
lui Mac Laurin pentru n = 1. Obtinem sinz = = — 37 + O(z®). Inlocuim si limita

1,'3

r-et+ 5+ 06
- =5 pentru k = 3 (am pus + O (z%) in loc de

data devine lim -
z—0 X

— O (2*), deoarece prin impartire la 23 nu se schimb# rezultatul). De analizat si alte
valori, pentru k # 3.

2). Dezvoltdm functia f(z) = sinz In punctul z = 0, pentru n = 2 si cu ajutorul

3 5
x x
formulei lui Mac Laurin obtinem: sinz =« — 37 + 5 + O(2") sau sinz — = + 5=
s ! !
x
120 + O(2®), de unde impértind prin z° # 0 obtinem
. :1:3
SMETETE 1L 06 ey 1
x5 120 x5 120

Am creat astfel o limita de functie.
Evident ca putem determina valoarea limitei cu ajutorul regulii lui I’'Hospital. Avan-
tajul formulei lui Taylor este de a crea limitele. Acesta este doar un prim avantaj.
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3). Un alt mare avantaj al formulei lui Taylor il reprezinta calculul aproximativ.
De exemplu, dorim s& determindm sin 33° cu 5 zecimale exacte.
T w
Transform#m unghiul in radiani 33° = 30° 4+ 3° = — + —. Considerdm functia

f(z) =sinz si scriem formula lui Taylor de ordinul n = 3. Pentru h # 0 avem:

/ " 1" IV
flz+h) = f(z) + fl(!“”) el 2(!”) eyl 35”) I8 4!(5) hY,

unde & este Intre x si = + h. Existd 0 € (0,1) astfel incdt £ = x + 0h.
Vom obtine:

2 3 4

sin(z + h) :sinx—k%cosx— isinx— ﬁcosx—&— %sin(x—k@h).

Pentru a evalua restul se observa ca avem
(&)
Z—?sin(x—k@h)'gi;—?— 63 g%,
deci obtinem 5 zecimale exacte:
sin 33° ~ 1+1.£_ m .1_ il ﬁ
2 60 2 2-602 2 6-603 2
(valoare afigatd de exemplu in programul Scientific WorkPlace).

~ 0, 54464

4). Precizarea unor conditii suficiente de extrem (Mac Laurin, 1742)
Fie f : [a, 8] — R o functie de clasd C"[a, (], unde n € N* fixat, a € (o, 8) astfel
incat f'(a) = f"(a) =--- = f™V(a) =0, f™(a) #0.
Daca n este par, atunci a este un punct de extrem local:
i) daci f(™(a) > 0, atunci a este un minim local;
ii) daci f(™(a) < 0, atunci a este un maxim local.
Daca n este impar, atunci a nu este un punct de extrem local.
Demonstratie. Utilizam formula lui Taylor cu restul lui Lagrange. Pentru oricare
z € [a, ] avem

I

n'

f(@) = f(a)

Dacé n este par, atunci (z —a)"” > 0, Vz € [a, B].

Cazul 7). Daci f™(a) > 0, cum f™ este functie continud, existi o vecinitate
V alui a pentru care £ (z) > 0,Vz e VN [a, A], deci f@(€) > 0, de unde deducem
cd f(z) > f(a), YV N [a, B, adicd a este un minim local.

Analog se demonstreaza ii). Daci n este impar, diferenta f(z) — f(a) are semn
variabil pe orice vecinitate a lui a, deci a nu este un punct de extrem local.

(z —a)™, unde & este intre a si =.

m
5). Este a = 0] un punct de extrem pentru functia
f:[0,7] = R, f(x) = (22 — 7)° cos x?
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Solutje. f(g) :f”(g) :f(g) - ’V(g) — v (g) —0si f‘”(g) <0, deci

T
— este maxim local.

E) Formula lui Taylor pentru functii reale de variabila vectoriald

Vom analiza, pe scurt, cateva aspecte noi, pentru a intelege importanta formulei
studiate in liceu.

Definitii. Vom considera spatiul vectorial X = R? inzestrat cu produsul scalar ():
Vo = (z1,22), y = (y1,y2) € R?, definim (z,y) = z1 - y1 + z2 - y2 € R (spatiu
prehilbertian). Norma indusi este functia || || : R — [0,00), prin ||z|| = 1/(z,z),
Vz € R?. Distanta dintre =,y € R? se definegte prin

d(z,y) = o =yl = /(21 = 91)? + (w2 — y2)%,

care este distanta euclidiana.

Fie a = (a1,a2) € R? un punct fix si > 0.
Atunci B(a,r) = {x € R?|d(a,z) < r} este bila deschisd de centru a si razi r. O
multime D C R? este deschisi daci D = @ sau daci D # ) si pentru orice z € D
existd r > 0 astfel incat B(x,r) C D. familia tuturor deschiselor din R? formeaza o
topologie. Primele cunostinte se completeaza cu notiunile de multime inchisa, punct
interior, de acumulare, de aderenta, etc.
In spatiul metric R?, se defineste convergenta sirurilor si se studiazi apoi sirurile
Cauchy. De exemplu, (z,), din R? e convergent dacs existi a € R? aga incat Ve > 0
In. € N* pentru care d(zn,a) < e, Vn > ne.

Definitie. Fie D C R? o multime deschisi, a = (a1,a2) € D, s = (s1,s2) € R? un

versor (||s|]| = 1) si functia f: D — R. Existd r > 0 asa incat B(a,r) C D.

Pentru orice ¢t € (—r,r) avem d(a + ts,a) = ||a + ts —a| = ||ts]| = |¢] - ||s]| = |¢] < 7y

deci a + ts € B(a,r) C D, astfel cd putem defini functia reald g : (—r,r) — R,

g(t) = fla+ts) = f(a1 +ts1,a2 +ts2). Spunem ci f este derivabild dupa versorul s,
not df

daci g este derivabild in ¢ = 0. In acest caz, ¢'(0) = E(a).

Deci derivata lui f in punctul a dupa directia s este

df . fla+ts)— f(a)
4s(@) = lim ¢ :

Aceasta se mai numeste derivata Gateaux (slaba).

Exercitiu rezolvat. Se consideri functia f : R? — R, f(z,y) = =zy°

3 4 , df
s=\"%% € R un versor. Sa se determine d—(a), unde a = (—2,3).
s
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3\ 2 2

Solutie. ||s|| = ( . g) + (g) =1, deci am verificat c& s este versor. Calculam
f( 2 3t3+4t) f(—=2,3)

 flatts)—fla) 5937 5 ’

lim = lim = —15.

t—0 t t—0 t

Definitie. Fie (e1,e2) baza canonicd a lui R?, adici e; = (1,0), ea = (0,1). Fiind
versori ai axelor de coordonate, putem defini pentru o functie f : D — R, cu D C R?
o multime deschisa si pentru a € D, derivata

df . flatter) = f(a) des Of
e, (@) =l ¢ = 9

(a),
numita derivata partiala a lui f in raport cu x1 In punctul a. Analog se defineste
derivata partiald a lui f in raport cu x2 in punctul a:

d, . fla+tex) — f(a) def Of
dey (W = I t " Oxs

(a).
Functia f este derivabild partial in raport cu xx, k € {1,2} pe deschisul D, daca in

0
oricare punct a € D existd —— (a).
Bxk

Exercitiu rezolvat. Pentru f : R? = R, f(z,y) = z° + zy, si se calculeze

% (z,y), g—g (z,y).

Solutie. Notam cu Az, Ay cresterile argumentelor x,y. Atunci

of _ o flat+Azy) — f(z,y)
ox (@y) = Alalcrgo Az
2 2
~ lim (z+Az)* + (z + Az)y — z° —xy -
Az—0 Ax

deci retinem ca regula ca il consideram pe y fixat si derivam in raport cu x.

' -1
dy (@,y) Ao Ay
2 2
— im & +zly+Ay)—=z xy:w’
Ay—0 Ay
deci retinem ca regula ca 1l consideram pe x fixat si derivam in raport cu y.
0
Definitie. Fie D C R? un deschis si f : D — R o functie pentru care existi an (a),
k

0 0

k € {1,2}, Va € D. Functiile E)Tf :D > R, a— E)Tf(a) se numesc derivatele
k k

partiale ale lui f pe D. Spunem ci f € C*(D), daci f este derivabils partial pe D si

sunt continue pe D.

0 /
8a:1 ’ 8]32

functiile
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Definitie. Fie D C R? o multime deschisi. O functie 7 : R?> — R se numeste
aplicatie liniara, daca
Definitie. Fie D C R? o multime deschisi, a € D. O functie f : D — R este
diferentiabils in a, dacs existi o aplicatie liniard T : R> — R astfel incét

o @) = f(@) = T —a)

T—a ||3,’—CLH

=0.

Notatie: T' = df (a). Functia f este diferentiabild, daca este diferentiabild in oricare
a € D. Putem scrie echivalent: existd ¢ : D\{a} — R, cu lim ¢p(z) = 0 astfel incat
Tr—ra

f@)=fla)+T(z—a)+|lz—al-e(x), Vo e D.
Propozitie. Fie D C R? o multime deschisd, a € D si o functie f : D — R

d .
diferentiabild in a. Atunci pentru orice versor s € R?, eristd d—f(a) =df(a)(s). In
£

particular, ﬁ(a) =df(a)(er), k € {1,2}.
8a:k

Demonstratie. Deocarece a € D, rezultd ca exista r > 0 astfel Incat
B(a,r) C D, deci pentru orice t # 0, |t| < r, avem:

o F@H19) = F(@) _ | df(a)(ts) + lits] - pla+ ts)

t—0 t t—0 t
=df(a)(s) + lim k. p(a+ts) =df(a)(s).
t—0 t
Remarca. Un rezultat important este urmatorul:
Daci f € C*(D), atunci f este diferentiabil.
Daci f este diferentiabild in a € D, unde D C R? este o multime deschisg, atunci

_of of
df(a) = pr (a)dz1 + D (a)dza.
v .« v . . . 9 8 8f not a2f .
Daca exista derivatele partiale, atunci notdim —| —— ) = ——— pentru j # k
ij Oz 8a:j8xk
0 (Bf)@c??f i
st Or;\0z;/) 630?’ penbitt J = &
y . 2 N 1 . of Of 1 "
Spunem ci functia f € C*(D), dacd f € C*(D) si 2. Bas € C*(D). Definitia se
1 2

generalizeazd pentru f € C™(D).

Noti istorica. In studiile sale de termodinamica, L. Euler, in anul 1734, a enuntat
teorema prin care derivatele mixte sunt egale. In 1873, Hermann Schwarz (1843—
1921) a dat un exemplu in care nu se verificd egalitatea derivatelor mixte de ordinul
II. Este necesar ca acestea sa fie continue.

Teorema lui Schwarz. Dacd D C R? este o deschisd, f € C*(D), atunci
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orf . Of
8a:18x2 Y= 81:2831:1

Formula lui Taylor. Fie D C R? o deschis&, a € D, f € CP(D). Alegem r > 0

(a), Ya e D.

0 0
astfel incat B(a,r) C D i To(z) = (x1 — a1)87f (a)+ (z2 — ag)an (a), iar [T, (z)]™®,
1 2
2 < k < p reprezintd puterea simbolicd a polinomului T, (x). Atunci, pentru oricare
x € B(a,r), existd £ € [a, x| pentru care avem:

f@)=f(@)+ 1 Tale)+ 5

1

2 1 p—1 * p
(T @)+ 4+ gy @)+ [T @),

unde in puterea simbolica derivatele de ordinul p sunt calculate in punctul &.

Indicatie. Se considers un versor s = (s1,s2) € R% Existd r > 0 astfel incit
B(a,r) C D, t € (—r,r). Definim functia g : (—r,r) = R,

g(t) = fla+ts) = fa1 + tsi,az + tsz) € CP)(=r, 7).
Se aplica formula lui Mac Laurin intre 0 si ¢.
Aplicatie. S# se dezvolte polinomul P(z,y) = 2* + 2y in punctul (1,1) € R
Solutie. Notam a = (1,1). Atunci,

Pl = P@) + 5 (L @ -1+ 2 @ -1)

1!
1 (o°P s, 0P 9*p 2)
3 Gk @@ =17 208 @@ -1+ S E @ -1?).
. op P op op 9°P
Calculam %(x,y) =2z+y; %(a) =3; a_y(”“"’y) =z 8_y(a) =1 ﬁ(x,y) =
o*P o*P o*P 9P o*p

2= W(a); ax—a;/(“"’y) =1= E)x—ay(a); a—yQ(l‘7y) =0= a—yQ(a)-

Deducem dezvoltarea:
Plz,y) =243z -1+ @y -1+ @x—-1)°+@x—-1)(y-1).
Concluzii finale.

1). Dezvoltarea Taylor conduce la stabilirea unor criterii suficiente pentru deter-
minarea punctelor de extrem local.

2). Cunoagterea cit mai temeinic a notiunilor de analiz§ matematic din liceu poate
sa sprijine serios viitorul student.

Exercitii propuse.

1). S& se dezvolte cu ajutorul formulei lui Taylor polinomul
P(X)=X*+5X%—-4X?+ X —3in xo =1, apoi in zo = —1.
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2). Fie P(X) = an X" 4+ an-1 X" "+ -+ a1 X +ao ER[X], 1<k <n-—1. Sise
demonstreze echivalenta: o € R este radacina a lui P cu ordinul de multiplicitate
P(l‘o) =0
P/(JJ()) = 0
k< : .
P(k_l) (l‘()) =0
P(k) (l‘()) 7é 0
3). Fie n € N. Pentru polinomul P(X) = X5 — X"*2 _3X 4+ 3, care este ordinul
de multiplicitate al radacinii o = 17
4). Este a = 0 punct de extrem pentru functia f : R — R, f(z) = 2% - 2%?
1—cosx-cos2x...cosnx

5). Calculati in moduri diferite limita urméatoare: lim
z—0 X

unde n € N* fixat.

6). Pentru functia f : R = R, f(z,y) = " +sin(z? 4 y?), s& se dezvolte in (0, /7),

pentru p = 3.

2 I
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Generarea unei identitati a lui Ramanujan

Costel Chites si Daniela Chites

Abstract. In this paper will be given a generalization of an identity which was
found by Srinivasa Ramanujan before his Cambridge period.

In aceast# nota, ne propunem sa generam o identitate elaborata de matematicianul
indian Srinivasa Ramanujan (in perioada dinaintea plecirii sale la Cambridge).

Consideram numéirul irational z = /2 care verifici ecuatia algebrics 2°>—2=0.
Deducem ci (x + 2)(z® — 2) = 0 sau echivalent z* 4 2z® — 2z — 1 = 3. Factorizand

membrul stang se obtine (z—1)(z+1)%*= 3, de unde deducem (\3/5— 1) (\3/5—1— 1) *=3.
Scoatem radicalul aritmetic de ordin 3 si obtinem v/ ¥2—1- (\3/5 + 1) = /3, apoi
inmultim cu 9.
Deducem egalitatea
3
3 3
9(V2-1) = —=——.
( ) V2+1
Prin rationalizarea numitorului fractiei din membrul drept, deducem

Vo(ve—-1)=Vi-92+1.

Prin impé&rtire cu /9 se obtine:

1 2 4
Yoyt vy,
9 9 9
identitate a lui Ramanujan.

Observatii.

1. Identitatea lui Ramanujan este citatd in eleganta lucrare [3], la pag. 17, apoi este
demonstrata direct prin ridicare la puterea a Ill-a.

2. Editarea celor 4 caiete de notite ale lui Ramanujan a inceput in anul 1926 si este in
prezent aproape incheiata. Descifrarea si interpretarea rezultatelor nu a fost realizata
decat in micd masura, deoarece fiecare rand reclaméa un studiu special.

Pentru a cunoaste mai bine biografia matematicianului Ramanujan, care ne-a

lasat o opera imensa, formata din peste 3900 de egalitati, identitati, serii, formule si
teoreme de matematicd, va invitdm si vizionati filmul recent aparut (2015): ”The
man who knew Infinity”.
3. In lucrarea [2], regretatul academician Solomon Marcus scria: ”"Multe idei si
rezultate matematice abia acum, prin asociere cu calculatorul, isi pot arata forta. Un
exemplu tipc in acest sens il constituie numeroase rezultate ale lui S. Ramanujan din
caietele sale, care abia acum se publicd” (pag. 254).
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”In manuscrisele lui Ramanujan din al doilea deceniu al secolului trecut se afli
si ideea algoritmilor iterativi, recent dezvoltati (exprimati ca programe de calculator
care efectueaza repetat aceleagi operatii aritmetice, luand iegirea dintr-un ciclu drept
intrare in ciclul urméator)” (pag. 277).
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Asupra unor inegalitati

Andrei Eckstein

Abstract. While studying an inequality given this year at the ” Cezar Ivanescu”
contest, we found an interesting method for solving others.

La concursul ”Cezar Ivanescu” din acest an, desfagurat la Téargoviste, s-a dat la
clasa a IX-a urmatoarea problema:

Problema 1.

S idera >0,i=1 > 2 ietat Y ! 1

e considera x; , i =1,n, n > 2, cu proprietatea =
prop Eﬁll—"_l‘i

Sa se demonstreze inegalitatea

Z: zn—1Z\/_

Concursul Vojtech Jarnik, 2002

Solutia din barem este destul de complicata.
Va prezentdm o solutie mai simpld, publicata in [1], bazatd pe o idee care se poate
aplica si la alte inegalitati, dupa cum se va vedea mai jos.

n

1
Solutie. Din ipoteza rezulta ca Z Z (1 - ) =n— 1, prin urmare
1 i 1 i
+ — +z

1=

inegalitatea de demonstrat se scrle echlvalent

1 1 i .
;ﬁ.;1+$j Z;ﬁ';lij'

1 1 T;
1+ x; o \/xi' 1+ xz;
Este suficient ca, pentru fiecare pereche (7,5) cu 1 < i < j < n sd demonstram ca

1 1 Tj n T
/T - ST - R P
1—|—3,’ i 1+l‘ /Ti 1+l‘j \/Tj 1+ x;
relatii o obtinem pe cea din enunt. Aducéand la acelagi numitor, relatia precedenta
revine la

se reduc.

Efectuand inmultirile, termenii /z; -

deoarece adunand aceste

zi(1 4 zi)y@; + 2 (1 + 25)ve > (1+ @)z + (1 + zi)z;/75,
adicd la (, [TiT; — 1) (zi — x;5) (\/x_z — 1/ac]-) > 0, ceea ce este adevarat fiindca

1
1+x¢+1—|—xj <lel+tzi+l4z; <14x+z;+xix; & xixy; > 1.

Aceeasi idee poate fi folosita si la rezolvarea urmatoarei probleme:
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Problema 2 (vezi [2]).

Demonstrati cid, dacd n € N, n > 2, iar z1,22,...,2, € (0,00) sunt astfel Incat
n n
1 1
>n — 1, atunci —>n(n—1).

Lucian Tutescu, Concursul ”Gh. Dumitrescu”, 2005 (enunt partial)

Enuntul complet propunea demonstrarea convexittii functiei f : (0,00) — R, f(z) =

x
12 iar solutia oficiala din concurs folosea aceasta convexitate.
x
n n
" y y e Tk 1 .

O alta idee este sa observam mai intai ca E =n— < 1, prin
£ 1+ g £ 1+ xp
—1 =1

urmare este suficient sd demonstram ca

n n

| = ; 1
;14—1’1. 11S;11x¢. z; ()

Lj
j= j=1

intr—adev&r, odata demonstrata aceasta inegalitate, din ea rezulta ca

| = = ; "1 "1
n(n—1)§2;1+xi~z;1§2;1ixi" x_gzx_
- iz =

j=1 j=1

si concluzia.

Va propunem doud abordari pentru demonstrarea inegalitatii (x):

1
1. Folosind inegalitatea lui Cebéagev: deoarece functiile x — — si x — 1 sunt
x x

T T
descrescatoare pe (0, 00), iar =1 , deci x +— este crescatoare pe
14+

1+z = 14z

(0, 00), dacd aranjaim numerele xy in ordine crescitoare, atunci numerele — vor fi in
Tk

vor fi in ordine crescitoare.

. o “ Tk
ordine descrescatoare, in vreme ce numerele 1

Aplicand inegalitatea lui Cebasev vom obtine tocmai inegalitatea (x). Egalitatea are
1

n—1"

loc daca si numai daca 1 =22 =--- =z, =

2. Folosind ideea de la problema de mai sus:
Tk

1
1= - — se reduc. Este suficient
14+ x 14z xk
ca, pentru fiecare pereche (i,7) cu 1 <i < j < n s demonstram cid
1 1 1 x; 1 T;

< . .
1+J}j+1+l‘i71}i 1+J}j+x]‘ 1+x~;’
35
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deoarece adunand aceste relatii o obtinem pe cea din enunt. Aducand la acelagi
numitor, relatia precedenta revine la

zixy (14 x) + ziw; (1 + x;) < a5 (1 + 23) + 27 (1 + z5),

echivalent cu 2z;2; < 27 + x?, ceea ce este evident.

“ 1
Observatie. Inlocuind in inegalitatea de mai sus xx cu —, obtinem ca daca neN,
Tk

N > o
> n—1, atunci k=1
14 xk n

n > 2, iar x1,T2,...,Tn € (0,00) sunt astfel incat > >
k=1
n—1.
Problema 27146 din G.M. nr. 11/2015 cere o inegalitate mai tare (autor tot
Lucian Tutescu:

Problema 3.

v . o, = Tk .
Dacd n€N, n>2, iar 1, 2,..., 2, € (0,00) sunt astfel incat n =n—1, atunci

k=1 Tk
YVxixe...Tn > n — 1. (k)
Este evident cd dacd inegalitatea are loc pentru z1,z2,...,zn, € (0,00) astfel

n Tk n x
incat =n—1, atunci ea are loc gi pentru numere cu >n—1, aga

1;1 1+ ’ P ,;1 1+az, — ) 83

incat din inegalitatea mediilor se vede ca inegalitatea din G.M. este mai tare decat
cea din Problema 2.

O alta abordare care merge foarte bine atat la Problema 2 cat si la Problema 3:

Sa notam cu ax = . Astfel, conditia devine mult mai frumoasa si mai usgor de

Tk
n
exploatat: Z ar < 1.
k=1
. . . . L W l—a
Concluzia devine, ce-i drept, mai complicata: >n(n—1).
k=1 Gk

Dar acum inegalitatea rezulta imediat din inegalitatea dintre media aritmetica si cea
armonica:
n

1—ak " 1 712 2
= = >_ > .
; ay n+;ak_ n+a1+a2+---+an_ nn

duce la concluzia

Pentru Problema 3, substitutia ax = 1
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Dar Z ar = 1 implica

k=1

n

H l—ax _aztas+---+an artast+---+an aitaz+ - +an—1
- o = o :

k=1

Prin urmare este suficient sa demonstram ca

az+az+---+an a1t+az+---+an a1t a2+ +an-1

> (n—1)".
al az Qn (n )

Aceastd inegalitate (care pentru n = 3 este foarte cunoscuta inegalitate a lui Cesaro)
se demonstreaza usgor, aplicand pentru numaratorul fiecarei fractii inegalitatea medi-
ilor.

Cu o substitutie simpla, se vede cd inegalitatea (xx) este echivalentd cu urmétoarea
cunoscuta inegalitate, datd la Olimpiada in Vietnam in 1998:

Problema 4. Fie z1,z2,...,z, (n > 2) numere pozitive cu proprietatea
1 1 1 1

2111998 "z 41998 Tz 1998 T 1993

Demonstrati ca

YT1Ts ... Tn
% > 1998.

n—
Solutie. Avem
LR SR SR S 1
T2+ 1998 T+ 1998 1998  z1+ 1998  1998(z1+ 1998)

de unde, cu inegalitatea mediilor, rezulta
€1 N n—1
1998(z1 +1998) = »-3 /(25 + 1998) (x5 + 1998) ... (zn + 1998)

inmul‘gind aceasta inegalitate cu inegalitatile analoage, obtinem
X1X2...Tn
1998™ (x1 + 1998) (z2 + 1998) ... (zn + 1998)
(n—1"
> )
~ (z1 4+ 1998)(z2 + 1998) ... (zn + 1998)

de unde rezulta imediat inegalitatea dorita.

Solutia Problemei 3, publicatd in G.M.-B, nr. 5/2016, este tocmai adaptarea
celei de mai sus.

Mai jos aveti un alt exemplu de inegalitate, care se poate demonstra prin aceasta
idee a ”spargerii dupa perechile de indici”. Mai multe exemple gasiti in paragraful
omonim din [3].
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Problema 5. Aratati ca

(3 ()= (3em) (355745)

pentru orice x1,x2,...,Tn > 0si y1,¥2,...,Yn > 0.
Crristinel Mortici, [5)]
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O noua metoda de abordare
a unei clase de inegalitati

Leonard Giugiuc si Daniel Sitaru

Abstract. In this paper we develop a new technique for solving inequalities
which involves a symmetrical function:

F(Yoz+y, YVy+z Vz+a)z,y,2>0,neN,n>2

This technique is used to prove two properties, several problems and to propose some
interesting questions.

In cele ce urmeazi vom dezvolta o metods ineditd de explicitare a functiilor
simetrice de tipul F( Y/ +y, Yy + 2z, ¥/2 + z) unde z,y,z > 0sin € N,n > 2. Astfel
se reugeste (in demonstrarea unor inegalitiati mai ales) ca expresii foarte dificile s& fie
reduse la functii polinomiale sau rationale de trei variabile pozitive.

Vom introduce:
Propozitia 1. Fie numerele reale nenegative x,y si z astfel ca
(z+y)(y+2)(z+x) #0.

Atunci numerele /T + y, /Yy + z,Vz +  pot fi lungimile laturilor unui triunghi neob-
tuzunghic.

Leonard Giugiuc

Demonstratie. Fara a pierde generalitatea, vom presupune ca = > y > z; vom nota

Vytz=u,vVz+tr=vsiVr+y=w.

Evident ca u,v,w > 0. Cum x > y > z, este suficient sa aratam ca

Vety<\Vy+z+vz+tze22+2¢/(y+2)(z+z) >0

ceea ce este evident adevarat. De aici deducem ca, unghiul de méasura maxima al
triunghiului astfel format, este cel opus laturii de lunghime w. Vom demonstra ca
maésura acestui unghi nu depaseste 90°. intr—adevér, v+ u? —w? =2z >0, deci
demonstratia teoremei este completa.

Cu ajutorul Propozitiei 1 vom demonstra doua aplicatii cu un nivel foarte ridicat
de dificultate.

Aplicatie - BMO 2012. Sa se demonstreze ca pentru orice numere reale strict
pozitive are loc inegalitatea

Vet+y-Vy+z-Vztae(Vr+y+Vy+z+Ve+a) > Axy +yz+ zx).

Solutie. (Leonard Giugiuc) Conform Propozitiei 1, numerele vz + y, /y + z, Vz + ©
sunt lungimile laturilor unui triunghi neobtuzunghic.

39




Arqument 18

In virtutea teoremei lui Ravi, exista numerele reale strict pozitive, a, b si ¢ pentru

care y/Jr+y=a+b\Jy+z=b+csgivz+x=c+a.
Mai mult, folosind formula lui Heron se arata ca

16A% = 4(zy + yz + 22),
unde A este aria triunghiului format. In altd ordine de idei, folosind aceeasi formula,
obtinem

16A* = 16abc(a + b+ c).
Deci avem de aratat ca

2(a+b)(b+c)(c+a)la+b+c) > 16abc(a+b+c) &
(a+b)(b+c)(c+ a) > 8abe.

Din inegalitatea mediilor obtinem c& a + b > 2vab,b + ¢ > 2vbc si ¢+ a > 24/ca.

Prin Inmultirea acestor 3 relatii avem (a + b)(b+ ¢)(c + a) > 8abc. Asadar problema
este rezolvata.

Aplicatie (Leonard Giugiuc). Fie numerele reale nenegative z,y si z. Are loc ine-
galitatea:

5(2@) (Zm) .

cyc cyc

3
> <Z VI + y) +18y/(x +y)(y + 2)(2 + ).
cyc
Demonstratie. Daca (z + y)(y + 2)(z + z) = 0, atunci avem de ardtat cd 10av/a >
8a+/a, ceea ce este evident adevirat Va > 0.
Presupunem ca (x+y)(y+2)(z+x) # 0. Din Propozitia 1, \/z + y,/y + z2si vz + ¢
sunt lungimile laturilor unui triunghi neobtuzunghic.

Aplicand din nou Ravi, avem ci: /T + y = a+b, \/y + z = b+csi V/z + x = c+a,
cu a,b,c > 0. Obtinem

5<Z¢m>-z (z+y)(y+2)

cyc cyc

> (Zm) +18\/(z+y)(y + 2)(z + ) &

cyc

5(a+b+c)[a® +b° 4 +3(ab+be+ca)] > 4(a+b+c)® +9(a+b)(b+c)(c+a). (1)
Notam a® 4+ b* +¢* = S, ab(a + b) + be(b + ¢) + ca(c + a) = s si abe = p.
Relatia (1) devine

55 +5s+ 155+ 4bp > 4S + 125 +24p+9s+ 18p < S+ 3p > s.

Dar, conform teoremei lui Schur, S 4+ 3p > s. Astfel, demonstratia este incheiata.
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Propozitia 2. Fien € Nyn > 2. Dacd x,y,z € (0,00), atunci numerele ¥z +y,
Yy + z, Y+ z pot fi laturile unui triunghi.

Daniel Sitaru

Demonstratie. Presupunem ca x > y > z. Este suficient sa aratam ca:

Vety< Vo+z+ Yy+ 2.

Dar
Vety< Vo+z+ Yyt+ze
n—1
x+y<x+z+y+z+ZC§(\”/x+z)"_k(\”/y+z)k &
k=1
n—1
0<2z+ ZC’E( Ve +2)" *(y+2)F
k=1
adevarat.

Aplicatie (Dana Heuberger si Daniel Sitaru).
Sd se arate ca dacd x,y,z € (0,00) atunci:

N @+yvr Ty Te+vata) >8> ayz

Solutie. Reamintim inegalitatea lui Muirhead, pe care o vom folosi in continuare:

M. Fien € Ny n > 2 p1,p2,.--Dn,q1,q2,---qn € R gl T1,22,...,25n € (0,00), cu
proprietatile:
Dp12p2>...2pnsiqn>q>... > g
Dpr>q,pr+p2>q+qe,...,pr+pe+.. . pho1 @t gt g
) pi+p2+...on=q+q+...G¢n.

Atunci,
p1 P2 P a1 az an
Z To1) To(a)  Toln) > Z To1y  To(a) " Toln):
g€ESy oESn
Egalitatea are loc dacd si numai dacd (p1,p2,...Pn) = (¢1,G2,..-qn) sau z1 =
o2 = ... = Tn.

Observatie. Dacd p = (p1,p2,...pn) € R® si ¢ = (q1,¢2,..-qn) € R"™ verifica
conditiile din ipoteza, atunci spunem ca p majoreaza q si scriem p > gq.

Revenim la solutia problemei:
Pentru n = 3, alegem p = (3,1,0) si ¢ = (2,2,0). Avem p > q.
Alegem a =z +y, b=\y+z,c=+z+u.
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Folosind inegalitatea lui Muirhead, obtinem:
a’b+b%a+ b+ b+ Pat e > 2’ + b7 + Cd’) &
Z a*(b+c)>2 Z(x +y)ly+z2)>2 Z 2\/zy - 2\/yz
= SZy\/xz = SZx\/yz.

Aplicatie (Daniel Sitaru). S& se arate cd dacan € N,n > 2si z,y,2z € (0,00) atunci:

LI e e o),

Solutie. Fie a = ¥z +y;b = ¥y + z;¢ = {/z + x. Inegalitatea devine:
a* + bt + ¢t

a+b+c
Dar a* 4+ b* + ¢* > a®b® + b2 + ?a® > abe(a + b+ c).

Asadar,
s Yo,

> abe.

Aplicatie (Daniel Sitaru). S& se arate cid dac& n € N,n > 2gi z,y, 2z € (0, 00) atunci:

SR+ (WyFet Veta) 22> e+ y2(y+2)2

Solutie. Alegem a = Yz +y; b= Yy + 2; ¢ = ¥z + z. Inegalitatea devine:

Za3(b +c) > QZaQbQ.

Folosind inegalitatea lui Muirhead, rezulta imediat ca inegalitatea precedenta este
adevarata.
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Unde este greseala in calculul volumului unui cort?

Vasile Pop

Continuare din numarul anterior.

Abstract. In this article there are given three ”solutions” of the same volume
problems, resulting three different results. Where is the mistake?

3. Unde este gregeala? Comentarii si concluzii

Prin cele patru metode, in care calculele sunt corecte, s-au obtinut o infinitate
de valori posibile ale volumului cortului nostru. Evident, se pune intrebarea: care din
rezultatele obtinute este corect sau daca vreunul din ele este corect si, in plus, care
este explicatia acestor rezultate diferite, aparent corecte?

Toate diferentele apar din cauza ca desenul, aparent clar, nu defineste complet
corpul cortului. Mai exact, in desenul dat se creeaza iluzia ca fetele oblice ale cortului,
ABHG si DCHG, sunt plane, ceea ce nu este adevarat decat in cazul h; = hs, astfel
ca in cazul h1 # h2 punctele A, B, H, G si respectiv D, C, H, G nu sunt coplanare.

a) In calculul volumului cu Metoda 1 s-a considerat (implicit) c& fiecare fati a
cortului este ca un acoperig ”in doud ape”, cu schimbarea pantei pe diagonalele GB si
GC'. Fetele laterale sunt generate de familia tuturor dreptelor care trec prin punctul
fix G si se sprijind pe segmentele [AB] U [BH], respectiv [DC] U [CH]

b) In calculul volumului cu Metoda a 2-a, s-a considerat ca fiecare fata oblica
este ca un acoperis "1n doud ape”, cu schimbarea de panta (dolia) AH si DH. Fetele
laterale sunt generate de dreptele ce trec prin punctul fix H si se sprijind pe segmentele
[BA] U [AG], respectiv [CD] U [DG].

c) In calculul volumului cu Metoda a 3-a s-a considerat ci fiecare fatd oblici
este ca un acoperig ”in trei ape” format din cate trei portiuni plane: triunghiu-
rile GAM, AMB si BMH, respectiv GDM, MDC si MCH. Fetele laterale sunt
generate de familia dreptelor ce trec prin punctul fix M i se sprijind pe segmentele
[GA] U [AB] U [BH], respectiv pe segmentele [GD] U [DC] U [CH].

d) In calculul volumului cu Metoda a 4-a s-a considerat ci volumul este gene-
rat de familia triunghiurilor M N P, obtinute prin sectiunea ”scheletului” cortului cu
plane paralele cu fata de intrare (BCH). Fetele laterale sunt generate de familia de

GM AN )
— =z € [0, 1], respectiv M P, cu

drepte MN, cu M € [GH], N € [AB] si G = AB

DP
Pe[DCsi —

DC:a:G[O,l].
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Aceste suprafete sunt portiuni din nigte suprafete clasice, numite paraboloizi hiper-
bolici (suprafete algebrice de gradul II).
Calculul acestui volum se poate face folosind calculul integral:

V:/ Sunpdz,
0

2 4

In concluzie, daca desenul se face cu toate detaliile necesare, oricare din cazurile
tratate da rezultat corect.
Tinand cont ca s-a precizat ca acest cort este ficut din panza si ca un fir suspendat
intr-un punct M de pe bara [GH]| si care se sprijind pe bara [AB], sub actiunea
gravitatiei ajunge In pozitia M N (analizatd in Metoda a 4-a si punctul d)), rezulta
ab(h1 + h2)
4

. b T T . . ab(hi + h2)
unde x = EX si Syunp ==(|(1——|ha+ —h1 ] si se obtine V = ——.
a a

ca cel mai probabil volumul cortului se calculeaza dupa formula V' =
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Aplicatii ale unui algoritm
pentru calculul rangului unei matrice

Rica Zamfir

Abstract. The article presents some applications of a new method for computing
the rank of a matrix.

In cele ce urmeaza dorim sa prezentam un algoritm mai putin cunoscut pentru
aflarea rangului unei matrice gi sa ilustram acest algoritm prin cateva exemple.

Definitia 1. Fie (K, +,-) un corp si A = (aij) € Mmxn(K) o matrice nenuld. Se
spune ca rangul matricei A este r daca existd In matricea A un minor nenul de ordin
7 gi toti minorii de ordin strict mai mare (dacd existd) sunt nuli.
Prin definitie, rangul matricei nule 0., este 0.

Practic, rangul unei matrice A este egal cu numérul de linii (coloane) liniar
independente ale matricei A.

Exista mai multe metode prin care putem calcula rangul unei matrice:

1. Metoda bordarii

Metoda bordarii se bazeaza pe urmatoarea teorema:

Teorema 1. Fie K,+,-) un corp st A = (ai;) € Mmxn(K) o matrice nenuld. Atunci
rangul matricei A este r daca si numai dacd exista in matricea A un minor nenul de
ordin r gi toti minorii de ordin egal cu v + 1 (dacd existd) sunt nuli.

In practici, se pleacd de la un minor de ordinul 1 nenul, care este un element #0
din matrice. Se bordeaza acesta cu o linie si cu o coloana. Daca determinantul astfel
obtinut este 0, se construieste un alt determinant de ordinul 2. Daca toti determinantii
de ordinul 2 sunt 0, atunci rangA = 1. Daca existd un minor de ordinul 2 nenul, se
construieste prin bordare un minor de ordinul 3. Procedeul continud pana la gasirea
unui minor de ordinul r» # 0 si toti minorii de ordinul r + 1 egali cu 0. In aceastd
situatie avem rangA = r.

2. Metoda transformarilor elementare

Prin transformari elementare pe linii intr-o matrice intelegem urméatoarele operatii
pe care le efectuam:

a) Schimbarea intre ele a doud linii.

b) Inmultirea unei linii cu un element nenul a € K.

¢) Adunarea elementelor unei linii la elementele altei linii.
Analog se definesc transformarile elementare pe coloane.
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Metoda transformarilor elementare se bazeaza pe urmétoarea teoreméa ([3], pag.
109):
Teorema 2. Fie (K,+,-) un corp st A = (aij) € Mmxn(K) o matrice nenuld.
Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

i) rangA=r

11) Ezistd o succesiune de transformdri elementare pe linii si pe coloane prin care

1
matricea A se transformd in matricea cu blocuri B = (O 8)

In practica, pentru determinarea rangului prin aceastd metoda, procedam astfel:
se efectueaza transformari elementare asupra matricei A pana cand toate elementele
matricei devin nule, cu exceptia unor elemente de pe diagonala principala care devin
1. Rangul matricei A este atunci egal cu numarul elementelor egale cu 1 situate pe
diagonala principala.

3. Metoda dominoului

Am gasit in AMM un rezultat interesant care ne permite s& calculam mai usor
(in unele cazuri) rangul unei matrice. Aceasti nous metoda de calcul a rangului, pe
care am numit-o metoda dominoului, este datd de urmatoarea teorema:
Teorema 3. Fie (K,+,-) un corp si A = (aij) € Mpyxn(x), ct a1 # 0. pentru
fiecare pereche i,j de indici cu 1 < i < m g1 1 < j < n definim determinantul

ail Q44 .
di; = 1. Atunci:
a1 Qij
dao - don
rangA =1+ rang
dma ... dmn
Demonstratie (dupd [1]). Pentru inceput inmultim liniile 2,3, ..., m ale matricei A
cu ai1. Obtinem:
aii ai2 ce A1in
aiiazi a11a22 A a11a2n
A
a11am1  G11Gm2 ... a110mn

In aceasta noua matrice, pentru fiecare indice 7, cu 2 < i < m scadem din linia i linia
1 Inmultita cu a;1. Gasim:

ail a2 e A1n
A~ 0 doa ... don

Deoarece a11 # 0, prima linie a ultimei matrice nu este o combinatie liniara a celorlalte
linii, ceea ce demonstreaza concluzia.
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Observatie. 1. Conditia ai11 # 0 nu este restrictiva, deoarece daci matricea A este
nenuld, putem permuta linii si/sau coloane astfel incat si avem ai1 # 0, iar aceste
permutéari nu schimba rangul.

2. Metoda expuséd in teoremd se poate aplica din aproape in aproape (din acest
motiv am numit-o metoda dominoului), pana gasim o matrice de ordinul 2, al cérei
rang se determina imediat.

4. Aplicatii

2 4 3 5
. .. 1 2 1 2 . .
1. Aflati rangul matricei A = 3 1 5 3 prin toate cele trei metode prezen-
-1 5 2 8
tate.
Solutie. ) Metoda bordarii
Alegem elementul ai1 = 2, pe care il borddm obtinand A; = ‘? ?' =—-1#0.
2 3 5 0 1 1 11
Consideram apoi A=|1 1 2|=|1 1 2|=- ’3 10l = —T7#0.
-1 2 8 0 3 10
Bordam acum pe Az si obtinem:
2 4 3 5 0 14 7 21
14 7 21
1 2 1 2 0 7 3 10
As=detd=1q4 1 5 o/=1g 16 11 27| 176 131 ;g
-1 5 2 8 -1 5 2 8
2 1 3 0 1 0 1 1
=717 3 10/=7-|1 3 1|=-7 '—6 _6’—0
16 11 17 -6 11 -6
Asadar rangA = 3.
1) Metoda transformérilor elementare
2 4 3 5
1 2 1 2
A=l 3 1 5 3]
-1 5 2 8
Li— L1+ La 1 9 5 13 1 9 5 13
S L s Iaa L 07310_}07310_>
L2 _)LQ +32 0 16 11 17 0 16 11 27
3 3 * 1 5 2 8 0 14 7 21
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OO O

0
7

0 16
0 14

o O S =

(=Nl -}

0
0
1
0

o

o O

Am gésit prin urmare ca rangA = 3.

ii1) Metoda dominoului

rangA =1+ rang (

2. Aflati rangul matricelor:

3
a) A= (5
2

Solutie.

rangA =1+ rang (

N W D

-8
—4
3

N Ot N W

7
9
6

-5 6
0 2
=12 5
-4 2

9+ 16

0 -1
-10 1
14 7

3 10

N
NN
= 3

=
—BNlw o

»~\1|goo

o= OO

21

—12440 27-35

18 — 14
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) =1+ rang (;?
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Solutie.

20—-9 —48+15 20-18

8—18 0430 8 —36
rangA =1+ rang

<8—6 —-164+10 8—12
—-10 30 —28
=14rang| 11 —-33 2
2 -6 —4

— 24 rang (330 —330 —20+ 308) — 24 rang (o 288) s

60 — 60 40 + 56 0 96
2 0 2 3 6
1 3 —4 1 -4
A= 3 3 -2 4 -7
3 -3 4 5 7
0 0 -10 -1 4
([2] pag. 125 Exercitiul 1d)
Solutie.

6 —-10 -1 -14
-10 -1 =32

—6 2 1 -4

0 -20 -2 8

0 0 —108
=2+rang| —48 0 —108 |=3+rang (8 __1%88'.110280) =4.
—120 —-12 48

rangA =1+ rang

3. Determinati rangul matricelor urméatoare. Discutie.

2 m -2 2
a)A=14 -1 2m m|,undem € R.

2 10 —-12 1
([3], vol. 3, pag. 55, Exercitiul 61)

Solutie.

20 — 2m 20 -2
=rang (8m2 —144m — 200 12m — 36)

rangA:1+rang(_2_4m m +8 2):2

Daca m # 3, atunci 12m — 36 # 0, deci rangA = 3.
Dacii m = 3, avem 8m? — 144m — 200 # 0, deci si in acest caz rangA = 3.
Asadar rangA = 3 pentru orice m real.
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a - 2 1
b)) A=|a -28 3 1 unde a, 8 € R.
a -8B -3 28-1
([2], pag. 126, Exercitiul 2d (enunt corectat))

Solutie.

_ ofl=B) o 0 )

rangA—l—i—rang( 0 a(B—5) 2a(B—1)

=2+ rang (a*(1- B)(B—5); —20*(F—1)%)
1. Daca a =0iar 8 € R, rangA = 2.
7i. Daca f=1iar a € R, rangA = 2.
iii. Dacd o # 01 B8 & {1,5}, rangA = 3.

1 1 -2 4 2

c)A=(2 1 3 -1 1] undeq,fB,v€R.
a B v a p

([3], vol. 3, pag. 55, Exercitiul 60)

Solutie.

-1 7 -9 -3
rangAfl—&—rang(B_a %+~ —3a 5—206)

=2+ rang (50[—75—7; —6a + 96; —oe—l—QB)

—a+26=0

Daca { —6a+98=0 avem rangA = 2, iar in caz contrar avem rangA = 3.
5a—T78—v=0

Se obtine rangA = 2 < o = f = = 0, iar in celelalte cazuri avem rangA = 3.
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Tabara judeteana de matematica,
Baia Mare, 2016

Organizatori: Inspectoratul Judetean Maramures, Centrul Judetean pentru Tineri
Capabili de Performanta, Filiala MM a SSMR~- presedinte prof. univ. dr. Vasile
Berinde.

Loc de desfagurare: Universitatea Tehnica Cluj-Napoca, Centrul Universitar Nord,
Baia Mare.

Directorul taberei: conf. dr. Andrei Horvat

Directori adjuncti: prof. Vasile Ienutag pentru gimnaziu si prof. Nicolae Musuroia
pentru liceu.

Profesori participanti: Bojor Florin, Bojor Meda, Boroica Gheorghe, Musuroia
Nicolae, Pop Adrian de la C.N.”Gheorghe Sincai”; Boroica Gabriela, Farcas Natalia,
Darolti Erika, Zlamparet Horia de la C.N. ”Vasile Lucaciu”; Longaver Ludovic de la
L.T. ”Nemeth Laszlo”; Cioclu Costel, Podind Camelia de la L.T. "Emil Racovita”;
Pop Radu de la Seminarul Teologic Liceal ”Sf. Tosif Marturisitorul”; Fandatan Nelu,
Friedrich Gabriela, Horge Daniel, Zlamparet Mihaela de la C.E. ”Nicoale Titulescu”;
Bunu Iulian de la Liceul de Arte; Brisc Viorica, Birta Adriana, Serba Lucia de la
C.T. ” Anghel Saligny”; Hossu Calin de la Sc. Gim. ”Dimitrie Cantemir”; Pop Adela
de la C.T. ” Aurel Vlaicu”; Pop Anca de la C.T. ”George Baritiu”; Polgar Corina de
la C.T. ”C.D. Nenitescu”; Pop Cosmin, Zah Stefan de la Sc. Gim. ”George Cogbuc”,
Neaga Nadina, Schweichoffer Clara de la Sc. Gim. ”Dr. Victor Babes”; Tomsa
Magdalena de la Sc. Gim. Dumbravita; Naghi Anamaria de la Sc. Gim. ”Lucian
Blaga”; Barbur Simona de la Sc. Gim. ”Vasile Alecsandri”; Cadar Maria de la Sc.
Gim. ”Simion Barnutiu”; Kalisch Maria de la Sc. Gim. ”Octavian Goga”; Rambu
Gheorghe, matematician.

Clasa a IX-a

1. Daci a,b € R notdam M (a,b) = {n € N*|[na] = [nb]}.

21
a) Determinati M(§’ 5)
b) Aratati cd M(a,b) este o multime infinita daca si numai dacd a = b.
2. Se considera numerele reale pozitive x,y, z care verifica relatia

x2—|—y2+z2 = 27.

a) Aratatia ca

3

2(y = 3)(z = 3) + 5y — 2)* + (= 3)°] = wyz — B(ay + yz + 22) + 54.
b) Ardtati cd 3(zy + yz + zx) — vyz < 54.
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3. Fie ABC un triunghi inscris Intr-un cerc de centru O. Fie P si Q) simetricele
ortocentrului si a varfului A fata de mijlocul laturii BC. Aratati ca

a)m:O?.
b) 00 = OB + OC + OP.

Subiectele au fost propuse gi selectate de:
Prof. Darolti Erika, C.N. ”Vasile Lucaciu”
Prof. Pop Radu, Seminarul Teologic Liceal ”Sf. losif Marturisitorul”

Clasa a X-a

1. a) Si se arate cd functia f : R = R, f(z) = 8 —4 — 22" 1 5 nu este
injectiva.
b) Fie functia f : R — R astfel f(f(z)) = 23, Vo € R. Si se arate ci functia f
este injectivd i cd {f(-1), f(1), f(0)} = {-1,0,1}.
2. Rezolvati ecuatiile:
a) logg (1 + \3/5) = logg, .
4 x
b 29: —4x+2 — .
) x2 41
™
3. a) S4 se arate cd arcsinx + arccos z = 3 Vee[-1,1].
b) S& se rezolve in multimea numerelor reale inecuatia

2arcsinz + 2arccos:c < 21-&-% )

Subiectele au fost propuse si selectate de:
Prof. Boroica Gabriela, C.N. ”Vasile Lucaciu”
Prof. Boroica Gheorghe, C.N. ”Gheorghe Sincai”

Clasa a XI-a

1. Fie n € N, n > 2. rezolvati ecuatia matriceala:

X+ X34 X2l = (:2 2) X € Ma(R).
2. Se considera sirul (zn)n>0 cu zo > 0 si

\3/ In \3/ xn+1 ’
a) Aratati ca sirul (zn)n>0 este convergent;
b) Calculati lim n®zp.
n—oo

52



Arqument 18

3. Fiea € R, A, B € M2(R) cu det(aA + B) > 0, det(A — aB) > 0.
Aratati ca
1 n 1 > 4
det(aA + B)  det(aB — A) = (1+a?) - (det(A) + det(B))

Subiectele au fost propuse gi selectate de:
Matematician Rambu Gheorghe
Prof. Musuroia Nicolae, C.N. ”Gheorghe Sincai”

Clasa a XII-a

1. a) Si se rezolve ecuatia x° — 4z + /22 —dx + 7 = —1.
b) Fie ABCD un patrulater convex. Sa se arate cd R . ﬁ = 0 daca si numai
daci AB® + CD* = AD? + BC”.
¢) Sa se determine probabilitatea ca, alegdnd un element al multimii
A =10,5,20,...,2015}, acesta sa fie divizibil cu 25.

2. FiekcQ, G=R\{k}siz*xy =y — ke —ky+k*>+k Va,y € G. Admitem
cd (G, x) este grup.

a) Determinati simetricul elementului z = k — 1.

b) S& se demonstreaze c& H = (k, 00) este un subgrup al lui G.

¢) Sa se demonstreze ci, dacd un subgrup I al lui H contine toate numerele
intregi din H, atunci I contine toate numerele rationale din H.

(x —1)(e® — 22)
2 + 2% :

e 4+ ) ze® — e
a) S4 se calculeze | ————dx si wa, x> 0.

3. Se considerd functia f : (0,00) = R, f(z) =

e2z + x2
b) S& se calculeze /f(a:)da:
1
x
c) S& se calculeze lim nQ/ g(ﬁ) dr,unde g : R = R, g(z) = In(1 + z?).

Subiectele au fost propuse gi selectate de:
Prof. Meda Bojor, C.N. ”Gheorghe Sincai”
Prof. Florin Bojor, C.N. ”Gheorghe Sincai”

Clasa a XII-a M2

Subiectul I

N - (3 +40)°
1. Sa se calculeze modulul numarului complex z = ———.
(44 39)2
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X1 i)
2. Sa se calculeze — + — stiind ca x1 i z2 sunt radacinile ecuatiei
X2 X1
2 -3z —-1=0.
3. Si se rezolve ecuatia % — 4z + V22 — 4z + 7 = —1.

4. Sa se determine probabilitatea ca, alegdnd la intdmplare o submultime a
multimii {1, 2, 3,4,5,6, 7}, aceasta sd nu contind numere impare.

5. In reperul cartezian zOy, se consideri punctele A(—1,3), B(4,—1), C(6,2).
Sa se determine coordonatele punctului D, astfel incat patrulaterul ABCD sa fie
paralelogram.

6. Sa se arate ca, in orice triunghi dreptunghic ABC' cu ipotenuza BC, are loc
egalitatea cos® B 4 cos® C = 1.

Subiectul II

a+1 2 3
1. Se considera matricea A = 2 a+3 1 , unde a € R.
3 1 a+2

a) S& se demonstreze cd determinantul matricei A are valoarea
(a+6) (a—\/g) (a—|—\/§).
b) Pentru a = —2 si se calculeze inversa matricei A.

2. Pe multimea numerelor reale se considera legea de compozitie
roy=—10xy + 10x + 10y — 9, Vz,y € R.
a) S& se demonstreze cid multimea H = (—oo, 1) este parte stabild a lui R in

raport cu legea de compozotie ” o”.
b) S& se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia x o x o x = .

Subiectul III

Inz
1. Se considerd functia f : (0,00) = R, f(z) = —.
N
a) S&a se determine intervalele de monotonie si punctele de extrem ale
functiei f.
b) S& se demonstreze ci 5VT <75,

c¢) Si se calculeze / z(f(x))>de.
1

Subiectele au fost propuse gi selectate de:
Prof. Adela Terezia Pop, C.T. ”Aurel Viaicu”
Prof. Adrian Ioan Pop, C.N. ”Gheorghe Sincai”
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Premiantii
Clasa a IX-a

Excelentd. Zelina Paul (C.N. ”Vasile Lucaciu”).

Premiul I. David Catdlin (C.N.”Gheorghe Sincai”), Bdban Diana (C.N.”Gheorghe
Sincai”), Ianos Raul (C.N. ”Gheorghe Sincai”), Zigler Alezandru (C.N. ”Gheorghe
Sincai”).

Premiul al Il-lea. Filip Rares (C.N. ”Gheorghe Sincai”), Ionu{i Bogdan (C.N.
”Gheorghe Sincai”), Tamdian Rares (C.N.” Gheorghe Sincai”), Bordeanu Lucia (C.N.
”Gheorghe Sincai”), Contiu Alexandru (C.N.” Gheorghe Sincai”), Muthi Sonia (C.N.
”Gheorghe Sincai”), Petrut Andreea (C.N.”Gheorghe Sincai”).

Premiul al IlI-lea. Sisestean Radu (C.N. ”Gheorghe Sincai”), Soporan Tudor
(C.N. ?Vasile Lucaciu”), Varady Iulia (C.N.”Gheorghe Sincai”), Diaconescu Mdalina
(C.N. ”Vasile Lucaciu”), Ddrle Ancuta (C.N.” Gheorghe Sincai”), Buzild Andra (C.N.
”Gheorghe Sincai”), Suteu Tonut (C.N.” Gheorghe Sincai”), Vale Bogdan (C.N.” Ghe-
orghe Sincai”).

Clasa a X-a

Excelentd. Lucaciu Sergiu (C.N. ”Gheorghe Sincai”).

Premiul I. Mdries Maria (C.N.”Gheorghe Sincai”).

Premiul al II-lea. Pop Viad (C.N.”Gheorghe Sincai”), Hagdu Iulian (C.N.”Ghe-
orghe Sincai”).

Premiul al ITlI-lea. Tamdian Andrei (C.N.” Gheorghe Sincai”), Bojor Barbu (C.N.
”Gheorghe Sincai”), Damsa Dinu (C.N. ”Gheorghe Sincai”), Darolti Larisa (C.N.
”Vasile Lucaciu”).

Clasa a X-a

Excelentd. Sdantejudean Tudor (C.N.” Gheorghe Sincai”), Zelina Mihai (C.N.” Vasile
Lucaciu”).

Premiul I. Chscd Andrei (C.N.”Gheorghe Sincai”).

Premiul al II-lea. Iosif Andrei (C.N. ”?Gheorghe Sincai”), Kando Edina (C.N.
”Gheorghe Sincai”).

Premiul al IIT-lea. Dunca Dan (C.N. ”Gheorghe Sincai”), Grigutd Paula (C.N.
”Gheorghe Sincai”), Goteciuc Gabriel (C.N. ”Vasile Lucaciu”).

Clasa a XII-a M1

Premiul I. Butnar Adrian (C.N.”Gheorghe Sincai”), Tintar Oana (C.N.”Gheorghe
Sincai”).
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Premiul al II-lea. Pop Claudia (C.N.”Gheorghe Sincai”), Chis Selena (C.N.”Ghe-
orghe Sincai”), Zicher Blanka (C.N.”Gheorghe Sincai”), Bele Bogdan (C.N. ”Vasile
Lucaciu”), Dohi Rebeca (C.N. ”Gheorghe Sincai”), Pop Iasmina (C.N. ”Gheorghe
Sincai”).

Premiul al ITI-lea. Voi{ Radu (C.N. ”Gheorghe Sincai”), Grad Mariana Ro-
zana (Liceul "Bogdan Voda”), Bledea Bgdan (L.T.”Emil Racovitd”), Todoran Lar-
isa (C.N. ”Gheorghe Sincai”), Bocuf Oana (C.N.”Gheorghe Sincai”), Costea Ioana
(C.N. ”Gheorghe Sincai”), Onisa Iulia (C.N. ”Gheorghe Sincai”), Dragos Alexan-
dra (C.N. ”Gheorghe Sincai”), Kalisch Denisa (C.N.” Gheorghe Sincai”), Robas Iulia
(C.N. ”Gheorghe Sincai”), Rad Ciprian (C.N. ”Vasile Lucaciu”), Sabadds Oana (C.N.
”Gheorghe Sincai”), Iuga Andreea (C.N. ”Vasile Lucaciu”), Tohdatan Cristian (C.N.
”Gheorghe Sincai”), Grigor Sonia (C.N.”Gheorghe Sincai”), Libotean Florinel (C.N.
”Gheorghe Sincai”), Ungureanu Radu (C.N. ”?Gheorghe Sincai”), Crainic Cdtdlin
(C.N. ”Gheorghe Sincai”), Mayer George (C.N. ”Gheorghe Sincai”).

Clasa a XII-a M2

Premiul 1. Herczeg Adrian (C.E. ”Nicoale Titulescu”).

Premiul al II-lea. Perta Radu Trofin (C.T.” George Baritiu”), Gherghel Alezandru
(C.T. ”George Baritiu”).

Premiul al III-lea. Dicsi Raynold (C.E. "Nicoale Titulescu”), Rob Oana (C.N.
”Gheorghe Sincai”), Ardelean Andrei (L.T. ”Emil Racovitd”).
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Tabara Judeteana de Excelenta in Matematica
Borsa, Maramures
1 — 7 septembrie 2016

In perioada 1 - 7 septembrie 2016, s-a desfisurat la Borga, Tabira Judeteans de
Excelenta la matematica.

La aceasta tabara au participat elevi de gimnaziu si de liceu, care s-au clasat pe
primele locuri la Olimpiada judeteana de matematica.

Clasa a V-a: Costin Oana, Tus Traian, Rus Tudor (C.N. ”Gheorghe Sincai”),
Hantig Lorena Maria (Sc.gim. nr. 7 Borsa), Muntean Tudor (C.N. ”Vasile Lucaciu”).

Clasa a VI-a: Lazea Darius, Iliutd Filip (C.N. ”Gheorghe Sincai”), Muntean
Tudor (C.N. ”Vasile Lucaciu”), Mujdar Milan, Hosu Iulia (C.N. ”Dragos Voda”),
Bragaru Maria (Liceul de Arte).

Clasa a VII-a: Ciceu Denis, Talpos Carina, Zaharie Oana (C.N. ”Vasile Lu-
caciu”), Pop Paul Marius (Sc.gim. Vigeu de Jos), Maris Catalin (Liceul Borsa).

Clasa a VIII-a: Becsi Paul, Andreicut Teofil, Boroica Adrian (C.N.”Gheorghe
Sincai”), Robu Viad (Sc.Gim. ”Nicolae Iorga”), Moldovan Nicolae (Sc.Gim. ” George
Cosbuc”).

Clasa a IX-a: Matei Bledea Alezandru (C.N.”Gheorghe Sincai”), Stepan Dacian
Marian (C.N. ”Dragos Voda”), Diaconescu Mdlina (C.N. ”Vasile Lucaciu”).

Clasa a X-a: Pop Vlad, Maries Maria, Bojor Barbu, Lucaciu Sergiu (C.N.
”Gheorghe Sincai”).

Clasa a XI-a: Santejudean Tudor (C.N.”Gheorghe Sincai”).

Profesorii care au insotit grupul i au tinut lectii in aceasta tabara au fost: Andrei
Bretan (C.N. ”Vasile Lucaciu”) - directorul taberei, Florin Bojor, Gheorghe Boroica,
Nicolae Musuroia (C.N. ”?Gheorghe Sincai”), Vasile Ienutag, Stefan Zah (Sc.gim.
”Nicolae Iorga”), Gheorghe Gherasin (Liceul "Regele Ferdinand”) si conf.univ.dr.
Vasile Pop de la U.T. Cluj-Napoca.

Prezentam subiectele propuse la testul final.

Clasa a IX-a

1. Se considerd ecuatia 2> — 6z + 1 = 0 cu solutiile x1, 22 i Sp, = z7 + 27,
n € N*. Si se arate cd S, € N, Vn € N* gi ca (Sn,5) =1,Vn € N*.

2. a) S& se determine un punct P pe latura (BC) a triunghiului ABC' astfel
incat |Iﬁ + PB + ﬁ| si fie minim.
b) Fie B’ i C’ picioarele bisectoarelor din B, respectiv C, in triunghiul ABC), iar
G centrul siu de greutate. Dacid B’,G,C’ sunt coliniare, si se arate ci bc = ab + ac,
unde a, b, ¢ sunt lungimile laturilor triunghiului.
(Se cere solutie vectoriald)
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3. a) Determinati x1,x2 € Z* astfel incat |z1] + |z2| — |z1 + 22| = 2.
b) Fie z1,22,...,2n € Z*, n € N, n > 2, cu proprietatea

|z1] 4 |z 4 -+ 20| = |21 F 22+ -+ 20| = 2.
S& se arate ca existd ¢ € {1,2,...,n} astfel incat |z;| = 1.

Problemele au fost selectate si propuse de:
Prof. Nicolae Musuroia, C.N. ”Gheorghe Sincai”

Clasa a X-a

1. a) S& se demonstreze ci
(a+b+c)’ =a®+0°+ +3(a+b)(b+c)(c+a), Va,bcER.
b) S& se rezolve ecuatia 2z — 1+ /3 —bx + 3z — 1= 1.

2. Sa se rezolve ecuatia 625% + 5% 4+ 229 = 1254,

3. Fie f : R — R o functie cu proprietatea ci f(zf(z) + f(y)) = v + f*(z),
Vz,y € R.
a) Sa se demonstreze cd functia f este bijectivi.
b) S se determine functiile care verificd proprietatea din enunt.

Problemele au fost selectate si propuse de:
Prof. Florin Bojor, C.N. ”Gheorghe Sincai”

Clasa a XI-a

-1 0

10 4), X € M2(Z) si apoi

1. Rezolvati ecuatia matriceals X3 — 2X = (
determinati X", n € N*.

2. Fie (an)n>1 un sir de numere reale dat de ant1 = an(l— ai), Vn € N*, unde
a1 € (0,1). S& se arate ca sirul (an)n>1 este convergent si calculati lim (\/ﬁ . an).
n— oo

3. a) S se arate cd, dacd f : R — R este o functie periodica si existd lim f(z) =
xr—r o0
c € R, atunci f(z) =c¢, Vx € R.
b) Sa se determine functiile f : R — R, gtiind ca f(z + 2) + f(z) = 2f(x + 1),
Ve € Rgicd existd lim (f(z) —z) =a €R.
T —r o0

Problemele au fost selectate si propuse de:

Prof. Gheorghe Boroica, C.N. ”Gheorghe Sincai”
Prof. Gheorghe Gherasin, Liceul ”Regele Ferdinand”
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Clasa a XII-a

1. Calculati:

2z +9 J a0 .
“ z(z +3)(z + 6)(z +9) + a? T, unde x siaeR.

b L wmdez >0
) mx,unex_.

2. Fie (G,-) un grup cu proprietatea ca existd z € G , astfel incat = -y = z,
Vz,y € G\{e}, unde e este elementul neutru al grupului G. Ardtati ca grupul (G,-)
este izomorf cu (Zz, +).

3. Fie f: (0,00) — (0,00) o functie derivabild si F' o primitivi a sa, astfel Incat
F(z) = f3(z) + f(z), Vx> 0.

a) Aratati ca functia f este strict crescatoare pe (0, 00).

b) Aritati ci functia f — f' este strict cresciitoare pe (0, 00).

Problemele au fost selectate si propuse de:
Prof. Gheorghe Boroica, C.N. ”Gheorghe Sincai”
Prof. Gheorghe Gherasin, Liceul ”Regele Ferdinand”
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Concursul interjudetean de matematica

?ARGUMENT”
Baia Mare, 6—7 noiembrie 2015

In perioada 6-7 noiembrie 2015 s-a desfagurat la Baia Mare cea de-a saptea editie
a Concursului interjudetean de matematica ” Argument”. Organizatorii acestuia au
fost membrii catedrei de matematica a Colegiului National ”Gheorghe Sincai” din
localitate, in parteneriat cu Inspectoratul gcolar Judetean Maramures. Cu aceasta
ocazie a fost lansat cel de-al saisprezecelea numar al revistei ” Argument”, editat de
catedra de matematica a liceului gazda.
Pregedintele concursului a fost i de aceasta data domnul conferentiar Vasile Pop, de
la Universitatea Tehnica din Cluj-Napoca. La concurs au participat loturile colegiilor
nationale: ” Andrei Muresanu” Dej, ”Mihai Eminescu” Satu Mare, ” Alexandru Papiu
Ilarian” Tirgu Mureg, ”Silvania” Zalau, ”"Dragog Voda” Sighetu Marmatiei, ” Vasile
Lucaciu” Baia Mare, ”Gheorghe Sincai” Baia Mare, precum si elevi de gimnaziu de
la scolile reprezentative din judet. Prezentam in continuare enunturile problemelor
si lista premiantilor. Subiectele de liceu au fost propuse de d-nul conferentiar Vasile
Pop.

La clasele de gimnaziu, subiectul a constat din opt probleme tip grila si doua
probleme cu rezolvari complete. Prezentam numai problemele la care s-au cerut
rezolvari complete.

Clasa a V-a

1. Fie a i b doua numere naturale. fmpér‘gind numarul ¢ la numarul b obtinem
catul 4 si restul 50.

a. Aratati cd numarul 2a — 8b 4 25 este cub perfect.

b. Determinati numarul perechilor (a,b), daca in plus a + 116 < 2015.

2. a. Aratati ca printre numerele 1,2,3,...,15,16 existd exact un numar x
astfel incat 16 + x sa fie patrat perfect.
b. Aratati ca numerele 1,2, 3,...,15,16 nu pot fi aranjate pe un cerc astfel incat
suma oricaror doua numere vecine sa fie patrat perfect.
c. Aratati ca numerele 1,2,3,...,15,16 pot fi aranjate pe o dreapta astfel incat
suma oricaror doud numere vecine sa fie patrat perfect.

Clasa a VI-a

1. O multime A = {1,2,3,4,...,2n}, n € N*, se numeste cubici daci ea poate
fi scrisa ca reuniune de n submultimi disjuncte dou& céte doua, astfel incat suma
elementelor fiecarei submultimi s& fie cub perfect.

a. S& se arate cd multimea A = {1,2,3,4,...,26} este cubici.
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b. Si se arate cd multimea B = {1,2,3,4,5,6} nu este cubica.
c. Sa se arate cd multimea C' = {1,2,3,4,...,603,604} este cubica.

2. Pe o dreapta se considera punctele O, A1, Aa, ..., A2015, In aceastd ordine,
astfel incat OA; =1 cm, A1A=3 cm, As Az = 32 cm sy Aog14A2015 = 32014 cm.
a. Sa se calculeze lungimea segmentului OA2015.
b. Sa se determine segmentul de lungime 9720 cm, avand capetele in doua din
punctele considerate.
c. Sa se arate ca exista cel putin 1009 segmente avand capetele printre punctele
date si care au lungimea exprimata printr-un patrat perfect.

Clasa a VII-a

1. a. Sa se arate ca o suma de numere naturale nenule consecutive, formata din
cel putin doi termeni, are cel putin un divizor impar mai mare decat 1.

b. Demonstrati ca un numar natural se poate scrie ca o suma de cel putin doua
numere naturale nenule consecutive daca gi numai daca numarul nu este o putere a
lui 2.

2. In rombul ABCD bisectoarca £ ADB intersecteazi dreapta AC in I, iar
bisectoarea L AC'D intersecteaza dreapta BD in J. Daca BI L AJ, calculati masura
unghiului £BAD si demonstrati ca I.J||AD.

Clasa a VIII-a
) 2
1. a. Demonstrati ca © + — > 22, Yz > 0.
x
1 1
b. Daci « > V2 si y > /2, artati c&d —+ — < /2.
z Yy
2
c. Determinati z,y € R care Indeplinesc simultan egalitatile: 2z = y + — si
Yy

2
u=zx+ —.
T

2. Tetraedrul SABC' are toate fetele laterale triunghiuri neisoscele, congruente
intre ele. Demonstrati ca baza are aceeasi arie cu o fata laterala.

Clasa a IX-a
1. O lacusta face salturi, fiecare salt in linie dreapta si de doua ori mai lung ca
precedentul. Poate vreodata lacusta sa revina in punctul de plecare initial?
Mircea Rus

2. Sa se determine numerele reale x cu proprietatea ca trei dintre numerele
1 1

a:x+\/§, b=xz+ —, c:a:2+4\/§, d=x — —

T T

sunt numere Intregi.
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3. Fie a, b, c,d numere reale care verifica relatiile:
ab+cd =14, ac+ bd = 11, ad + bec = 10, abed = 24.
Sa se determine cea mai mare valoare pe care o poate lua a.

4. Fie ABC un triunghi cu inaltimile AA’, BB’,CC’. Si se arate ci, daca
— —-— — 3
9AA" +13BB’ +16CC’ = 0, atunci unul dintre unghiurile triunghiului este de 60°.

Clasa a X-a

1. Fie ABC un triunghi dreptunghic cu laturile a > b > ¢. S& se determine
toate triunghiurile dreptunghice A’B’C’ cu laturile a’ > b > ¢’ astfel ca triunghiul
cu laturile a +a’, b+ V', ¢ + ¢’ si fie dreptunghic.

2. Fie z,y numere reale cu proprietatea:
T=1y+ ; , Yy=1x—
T+ ———— y+
Y+

1 1
T+ — Y+ —

(in ambele expresii apar o infinitate de fractii).
Sa se arate ca x -y = 1.

3. a) S& se arate cd, pentru orice numér natural impar n, nu existd functii
f R — R care verifica ecuatia:

f(fle+y) = flx—y) =a"y", Vo,y eR. (1)
b) Existd numere naturale nenule n pentru care ecuatia (1) are solutii?

4. Se considerd o progresie aritmeticd de numere reale (an)n>1, cu proprietatea
ci a?,a? si a3;5 sunt termeni ai progresiei. Si se arate ci toti termenii progresiei
sunt numere intregi.

Clasa a XI-a

1. S& se determine numarul secventelor (zo,z1,Z2,...,216) de numere naturale
avand proprietatile

To <1 <T2 << Tip
x16 =2%-3%.4%.5°

Tk+1

si astfel incat sa fie numar prim pentru orice k =0,1,2,...,15.

Tk
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2. Fie a un numar natural nenul gi functia
fa :N* - N*| fo(n) =an+ (a,n) + [a,n], Vn > 1.

a) Sa se arate ca functia f, este injectiva pentru orice a € N*.
b) S& se arate cd fo(n) # 100 pentru orice a € N* gi orice n € N*.
¢) Sa se determine valorile lui a pentru care existd n € N* astfel ca

fa(n) =99.

3. Fien € N, n > 2. S& se determine matricele A € M, (R4) cu proprietatea
s A-AT =1,.

4. a) Sa se determine multimea Xo C R pentru care putem defini sirul (zn)n>0

prin relatia de recurentad x,4+1 = , pentru orice n > 0, unde zo € Xo.

Tn + 1
b) Sa se studieze monotonia si méarginirea sirului (zn)n>o0 definit la punctul a),

in functie de xo € Xo.
Clasa a XII-a

1. S& se determine functiile f : R — R care admit primitiva F : R — R* si
verifica relatia:
F(z)
fle—y)=—~=,Vo,yeR
F(y)
2. Si se determine numarul matricelor A € M2 (Z,) cu proprietatea A = I,
unde p este un numar prim.

3. S& se determine functiile continue f : (—1,1) — R care verifica relatia:
(1+2%)f(2%) = f(x), Vo € (=1,1).

4. a) Fie A o multime cu cel putin doud elemente si * : A X A — A o lege de
compozitie asociativa si comutativa.
Sa se arate ca, dacd ecuatia a x x = b are solutie x € A pentru orice a,b € A, atunci
functia
fei A=A fo(z)=cxx,z €A
este injectiva pentru orice ¢ € A.
b) Fie g : A — A o functie bijectivd cu proprietatea ci g(x) # x pentru orice
x € A si legea de compozitie
70”7 i AXA— A zoy=g(y) (z,y € A).
Sa se arate ca legea ” o” nu este asociativa gi nu este comutativa, ca ecuatia aox = b
are solutie x € A pentru orice a,b € A si cd pentru orice ¢ € A functia
ge: A— A, ge(z)=cozxz,z€ A

este injectiva.

63



Arqument 18

Premiantii concursului ” Argument”, editia a VII-a

Clasa a V-a

Premiul I. Tus Traian (C.N. ”Gheorghe Sincai” Baia Mare).

Premiul al IT-lea. Pascu Dacian, Costin Oana (C.N. ”Gheorghe Sincai” Baia
Mare), Onea Iulian (C.N. ”Vasile Lucaciu” Baia Mare), Popan Cosmin (C.N.” Mihai
Eminescu” Satu Mare).

Premiul al III-lea. Biris Marc, Rus Teodor, Sava Rares (C.N.”Gheorghe Sincai”
Baia Mare).

Clasa a VI-a

Premiul I. Zlamparet George (C.N. ”Gheorghe Sincai” Baia Mare).

Premiul al II-lea. Dragos Andreea (C.N. ”Vasile Lucaciu” Baia Mare), Mujdar Mi-
lan (C.N. ”Dragos Voda” Sighetu Marmatiei), Lazea Darius (C.N.” Gheorghe Sincai”
Baia Mare).

Premiul al IIT-lea. Iliutd Filip (C.N. ”Gheorghe Sincai” Baia Mare), Stirbu Silvia
(C.N. ”Vasile Lucaciu” Baia Mare)

Clasa a VII-a

Premiul I. Ciceu Denis (C.N. ”Gheorghe Sincai” Baia Mare).
Premiul al II-lea. Zaharie Oana, Talpos Carina (C.N.” Vasile Lucaciu” Baia Mare).

Premiul al ITI-lea. Giuroiu Tudor (C.N.”Gheorghe Sincai” Baia Mare), Anghelus
Alin (C.N. ?Mihai Eminescu” Satu Mare), Lazdr Laurentiu, Treista Georgiana (C.N.
”Dragos Voda” Sighetu Marmatiei).

Clasa a VIII-a

Premiul I. Boroica Adrian (C.N. ”Gheorghe Sincai” Baia Mare), Robu Vlad, Pop
Calin (Sc. Gim. ”"Nicoale Iorga” Baia Mare).

Premiul al II-lea. Ilies Iulia (C.N. ”Gheorghe Sincai” Baia Mare), Micu Adrian
Tudor (C.N. ”Mihai Eminescu” Satu Mare).

Premiul al ITI-lea. Becsi Paul (C.N. ”Gheorghe Sincai” Baia Mare).
Clasa a IX-a

Premiul I. Matei Bledea Alezandru (C.N.”Gheorghe Sincai” Baia Mare).

Premiul al II-lea. Cotdrlan Codrin (C.N. ”Dragog Vod&” Sighetu Marmatiei),
Muresan Alezandru (C.N.”Gheorghe Sincai” Baia Mare).

Premiul al ITI-lea. Mdacean Marius (C.N.” Alexandru Papiu Ilarian” Tirgu Mures),
Mercea Ioana (C.N. ”Gheorghe Sincai” Baia Mare), Papa Cristian Iulian (C.N.” An-
drei Mureganu” Dej).
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Clasa a X-a

Premiul I. Blaga Bogdan (C.N. ” Alexandru Papiu Ilarian” Tirgu Mures).
Premiul al II-lea. Neta Razvan, Pop Viad (C.N. ”Gheorghe Sincai” Baia Mare).
Premiul al III-lea. Puscasu Iulia Dana (C.N. ”Andrei Muresanu” Dej), Mdries
Maria (C.N. ”Gheorghe Sincai” Baia Mare), Mocan Paula (C.N. ”Silvania” Zalau).

Clasa a XI-a

Premiul 1. Zelina Mihai (C.N. ”Vasile Lucaciu” Baia Mare).

Premiul al II-lea. Buna-Marginean Alex (C.N. ”Alexandru Papiu Ilarian” Tirgu
Mures).

Premiul al ITI-lea. Oprea Maria (C.N. ” Alexandru Papiu Ilarian” Tirgu Mures).

Clasa a XII-a

Premiul I. Pop Darius (C.N. ”Dragog Voda” Sighetu Marmatiei), Sabdu Viad (C.N.
” Alexandru Papiu Ilarian” Tirgu Mures).

Premiul al II-lea. Butnar Adrian (C.N.”Gheorghe Sincai” Baia Mare).
Premiul al ITI-lea. Cotan Paul (C.N.”Gheorghe Sincai” Baia Mare).

Marele premiu ”Dumitru Anghelutd”, pentru cel mai mare punctaj obtinut in
concurs dintre elevii de liceu, instituit In memoria marelui profesor de matematica
al Colegiului National ”"Gheorghe Sincai” Baia Mare, a fost castigat de elevul Blaga
Bogdan - prof. Carmen Pop, de la C.N. ” Alexandru Papiu Ilarian” Tirgu Mures.
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Concursul ”Gheorghe Sincai”
pentru micii matematicieni
14 aprilie 2016

1. Consideram numerele a, b si ¢, unde:

a=34+870x7—-609:7 x69,

numarul b verifica relatia

[215 — (32 x 5+ 682 —b): 9 — 135: 9] : 5 = 23,

iar ¢ este cel mai mic numar de 3 cifre cu produsul cifrelor egal cu 405.
a) Aflati numerele a, b, c.

b) Demonstrati cd ¢+ 1 =40 x (a — b+ 2).

2. Ana, Dan si Calin au cules un cos cu cirege. Ana a cules cu doud cirege mai
mult decat triplul ciregelor culese de Dan, iar Calin un sfert din cat ar fi cules Dan,
daca n-ar fi ajuns la ultimele trei cirege.

a) Ardtati cd Ana a cules un numér impar de cirese.

b) Dacd Ana a cules cu 88 de cirege mai multe decat Dan, aflati cate cirese a
cules fiecare.

3. Se da sirul: 1,3,7,9,8,6,4,2,11,13,17, 19, 18, 16, 14, 12,21, . ..
a) Calculati suma primilor 20 de termeni ai girului.

b) Pe ce loc este numé&rul 2016 in acest gir?

¢) Scrieti cel mai mare numéar par din sir care are 10 cifre, iar suma cifrelor sale
este egalad cu 55.

Subiectul a fost propus de: Prof. Dana Heuberger

Premiantii I:
Jitariu Cosmina Maria (Sc. gim. ”George Cosbuc, inv. Camelia Minghiras)

Tamdaian Lidia (Sc. gim. ”George Cosbuc, inv. Racolta Mariana)
Stirbu Andrei Sc. gim. ”George Cosbuc, inv. Camelia Minghiras)
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Olimpiada de matematica
etapa locala - 28 februarie 2016

Clasa a IX-a

2 1
1. a. Demonstrati c& 22 > gar -3 VzeR.
b. Daca a,b,c > 0si a+ b+ c=1, demonstrati ca

a b c

a2+1+62+1+62+1

9
< —.
- 10

2. Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia

{x}?* +22{z} = 10z — 9.

G.M. 12/2015
3. Pe laturile BC,CA si AB ale triunghiului ABC se considera punctele M, N,
si P. Fie A’, B si C’ simetricele punctelor A, B, respectiv C, fati de punctele M, N

si P. Ar#itati ci punctele C € (A'B’), A€ (B'C') si B € (A’C’) daci si numai daca
BM CN AP

MC ™~ NA~ PB

Subiectele au fost propuse si selectate de:
Prof. Gherasin Gheorghe, Liceul ”Regele Ferdinand”, Sighetu Marmatiei

Prof. Giurgi Vasile, C.N. ”Dragos Voda”, Sighetu Marmatiei
Prof. Bojor Florin, C.N. ”Gheorghe Sincai”, Baia Mare

Clasa a X-a

1. Se considera functia injectiva f : R — R care verifica relatia
f(z) - f(1 —z) = f(ax +2016), Vz € R, unde a € R.
Demonstrati ca:
a)a=0
b) f(—2015) = 1
c¢) f nu este surjectivd

2. a) S& se arate c& x — 2+

4
4x_225,Vx6(2,oo)

x 4
b) S& se rezolve in R ecuatia 10 4 log, <x3 n 54) =+ 5"
T —
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3. Fie S aria triunghiului ABC si a, b, ¢ lungimile laturilor sale.

T 1
_) — Rv f(ﬂ,’) = COS T

este

a) Folosind, eventual, faptul c& functia f : (O7 3

convexa, sa se arate ca

1 1 1
+ + > 2V3.
A B C =
COs 5 COS 5 COs 5

b) S& se demonstreze c&
A B
bc-sin§—|—casin5 + absin% >2v3 - S.

(Prelucrare, Problema 27173, G.M. 1/2016)

Subiectele au fost propuse si selectate de:

Prof. Boroica Gabriela, C.N ”Vasile Lucaciuv” Baia Mare

Prof. Farcas Natalia, C.N. ”Vasile Lucaciu” Baia Mare

Prof. Musuroia Nicolae, C.N. ”Gheorghe Sincai” Baia Mare

Prof. Pop Radu, Semin. Teol. Liceal ”Sf. Iosif Marturisitorul”, Baia Mare

Clasa a XI-a

1. Se considera determinantul

1 2 3 ... n—2 n-—1 n

n 1 2 ... n—3 n—2 n-—1
D,=n—-1 n 1 ... n—4 n—-3 n—-2|,neN".

2 3 4 ... n-—1 n 1

a) Calculati Dy si Ds;
b) Demonstrati cd existd o infinitate de valori n € N* pentru care D, < 0.

2. Fie sirul (zn)n>1, definit prin z; = 1, z2 = 3 si

Tnt2 = 2Tny1 + \/a?iH —3Tny1 - Tn+2- 23, n €N

- . (z—1)(2z — 1)
a) Demonstrati c& functia f : (1,4+00) — R, f(z) = Y——"———= este
T
crescatoare;

v sy . Tn41

b) Ardtati c& sirul (yn)n>1, Yn = 3 este convergent.
> T
. . a;'n

¢) Calculati nh_r}réo 016 -

Dana Heuberger
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3. Fie sirul (z,)n>1, definit prin 21 € (1,2) §i 22041 + 22 = 2(zs + 1), n € N*.
a) Demonstrati ca x, € (1,2), Vn € N7,

b) Considerand sirul convergent, calculati limita sa;

¢) Demonstrati c& sirul este convergent.

G.M. 1/2016 — 27175 (modificata)

Subiectele au fost propuse si selectate de:

Prof. Dana Heuberger, C.N. ”Gheorghe Sincai” Baia Mare
Prof. Gheorghe Sfara, C.N. ”Vasile Lucaciuv” Baia Mare
Prof. Cristian Heuberger, C.N. ”Gheorghe Sincai” Baia Mare

Clasa a XII-a

1. Se considera grupurile C*,-) si (G, ), unde

s={(% 2)

a) S& se arate cd grupurile (C*,-) si (G, ) sunt izomorfe.
b) Aratati cd, pentru fiecare m numir natural nenul, existd un subgrup cu n
elemente al grupului (G,-) si s se determine acest subgrup.

a,beR, a2+625£0}

1
2. Fie a > 0, a # 1. Calculati integrala I = / a® +3% |y g2 e BT gy
0

S.G.M. 12/2015

arcsin
1'2
b) Fie ¢ C R un interval neredus la un singur punct si f : I — R o functie strict
descrescatoare pe [ gi care admite primitive pe I. Exista functii g : I — I care admit
primitive pe I astfel incat g(g(z)) = f(x), Vz € I?

3. a) S& se determine primitivele functiei f : (0,1] — R, f(x) =

Subiectele au fost propuse i selectate de:

Prof. Boroica Gheorghe, C.N. ”Gheorghe Sincai” Baia Mare
Prof. Bob Robert, C.N. ”Vasile Lucaciv” Baia Mare

Prof. Ocean Cristina, Liceul Teor. ”Emil Racovita” Baia Mare
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Test pentru admiterea in clasa a V-a
19 mai 2016

Matematica

1. Consideram numerele a, b, ¢, unde a = 798 +4606 : 7— 2016 : 9 x 2; b verifica:
6x(b—9)=[81:(8x9—-3x%x21)+11]:448:[5+3x (12:4—2)],
iar c este diferenta dintre cel mai mare numar natural par de trei cifre diferite si cel
mai mic numar natural impar de trei cifre diferite.
a) Aflati numerele a, b, c.
b) Demonstrati ci a: 9= (c+7):b+2x b+ 3.

c¢) Aflati cate numere cuprinse intre c si a dau restul 1 la impéartirea cu 5.

2. Adi, Lia si Raul sunt trei frati care au citit in vacanta mai multe carti. Adi
a aranjat cartile citite de el pe un raft gol. Mama a luat o carte din cele citite de
Adi, iar Lia a citit jumatate din cartile ramase pe raft, pe care le-a pus apoi pe masa.
Tata a daugat o carte la cele citite de Lia si astfel pe masa sunt de sase ori mai multe
carti decat cele citite de Raul.

a) Ardtati cd Adi a citit cel putin 11 carti.

b) Dacd numarul tuturor cartilor citite de Adi, Lia si Raul este cuprins intre 30
si 40, aflati cate carti a citit fiecare.

3. Se da girul de coloane: 191 }(2)

a) Calculati suma tuturor numerelor de pe primele 11 coloane.

b) Ardtati cd, oricum am alege 2 coloane aldturate, suma celor patru numere din
aceste coloane este diferita de 2016.

¢) Luca alege 40 de coloane si sterge din ele toate numerele de sus. Apoi aduna
numerele ramase in coloanele alese. Daca obtine numarul 1660, care este ultimul
numar pe care l-a gters?

Subiectele au fost propuse i selectate de:
Prof. Dana Heuberger, C.N. ”Gheorghe Sincai” Baia Mare
Prof. Adrian Pop, C.N. ”Gheorghe Sincai” Baia Mare
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Rezolvarea problemelor din numarul anterior

Clasa a IX-a

1. Fien € N*\{1}, zx € N*, k = 1,n i pentru orice m € N*, m < n notdm

p(m) = [] (xx + Tx+1), unde mi1 = z1. Daca n > 2017, sd se arate cd
k=1
2015°(2015) 12017717 4 2014 se divide cu 2016.

D.M. Batinetu-Giurgiu

Solutie. Mai intai aratam ca, pentru orice m numaéar natural impar cu m < n,
numarul p(m) este par. Prin absurd, presupunem ci p(m) este numir impar care
este produs de numere impare x, g1,k =1, m, Tmy1 = x1. Dar

s(m) = Z(J}k +xk+1) = QZxk — 2t’ te N*,
k=1

k=1

adicd suma unui numar impar de numere impare este un numar par, ceea ce este
absurd. Deci p(m) este numar par, adicd p(m) = 2u, u € N*.
Prin urmare p(2015) = 2v, p(2017) = 2w, v,w € N*, atunci

201572019 4 2017717 4 2014 = (2015%)" — 1 + (2017%)" — 1 + 2016

= (2015% — 1) | 2015°"" Y 4 2015° " ... 41

=a

+(2017% — 1) | 20172~V 42017272 4 ... 41 | +2016
=b
= (2015 — 1)(2015 4 1)a + (2017 — 1)(2017 + 1)b + 2016
= 2016(2014a + 2018b + 1).

Cu aceasta enuntul este demonstrat.
2. Daca x,y,z € R, m € Ry, atunci

xT

Wt @ty | o)t oy + o)
2m—+2
z 3

2m—+2 2m—+2
Yy

>
+ (z+y)m Tz 4y + 2z)m+1 — 23m+3
D.M. Batinetu-Giurgiu
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Solutie. Fie X =z 4+ y + 2. Atunci avem

W Z 222 _ Z ( x> )m“ Radon
(y+2)m 1 2z ty+2)m ! (X —2)(X+x) -

cyclyc cyclic
> 1 $2 " _ 1 Vm+l 1
= 3mt XI:XQ—wQ T 3m ’ M
cyclic
unde
.TQ .TQ
V=Y <7X2—x2) SV+3=) (7){2_]32 +1)
cyclic cyclic
X2 2 1
:Z<X2—x2):X Z(XQ—JUQ)
cyclic cyclic
2 2
sy (4141 N G
— 3X2 — (.Z‘Q + y2 + 2:2) — X2 8
W
De unde o7 5
1 3t 3

3. Dacd t, este lungimea tangentei comune la cercurile descrise pe laturile [AB]
$i [AC] ca diametre, cuprinse intre punctele de contact, ty, t. sunt analoagele lui tq
iar v este raza cercului inscris triunghiului ABC, atunci

(tat+ 1) (t+te)  (te+ta)”
2 t2 t?

> 3247°

D.M. Batinetu-Giurgiu
c
Solutie. Fie s semiperimetrul triunghiului si F' aria sa. Atunci t, = TpTe, O Ty, = 5

b a

OpT, = > 0,0, = 5 iar din triunghiul dreptunghic O, M O. obtinem
2 2 _ _

T,T2 = O.M? = 0,07 — O, M? = a” (b—2¢) _ (a—b+c)(a+b—2c)

4 4 4
ol oy _s(s=a)(s=b)(s—¢) _ F?
= (5=b)(s—c) = s(s—a) " s(s—a)
F? F?
i analog t7 = 2= . Insj
s1 analog ¢} s(s—b)’tc sG—0) nsa avem

2 2 2
t§+t§+ti:F—( L, 2 )2—9 :9(5) = 9.
s \s—a s—b s-—c
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Dar atunci

Z (ti + tg) Be'r‘g;trom 4(t§ + t% + tﬁ)Q Be'r‘g;t'r‘om
t2 - 2+ -

cyclic

At + 1 +2)* 4

4
—a b = (2t + 1) > — (9r) = 3240,
Z 9@z gtla Tl Tl 2 g O =32

4. Fie AABC gi punctele M € (AB), N € (AC), iar BN N AC = {0}. Dacd
Apamn = 2AromMN, sa se demonstreze ca O se gaseste pe linia mijlocie a NABC
paraleld cu BC'.

Florin Bojor
Apamn  AM-AN  Apmon  MO-NO

lutie. = = .
Solutie. Z = AB-AC" Anpoc  BO-CO
Aplicand teorema lui Menelaus in triunghiurile: ABN cu transversala
N—O-B AN CO MB 1= OM AN MB " ANAB
— — , avemm N—C O—M E OC NC AB , respectiv in cu
AM BO NC ON AM NC

tranSVerSalaM—O_C,aVemm'O—N'm 1:>O_B:mﬁ

Apyon AN MB AM NC  AM-AN _ Apaun

Atunci

Aapoc  NC AB MB AC =~ AB-AC =~ Aaasc

si, folosind ipoteza, rezultd cd Aaapc = 2+ Aapoc. Dacd notdm AO N BC = {P},

Apac AP

vom avea cd —— = —— = AP = 20P = punctul O se gaseste pe linia mijlocie
Asrpoc OP

a AABC paralela cu BC.

5. Fie p un numar natural nenul fizat. Sa se arate ca pentru oricen € N, n > 2,

exista numerele naturale distincte a1, a2, ..., an divizibile cu p+ 1, astfel incat
1 1 1 1
- =—+—+--+—.
p al as Qn

Gheorghe Boroica
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Solutie. Demonstrdm afirmatia prin inductie matematicd. Propozitia P(2) este

1 1 1
adevarata caci —= ——+ —=—,decia1 =p+1, a2 = (p+ 1)p.
p p+tl (p+1)p ( )

Presupunem ci P(k) este adeviratd (k € N,k > 2), deci

1 1 1 1
P Tm T T
unde aﬁp—!—l, i=1,ksi a1,a2,...,ar distincte. Atunci
1 1 1
o) aprD)  wern T aprn
deci
1 1 1 1 1 1 1
p pt1l +p(p+1) Tp+1 +al(p+1) +a2(p+1) +m+ak(p+1)'

Rezulta ca afirmatia este adevarata si pentru k + 1 numere, deci are loc concluzia.

6. Sa se determine toate mulfimile de numere naturale, A, finite, cu proprieta-
tea caVax,y € A= x-y—2015z € A.
Gheorghe Boroica

Solutie. Fie A ca si in enunt si M = max A.
Pentru x = y = M obtinem ca

M? —2015M € A= M? —2015M < M £ M € {0,1,...,2016}
si cum A C N, deducem ca
Ac{0,1,2,...,2016}. (1)

Cazul I. 0 € A. Atunciz-0—2015 -2z =—-2015-2 € A, Vz € A, deci A ={0}.

Cazul al II-lea. 0 € A. Din ipoteza = z(y — 2015) € A si cum x > 1, obtinem
iy > 2015, deci A C {2015, 2016}

A = {2015} nu convine; A = {2016} e solutie; A = {2015, 2016} nu convine.
Solutiile sunt A = {0} si A = {2016}.

7. Punctele A,B,C,M,N,P,Q € C(0,7) astfel incit O ¢ Int NAABC; AM =
MC; AN = NC; M € (AB); N € AC; AB = BP; B € (AP); AC = CQ;
C e (A‘Q) Notam CN N AP = {X} si BM N AQ = {Y}. Daca XY||BC si
AB # AC, determinali M (<BQC) st m(<NPM).

Petru Braica
Solutie. Din AB = BP = <ACB = <BAP, din AC = CQ = <ABC = <CAQ.

Din AN = NB = <ACN = <BCN = (CN bisectoare.
Notam AP N BC = {S} si AQ N BC = {R}. Este cunoscut cd AS = AR. Deoarece
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BS AB AR?*

AASB ~ ACAB, avem 18— BC = BS = BC si analog AARC ~ ABAC,
CR AC , AC? . )
AC-BC CR* = BC Cum (BY este bisectoare in AABR,

AY AB AB AB AB - BC

YR BR BC-CR AC?~ BC? — AC?

Lol

) AX AC - BC . AX AY
si analog XS~ B _ABE Din XY||BC = SR = XS~ vr®

AB-BO _ AC-BO | BB AB?) — AC(BC®—AC?) < BC(AB
© Bez—ac? ~ Bor—ap © ABBC-ABY) = ACBCT-ACT) & BOAAB-

AC) = AB? - AC® & (AB— AC)(BC? — AB®> + AB-BC — AC?) = 0; din AB # AC
avem BC? = AB? — AB - AC + AC?.

P

Aplicand teorema cosinusului in triunghiul BAC,

AB?+4+ AC? - BC?* —AB-AC 1

cos(<BAC) = 5AB . AC = SiB Ac ~ 3
m(BAC) 120°

deci m(<BAC) = 120°, m(<«BQC) = =60°,

22

11— 1 1 — R
m(INPM) = 5 m(NM) = 5 - 5(m(BAC)) = 30°.
8. Flie a,b, c lungimile laturilor unui triunghi de arie S. Ardatati ca

\/@4 — a2 b2 + \/b4 — 22+t + \/04 — a2t at <

< \/g (a* + b* + ¢*) — 2452,

Gotha Giinter
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Solutie. Notam cu = partea stanga a inegalitatii din enunt. Atunci din inegalitatea
CBS avem

xg\/12+12+12~\/a4—a262+b4+b4—6262+c4+c4—02a2+a4
=3 \/2a4+264+264—a2b2 —b2¢2 — c2a?

= \/g (a* +b*+c*) — g (2a2b? + 2b%¢? + 2¢%a® — a* — b* — %)

= \/g (a* + b4+ ct) — g~165’2 = \/g (a* + 0%+ ) —2452, q.ed.
Observatie. Egalitatea are loc daca si numai daca a =b = c.

9. Fie triunghiul ABC cu g > A > B > C gi punctele D € (BC\[BC],

E € (CA\[CA] si F € (BA\[BA], astfel incat ,u(A/BE') =7 — 2B, M(A/C’\F) =c si
w(FAD) = A. Sd se arate cd punctele D, E, F sunt necoliniare.

Dana Heuberger

Solutie. Punctele D, E gi F' sunt coliniare daca si numai daca

EA DC FB_ "
EC DB FA
EA c
Din teorema sinusurilor in AEAB, obtinem = , deci

sin(mr —2B)  sin(B — C)

EA— c-sin2B
" sin(B-0)’
Din t i ilor in AEBC, obti EC___ ¢ deci
1 teorema simusurior im , O t;lnem Sin(ﬂ' — B) = sin(B — C), €eCl
a-sin B
EC=Gam-0)

Rezulti 24 — . 9cos B
ezu aE—C—E COS .
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Din teorema sinusurilor in AACD,
DC b

Sn(r —24)  sm(a—B)’ & E I

bsin 2A
" sin(A-B)’
Din teorema sinusurilor in AABD,
DB c
sin(r — A) - sin(A — B)’
csin A

deci DB = m B C D

Rezulta bo _b 2cos A
ezulta ﬁ = Z COS A.

Analog, aplicind teorema sinusurilor in ABFC si AAFC, deducem ca
FB a
FA b
loc daca si numai daca triunghiul ABC' este echilateral, fals. Asadar punctele D, E
si F' sunt necoliniare.

2cos C. Obtinem ci (1) < 8cos Acos BcosC = 1, egalitate care are

10. Sa se arate ca in orice triunghi ascutitunghic ABC avem:

R(sin2A + sin 2B +sin2C) < 2r (cos é + cos g + cos %) .

Ludovic Longaver

Solutie. Conform teoremei lui Feuerbach, dintre toate triunghiurile inscrise in tri-
unghiul ABC, triunghiul ortic are perimetrul minim. Astfel, dacd luam triunghiul
format de proiectiile centrului cercului inscris pe laturi, acesta va avea perimetrul mai
mare decat perimetrul triunghiului ortic. Laturile triunghiului ortic sunt: R -sin2A,

A B C
R -sin2B, R -sin2C, ale triunghiului celdlalt 2r - cos 5 27 - cos 5 2r - cos 5 De
aici concluzia problemei.

11. Sa se demonstreze ca, dacd intr-un triunghi nedreptunghic ABC existd

relatia
tg* A+tg" B4+tg'C = (tgA+tgB+tgC)>,
atunci triunghiul ABC' este echilateral.
Ludovic Longaver
Solutie. Introducem notatiile: ©z = tg A, y = tg B, z = tg C. Se cunoagte ci intr-un
triunghi nedreptunghic exista relatia tg A +tgB +tgC = tg A -tg B - tgC, ceea ce
cu notatiile noastre devine x +y+z=x-y- 2
eyt 2t >y 0y = () + (y2)” + (22)
> 2%yz + 2y’ + oy’ = zyz(z+y+z2)=(x+y+ 2)2.
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FEgalitatea se obtine doar pentru x = y = z, adica tgA = tgB = tgC = A =
B=C.
12. Punctul M se afla pe cercul circumscris patrulaterului inscriptibil si cu
diagonalele perpendiculare ABCD. Daca Hi, Ha, Hs, Hs sunt ortocentrele triunghiu-

rilor MAB, MBC, MCD respectiv MDA, atunci HiHoHsHy este dreptunghi.

Nicolae Musuroia

Solutie.
OH, — OM + OA + OB
OH, = OM + OB + OC
OH; = OM + OC + OD
OH, — OM + OD + OA
Atunci

HiHy = HiO + OHy = —OH, + OHy = —OA + OC = AC (1)

_|_
HiHs = HaO + OHy = —OH, + OHy = —OA + OC = AC,

obtinem Hi1H2 = H4Hs, deci H1 Ho Hs H4 este paralelogram.

Analog se demonstreazd cd& HiHs = BD, rezultd cd Hi1H4||BD, iar din (1) avem
H1H>||AC, deci HiH4 L H1Hs deoarece AC L BD.

Deducem ca Hi1H>H3Hy este dreptunghi.

13. Dacd x,y, z sunt numere reale pozitive, astfel incat x+y+z+t = n, atunci
are loc inegalitatea

5n
t t t t t < —.
\/nx+yz+y +\/ny+xz+z —|—\/nz—|— T+ ty + \/n +zy+xz < 2

Adrian Pop

Solutie.

net+yztyt=(x+y+z+t)etyz+yt=a’+yr+zz+te+yz+yt
=z(zt+y)t+ziz+y)+tlz+y) =(+y)(z+z+1t) =

20 +y+ 2+t
— s

é\/nx+yz+yt:\/(w+y)(x+z+t)§
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Analog

2yt +z+t
2

2z2+ax+y+t
2

2t+x+y+=z
2

vy +xzz+4 2t <
vnz+tr+ty <
vnt+zy+zz <

=

é\/nx+yz+yt+\/ny+a:z+zt+\/nz+tx+ty+\/nt+xy+xz
< 5x+y+z+1t) _on
- 2 T2

14. Fie a,b,c,d > 0 cu abc® + b%cd + cda® + d*ab = 4. Ardtali cd
a* + b + ¢ + d* + dabed > 8.
(In legiturd cu problema VIIL.410 din R.M.T. nr. 2/2015)
Mihai Vijdeluc
Solutie. Egalitatea din enunt se scrie:
be(ac + bd) + ad(ac+ bd) = 4 < (ac+ bd) - (ad + be) = 4. (%)
Scriem inegalitatea lui Turkevici:
at + b + ¢ + d* + 2abed > a’b® + a’c? + a*d® + b2 + V2P + Fd =
= o+ +ct +d +dabed > PP +a P +a d? + V2402 d? + P dP +2abed
= (a®V? + Ad®) + > + VPd® + *d® + b*? + 2abed
> 2abed + a?c® + b2d? + a®d® + b2c? + 2abed
= (ac+ bd)* + (ad + be)® > 2\/(ac +bd)? - (ad + bc)?
=2(ac+0bd) - (ad+bc) =2-4=38.

Am folosit inegalitatea mediilor si (x). Deci a® + b* 4+ ¢* + d* + 4abed > 8.
15. Sa se determine cel mai mic numar natural n pentru care
0,7<{¥n} <0,(7).
Mihai Vijdeluc
Solutie. avem ¢/n = |¢/n|+ {{/n} =a+b, a=|{n], b={¥n}.

Atunci conditia din enunt devine:

7
0,7<b<0,(7)<:>a+0,7<a+b<a+0,(7)®a+l<\3/5<a+§<:>

10
Vet T g, 49 343 st T g, 49, 313
< a” + 3a 10+3a 100—1-1000<n<a + 3a 9+3a 81+729’
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unde n € N.
343 343
Pentrua =0= —— 1000 n < 729° absurd, deoarece n € N.
21 147 343 21 147 343
Pentru “_1:>1+1_0+ﬁ+%<n<1+3+8_1+ﬁ9©
4913 4096
< 1000 <™ < ﬁén€(4,6):>n:5.

Deci cel mai mic n pentru care avem conditia din enunt, este 5.

Clasa a X-a

1. Fien € N'\{1}, zx = ax +i-by € C, k = 1,n, unde ax,by € R si o o

permutare a multimii {1,2,...,n}. Sd se arate cd
VJar + b4 Z E
k=1

D.M. Batinetu-Giurgiu

Solutie. Din inegalitatea dintre media patratica si media aritmetica rezulta

(a)? + (02, S ag + b2 4
- 2 b

V2
deci 4/ai + bj(k) > T(ai + bi(k)), k =1,n. Atunci
Vak + b0 = 7 (ak + b))

=1 k=1

(St )= ()

S SCEIEEO Mt

2. Sa se rezolve in numere reale sistemul:

[\]

S

ws

o +y =9
3 +v” 4 ge’ vt — 9. 3%

D.M. Batinetu-Giurgiu
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Solutie. Notim a =22 >0sib=y?>>0cua+b=9.
Folosind inegalitatea mediilor obtinem:

9. 3% _getth | gttt 5 g g
99 a+b+a+b?
deCI Z 2 f .
Obtinem 99 > 2(a + b) + 2(a + b)? — 4ab si cum a + b = 9, rezults ci
81
b> —. 1
ab > = (1)
Din inegalitatea mediilor rezulta: 9 =a+ b > 2vab, deci
81
b< —. 2
ab < = (2)

81 9
Din (1) si (2) obtinem ab = T Folosind iarasi a + b = 9, obtinem a = b = 5 si prin
urmare solutiile sistemului sunt:
(3\/5 3\/5) _ (3\/5 —3\/5) , (_3\/5 3\/5) _ (_3\/5 —3\/5)
2 72 ) 2 72 ’ 2 72 ) 2 72 ’
3. Fiene N,n>2,a>1gix1,x2,...,Tn > 1 cuproprietatea ©1-T2-.. .- xn = a".
Sa se determine minimul expresiei

1 1
Ezlogma—i——logi a+---+ —-log, a.
2 2 n "

Florin Bojor

Solutie. Se observa ca logaritmii sunt pozitivi, atunci aplicind inegalitatea mediilor
avem log, a+log, z1 > 2

N W

1 1 1 1
> logi2 a+log, 2 = 3 logi2 a+ > log, x2 + 3 log, x2 >

n+1

1 1 1 1
—logl a+log, xn = —log, a+ —log, xn + - -+ —log, Tn >
n " n " n n

Adunand aceste inegalitati se obtine

E+10ga(a71a72..,xn)22+g+...+n;‘1’

1
adica E > 1+ 5—!— --+ 4+ —. Are loc egalitate atunci cand 1 = x2 = --- = =, = a,
n

1 1
deci minimul expresiei FE este 1+ 3 + e+ —.
n

4. a) Sa se demonstreze cd

\t-x1 —|—(1 —t)ﬂ,’Q > t\/a—F(l—t)\/E, Vit e (071), Vﬂ,’l,ﬂ,’Q > 0.
81
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b) Sda se rezolve ecuatia

3V1I0r +14+2V3z+1+vV6zx+1 =67z + 1.

Meda Bojor

Solutie. a) Se ridicd relatia la patrat, se imparte cu ¢(1 —t) > 0 si se obtine
1+ x2 > 2y/T1x2(A), deci functia radical este strict concava.
b) Ecuatia se scrie

1 1 1 1
5\/10a7+1+§\/3x+1+6\/6a7+1:\/7a:+1, unde $2_E'

Din a) functia radical este strict concavd, deci

Vtixr + tawo + tszs > t1/T1 + ta/T2 + t34/73,
Viti,ta,ts € (0,1), cuti+ta+t3=1gi Var,z2, 23 > 0.

1 1 1
Pentru t; = 3 to = 37 tz = 5 six1 =10z +1, z2 = 3x+1, x3 = 62+ 1, inegalitatea

de mai sus devine

1 1 1
Viz 1> 5\/10x+1+§\/3x+1+6\/6x+1.

Deoarece functia radical este strict concava, va rezulta cd avem egalitate daca si
numai dacd 10x +1 =3z 4+ 1 = 6z + 1 = x = 0 este unica solutie.

43
+ =

R
5. Fie AABC astfel incdat m(<tA) = 120°. Sa se arate c@ — > 1 3
r

Cand avem egalitate?

Gheorghe Boroica

Solutie. Din teorema cosinusurilor si ipotezi, gisim ci a® = b* + ¢ + be. Avem:

R _abc p abcla+b+c) 2a(a+btc) 2(a® + a(b+c))

T 48 - -c-sin 2
r 45 S 8 (—b | A) 3be 3be
2+ +be+ VT E T b (b+c))
N 3bc
2 b+ 2 \/62—|—02+bc-(b+c))
=3 (1 + be + be . (1)
b+c . . 2 2 .
Deoarece > Vbe si VB2 + 2 +be > V3be, iar b2 + ¢2 > 2be, folosind (1)
deducem ca
522(1+1+2\/§) :1+%.
r 3 2 3

Avem egalitate dacd m(£LA) =120° si b=c.
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6. Se considera n € N, n > 2 ¢i A, = {1,2,3,...,n}. Sd se afle numarul
functiilor f . A, — Ay, stiind ca acestea au exact doud puncte fize.

Gheorghe Boroica

Solutie. Dacd n = 2, atunci existd o unicg astfel de functie: f(1) =1si f(2) = 2.

Dacd n > 3, atunci cele douid puncte fixe a,b € An, a # b, se pot alege in C?
moduri, iar pentru orice element ¢ € A,\{a, b}, imaginea sa se poate alege in n — 1
moduri, deoarece f(c) # c. Rezultd cid numarul cerut este egal cu C2(n — 1)" 2,
rezultat care este valabil si in cazul n = 2.

7. Fie functia f: R\Z — (0,2), f(z) = {z} + {2z}.

a) Sa se arate ca f nu este injectivd, dar este surjectivd.

b) Sa se gdseascd o functie g : (0,2) — R\Z, astfel incdt
vV €(0,2), (fog)(z)=x.

¢) Sa se rezolve ecuatia f(f(x)) = x, pentru xz € (0,1).

Dana Heuberger

Solutie. a) Vo € R\Z, Vk € Z, f(x + k) = f(z), deci f nu este injectiva.
p 0 3 ay  a 2o
entruae( ,5),f(§>—§+?—a.

Pentru a € [g,?), avem O[T_QG [— %,0) si f(%): O[;2—|—1+ 2(0[3—2) +1=cq.

Deoarece orice a € (0,2) are preimagine, rezultd ci f este surjectiva.

b) Din punctul a) deducem ci functia

« 3
=, a € (0, —)

g:(0,2) = R\Z, g(z) = i_ 9 3 2 este o solutie.
3 , € [572

¢) Pentru orice z € (0,1), avem f(z) = 3z — [z] — [2z], deci {f(z)} = {3z} si
]{32]‘(30)} (T {6z}. R:lzulté f(f(z)) = {3z} + {62} = 9z — [3z] — [6z].
cuatia din enunt devine:

[Bz] + [6z] = 8z, = € (0,1). (1)

Analizand situatile = € (0, é) z € [é%) = [é%)x € [%;)
25 5 ) B 3 1 3 7
T € [g, 6>’ T € [6,1>, obtinem solutiile 1 = 3 To = 5 T3 = e T4 = 3

8. Sa se arate ca

2(\/5+1)\/E<(2x/§+1)x/§ﬂ+(3\/5+1)\/5ﬂ.

Dana Heuberger
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Solutie. Vom folosi inegalitatea lui Young:
1 1
Va,y € [0,00), Vp,q € (1,00), cu 1—)—&— —=1z-y<

Egalitatea are loc in (1) dacd si numai daca x? = y?.
Pentru p=+/2si ¢ =2++v2, 2 =3 si y = V5 in (1), obtinem:

V2 242
3 5 V2 V2
N TP LA RN 2+V2)VIs< (VZ+1)-v37+vE T (2
V2 2+V2
V2 242 . < c s :
Deoarece V3~ < /5 , inegalitatea precedentd este strictd. Pentru p = v/2 si
g=2+v2,z=+5siy=+31in (1), obtinem:
V2 2+4+V2
5 3 V2 V2
V<Y L e V< (Vi41) VBB (3)
V2 2+2

Deoarece \/5\/5 < \/§2+ﬁ, inegalitatea precedenti este strictd. Adunénd ine-
galitatile (2) si (3), obtinem:

V2 V2
2(VZ+2) V15 < (V2+4) V3" + (V2+6)- V5.
impér‘gind cu v/2 inegalitatea precedents, rezulti concluzia.

9. Sa se arate cd, oricum am alege sapte numere diferite din intervalul [—1,1],
putem gdsi doud numere a si b care /3 < 2 (a b+ /(1 —a?)(1 - b2)) < 2.

Ludovic Longaver

Solutie. Functia f : [0,7] — [—1,1], f(¢t) = cost este bijectivi, deci pentru orice
x € [—1,1] existd un unic ¢ € [0, 7| astfel incat = = cos¢. Partitionam intervalul [0, 7]

™
in gase parti de lungime e Pe baza principiului cutiei, printre cele sapte numere

alese aleator, vor exista doua, a = cosa si b = cos 3, astfel incat « si 8 vor fi in
T

™
acelagi subinterval de lungime —, deci |ao — 8| < 5

Pe baza monotoniei functiei cosinus obtinem:
Cosggcos(a—ﬂ)<1<:>§§ab+ 1-a2)1-8)<1&
& V3<2(ab+/(T-a®)(1-p7)) <2

10. Fiee € C\{1}, €* =1 si ABC un triunghi nedreptunghic. Sd se arate cd
a(cos A+ cos B - cos C)+ b - e(cos B+ cos C' - cos A)+ ¢ - €2 (cos C+ cos A - cos B) = 0.

Ludovic Longaver
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Solutie. Se gtie ca in orice triunghi ABC are loc relatia: a = bcosC + ccos B.
a b c

Impartind B-cosC #0 1t4: = :
mpartind cu cos B - cos C # 0, rezulta 5B o050~ cosB T eesC
Analog obtinem:

b c a ) c a b

cosC -cosA COSO+ cos A th cosA-cosB COSA+ cosB’
Atunci
a " b-e c-e?
cos B-cosC  cosC-cosA  cosA-cosB
b(1+€?) n c(1+e¢) n a(e + &%)
cos B cos C' cosA
Cum €2 4 € 4+ 1 = 0, obtinem:

a n be n ce?
cosB-cosC  cosC-cosA cosA-cosB

_ eb e2e a
cosB cosC  cos A

si de aici deducem relatia data.

11. Se dau functiile f,g: R = R, f(z) = 2® — 3z + 4, g(z) = x — sin®*(z — 2).
Sd se rezolve ecuatia f(f(x)) = g(g(x)).

Ludovic Longaver

Solutie. Avem f(z) =22 -3z +4 = (xr—2)?+ 2z >z, Vr € R, cu egalitate numai
pentru x = 2. Din f(z) > z, Vx € R, rezulta: f(f(z)) > f(z) > z, Vo € R, cu
egalitate pentru = 2. Din g(z) = z —sin*(z — 2), V& € R, rezultd g(z) <z, Vz € R
cu egalitate pentru z — 2 = km, k € Z. Atunci g(g(z)) < g(z) < z, Vz € Z, cu
egalitate pentru x — 2 = kr, k € Z.

Deci g(g(z)) < f(f(z)), Vx € R, cu egalitate numai pentru z = 2.

12. Sa se rezolve ecuatia:
2% .37 42173 — (1 — 1) + 5.
Nicolae Musuroia

2\ 2
Solutie. Consideram functiile f : R — (0, 00), f(z) = 3<§) +W, u: R — (0, 00),
3
2\° 2 ,
u(x) = 3) v (0,00) = (0, 00), v(x) :330—&—; si g:R—>R, g(x)=—2"+z+5.
Ecuatia data se scrie:

f(@) = g(). (1)
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2
Se verifica ca v este strict descrescatoare pe (O, \/; } si strict crescatoare pe

2 1 2 2\
{\/;,oo) Cum u : (—oo, 5} — {\/;,oo), u(x) = (5) este strict descrescatoare,

2
iar v : {\/;,oo) — (0,00) este strict crescitoare, deducem c& v ou = f este strict

1
descrescatoare pe ( — 00, 5} . (2)
o . v 1
Analog deducem c& v ou = f este strict crescatoare pe 3:) (3)
. o 1
Dar g este strict crescitoare pe | — oo, 3 (4)
1
si strict descrescatoare pe 7 (5)

Din (1), (2) si (4) respectiv (1), (3) si (5) deducem ca ecuatia datd are cel mult cate

1 1
o solutie pe fiecare din intervalele ( — 00, 5], respectiv [5, oo).

1 1
Cum z1 =0 € ( — 00, 5] size=1¢€ [5,00) sunt solutii, deducem ca acestea sunt
singurele solutii.

13. Pe laturile patrulaterului convex ABCD se construiesc triunghiurile echi-
laterale ABM si CDP spre exterior si BON si ADQ spre interior.
Sd se arate ca MNPQ este paralelogram (eventual paralelogram degenerat).

Nicolae Musuroia
Solutie. Notam cu litera mica corespunzatoare afixele varfurilor. Triunghiurile
ABM, CDP, BCN si ADQ fiind echilaterale rezulta:
m=a+(b—a)e; p=c+(d—ceg; n=c+((b—cle; qg=a+(d—a)e
T T

unde g = cos 3 + i sin 3 Atunci

m+p=(at+c)+(b+d—a—c)e si

n+qg=(a+c)+(b+d—a-—c),
deci m 4+ p = n + ¢ si prin urmare M N P(Q) este paralelogram.

14. Sa se arate ca, dacd a,b, ¢ sunt lungimile laturilor unui triunghi avand raza
cercului inscris egald cu unitatea, atunci

4(a+b+c) < abe.
Mihai Vigdeluc si Vasile Ienutag
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Solutie. Inegalitatea ceruta se scrie echivalent:
dla+b+c)<abc= 8 <4RS<2p< Rp-r &
S Rr>2E8 R>2r (relatia lui Euler),

adevarata in orice triunghi.

15. Sa se demonstreze ca triunghiul ABC' este echilateral, daca si numai dacd

avem inegalitatea
A
b~\/ac~cos§ -cos% <ty Le

(€a,Le sunt bisectoarele interioare ale unghiurilor A, respectiv C).

Mihai Vijdeluc

. y , , A C  3d®
Solutie. 7=" Dacd AABC este echilateral atunci by/accos geos 5 = — s
av3\?  3a® . A C
Lol = ( 5 ) = deci b+/accos S cos o = Lole.
?<” Din

A C
by/ac cos ECOS ) < Ul =

= by/accos é cos % < b2_|b_cc . azj—bb cos é - COs 5 =

= (b+c)(a+b) < 4by/ac

Dar, din inegalitatea mediilor avem: (b + ¢)(a + b) > 2v/bc - 2v/ab, deci
(b+c)(a+0b) > 4bvac

(1)

(2)

Din (1) si (2) rezulta ca (a + b)(b+ ¢) = 4by/ac, deci a = b = ¢, adicd AABC este

echilateral.

Clasa a XI-a

x 1
1

8

1. Daci A(z) = (

), x € R, s& se calculeze

A1) - HA(xk)7 neN, z, e R*, k=1,n.

k=1

D.M. Batinetu-Giurgiu
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1 1y . 1 1 1 1 1
Solutie. A(l) = (1 1) si A(1) - A(z) = (1 1) (f x) = (iil iil) =
(x+1)A(1), Vo € R*. Prin urmare

n

(1) HA(m) = AW A@y) [JAGr) = (21 +1) - AQ0) [ ] Alar)

k=2 k=2

n

=(z1+1 Az2) H Afzr) = (@1 + V(22 + DAQ) [ | Aler)
k=3
= (a1 + )(wz N D@1+ 1)A) - Aan)

= (@14 D) (w2 +1) ... (zn + 1A(1)

n [[x+1) [](x+1)
- (H<xk+1>) A = [ i .
k=1 [Te+1) J](@x+1)

De exemplu:

A1) - A(1)-A2)...A(n)=2-3...n(n+1
|
|

2. Daca m € N, sa se calculeze:
lim (( "/ (n+ 1)!)m+1 - (W)M-H) sin”™ = .
n

n—00

D.M. Batinetu-Giurgiu

Solutia 1.

I Vnl I w_ I (n+1)! n" i n \"tt 1

Jim =t 0=t S - () s
si

Jirr;on~sin%:nllrr;o Ezﬂ':l"ﬂ':ﬂ'.
Deci "
nh_{rio (( H (n-l—l)')mH (\/H)mﬂ) sinm%
—nli}ngon ( “ (n—|—1)' m+1 ("n'>m+1) (nsin%)m
(n+\1/7 n')nim[( (n+1)!)m
(Y <n+1>-> Y ()" (V)" =
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=7 lim (n+m_ W) {( Hm)m(n—ﬁ-l)m

m—1
. "/ (n+1)! V! (n+1)m71
n+1 n n

n+1 n n n
(T () () ()
= 77rm(wjn+ 1) lim ("*’{/ﬁ v n') = (m—|— 1) lim Vn!(u, — 1)

SRR (]

e n—oo s 00
D™ l n—l
= 7(777,4— L lim /nt u nlnuy,
e n—oo M Inup
Dr™ 1 n—1 "
_(m+Dr™ 1. lim ¥ Inu?, (1)
em € n—oco nvn
"/ (n+1)!
unde u, = ( —Y _ ~ ¥Yn>2cu
n'
"+1 n—|—1 n n+1 1 _
lim u, = lim — — lel=1= lim % 1:1
nreo n—reo n+1 vV n' n e n— oo ann
si
1!

m
n— 00 n— 00 ’I’L! n+1 /(’I'L-|-1)' n—ooo n+l (TL—|—1)'

Prin urmare din (1) obtinem:

i (/) ()

n—00

_(m+ D™ 1 (mt DT
en‘L-‘,—l

>m+l) . om T
s —
n

em

o)

Solutia 2.

= (VT (5
(¥ > (™ =)™ 7

m+1 —1
()"
=y (L) L () s

m+1)Inuy, T =

—

m+ 1) Inu, sin™

3 319

n
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atunci
. 1 m+1 m (m + 1)7rm
lm Bo=(m+1) (1) 1nepnm = U
. . . . o f(®) .
3. Fie f:R* = R* o functie pentru care exista lim —— =a € R}.

r—oo T
Atunci exista lim (f(x + 1) — f(x)) = b € R, dacd si numai dacd existd
Tr—r0o0

Ili_}rr; (%)I =ceR’

st avem b =a-Inc.

D.M. Batinetu-Giurgiu

Solutie.
. fle4+1) fle+1) = x+1\ 1
deci
fe+ 1) - 1@ = 1@ (LEED 1) = o) o) - 1, voe R,
unde R} — RY, u(z) = f(;:(;_)l) gi unde lim u(x) = 1. Rezultd atunci ca
u(z) — 1

im = 1. Prin urmare,
z—oo In U(J})

fa 1) — (@) = f() - (ule) — 1) = LD a(u(z) 1)

=12 ﬁxi(;)l i) = 17 ulilxl)t(;)l n(u(z))”
@) @ -1 (FeAD) e
2w () vaew 8
Daca exista Ihﬁrréo(f(a: +1) — f(z)) = b, din (1) deducem ca
=a-1-In{ lim Mz im fla+1) z:e%:c .
b=a-1-1 (mléoo( 7 ) )ézlﬁw( @) ) e Ry.

Reciproc, daca exista lim (f(””“)

x
O ) = c € RY, atunci din (1) rezultd ca existd
n— o0

b= lim (f(x+1)— f(z)) =a-1-Inc.

T —r 00

Cu aceasta problema este rezolvata.
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4. Sa se calculeze lim H 2 —

n— 00 a
k=1 CoS —

Florin Bojor

Solutie.

n 1 -
a a
k=1 cos o H CoS % n_ 2sin ok ©08 o
k=1 a
k=1 2sin oF

a
n 2cos ——+1

2k—1
[[—%— .

k=1 2cos;ik+1 2cosa+ 1 Q"Sinz—n
N . a 7 sina a
ﬁ SIHF 2c032—n+1
=1 2gin —
ok

L 2cosa+1
De unde limita este ¢+ ——.
sina
5. Sa se determine matricele A € M3(C) care au determinantul egal cu 1 gi
verificd relatia (A*)? + A = 212, unde A* este adjuncta matricei A.
Florin Bojor

Solutie. Deoarece det(A) =1, atunci A- A* = I5 si inmultind relatia din ipoteza cu

A? se obtine
I+ A® = 24 (1)

Atunci ridscinile polinomului f = X® — 2X2 + 1 sunt 1, —5 si acestea pot fi

valorile proprii ale matricei A.

Dacé A1, A2 sunt valorile proprii, atunci det(A) = A1 - A2 = 1, In consecintd
M =X =1 Atunci A2 =24+ 1 =0y = A? = 24—, = A® = 34 — 2L, si
inlocuind in (1) se obtine A = I>.

6. Fie a un numar real, astfel incdt a > 2. Sa se arate cd nu existd A € M3(R),
astfel incit A®> — 3A + als = Os si det(A + 2I3) > 0.
Gheorghe Boroica
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Solutie. Presupunem contrariul, deci existd A € M3(R) ca si in enunt. Atunci avem:
A’ —3A+als =03 & A® —3A+2I3 = 2[5 — als &
o (A- L)Y (A+20) = (2—-a)ls.
Atunci det(A — I3)? - det(A + 2I3) = (2 — a)?, contradictie, deoarece membrul stang
e pozitiv gi 2 —a < 0.

7. Fie A € Map+1(Z), p € N* si m,n € Z. Sa se arate ca m + n divide deter-

minantul matrice mA + nA®.
(Generalizarea problemei 26770, G.M. 5/2013)
Gheorghe Boroica

Solutie. Fie functia polinomiala f: R — R,
flx)=det(A+z-A") = agpy1 - 22T +agp - 2 + - -+ a1z + ao,
unde ax € Z, k = 0,2p + 1 si ao = det A; azpy1 = det(A?), deci ag = azp+1.
Pentru z € R* avem:
f(z) = det(A+zA") = det(A + zA")" = det(A" +zA)
= detr (A+ > A) = ot der (A+ > ) = atrhy (1)

T

2p+1 (a2p+1 az2p ai )
i T Tt ta

2p+1
3‘,P-F

2p
=azpt1tazp-r+---+a-x7 +ao- )

deci

2p+1 2
a2p+12 7" + agpxt + - + a1z + ao

2pt1 2
= aoz®Pt + a1z + -+ agpx + agpt1, Vr € R".

De aici rezulta ca
az2p41 = Ao, A2p = A1, A2p—1 = A2, ... (1)
Avem ca
det(mA +nA") = detm (A + 2 At) =m*PTf (2)
m m
2p+1 n2p

—mPti (g ’I’L—+a +.ida 2+a
2p+lm2p+1 2p lm 0

m2p

2 2p+1 (1)

2p+1 2 2p—1 2
= agpr1n "+ agpnPm + azp—1n?" m  + -+ ainm™® + agm

= agpr1 (NPT + WP 4 agen - mnP T+ mP T 4.
+ap1n® -mP(n+m): (n+m),

cici 2T 4 m2 L (n+m), k€ N.
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8. Ezista functii derivabile neconstante f : R — R cu proprietatea:
dacd f'(x) € Z, atunci f(z) € Z?
Gheorghe Boroica
22
Solutie. Rispunsul este da. Pentru fiecare ¢ € Z, functia f. : R — R, fe(x) = I—F c
x x
este derivabild si f.(z) = 5 Atunci fi(z) € Z & 5 € 7 x=2k kelZ.
Cum f.(2k) = k? + ¢ € Z, deducem ci functiile f. convin pentru orice ¢ € Z. Asadar,
exista chiar o infinitate de functii ca si in enunt.

9. Jocul 15-puzzle este reprezentat de un patrat 4 X 4 care are inscriptionat
aleator numerele 1,2,3,...,15 gi avand un pdtrat liber (notat cu #). Prin mutdri
succesive, (0o mutare tnseamnd o deplasare pe orizontald sau verticald a uneia dintre
piesele aflate langa patratul liber, astfel incdt sd il ocupe pe acesta) jocul se incheie
atunci cand numerele sunt asezate crescator pe linii, de la stanga la dreapta, incepand
cu prima linie de sus. Se cere sa se analizeze daca exista o posibilitate de a incheia
jocul, daca pe tabld se afld pozitia descrisd mai jos.

4] 8] 315
0(11] 1] 9
21 5] 13|12
61 7] 14| #

Costel Chiteg

Solutie. Asociem pozitiei pieselor permutarea o de grad 16:

(1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
7\4 8 3 15 10 11 1 9 2 5 13 12 6 7 14 16 )

unde am notat casuta libera # = 16. Prin inmultiri succesive la stanga ale permutarii
o cu transpozitii de forma 716 = (z 16)7 jocul se Incheie atunci cand vom obtine:

Tk Tk—1...7T1°0 = €. (1)

Prin mutéari succesive putem realiza v = up, d = down, [ = left, » = right.

Deducem u = d i | = r, deoarece trebuie sa revenim de fiecare data.

Deci k=u+d+1+r =2u+2l =2(u+1). Rezultd ci, in cazul incheierii cu succes a
jocului, permutarea o este pard. Se aplicd functia signatura ¢ relatiei (1). Analizim
acum paritatea permutdrii o. Cum e(o) = —1, rezultd imposibilitatea de a termina
jocul In cazul prezentat.

10. Fie A € M3(C), astfel incit A*> = Is. Aflati urma matricei A.
Gotha Gintter

Solutie. Din relatia Cayley-Hamilton avem:
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1 1
A3—tA2+§[t2 —tT(A2)]A—det(A)I3 =03 & A—t13+§[t2—3]A—det(A)I3 =03 &

%(t2 — 1A - [t +det(A))Is = O3 & (1> — 1)A = [2t + 2det(A)]]3, unde t = tr(A).
Trecand la urma si la determinant, obtinem sistemul
(t*—1)t= 3[2t + 2 det(A)] t3 — Tt —6det(A) =0
{(t2—1)3 det(A) = [2t+2det(A)]? < {(t2—1)3 det(A) = [2t+2det(A)]?
Din A% = I5 rezultd (det A)?> = 1, deci det A € {£1}.

Cazul det(A) =1
. t2—Tt—-6=0 )
()é{(t2—1)3—(2t+2)3 @

B3 —Tt—6=0c(t+2)(t+1)(t—-3)=0=tec{-2,-1,3}.
t=-2:(2) & 27T= -8, fals; t = —1:(2) & 0 =0, adeviirat; t = 3 : (2) & 8% = 8,
adevarat. Deducem

(1)

te{-1,3} 3)

Cazul det(A) = —1
) 2 —Tt+6=0 A
()ﬁ{—(t2—1)3—[2t—2]3 “

B —Tt+6=0s (t+3)t-1D(t—-2)=0=tc{-3,1,2}.
t=-3:(4) e -8 = -8 adevirat; t = 1: (4) & 0 =0, adevirat; t = 2 : (4) &
27 = 8, fals. Deducem

te{-3,1} (5)
Din (3), (5) = t € {1, +3}.
Mai ramane de aritat ci existd matricea A € M3(C) cu A? = I3 i tr(A) = t, oricare
arfite {—1,1,+3}.

-1 0 0 -1 0 0
Pentrut=—1alegem A= 0 -1 0. Pentrut=1, A= 0 1 0.

0 0 1 0 0 1
Pentru ¢ = 3, A=1I5;t=-3; A= —1Is.
In concluzie, multimea valorilor posibile lui ¢r(A) este {—1,1, —3,3}.

11. Fiek €N, k> 2 si x1,x2,...,x, numere reale, astfel incdt

E=D (nj—z)z

i=1

Vn e N*.

1
<
_n{‘/ﬁ7

Sa se demonstreze cd x1 + 2x2 + -+ - + kxp = 0.

Gotha Giintter
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Solutie.
n i n i n i
k— = —k| = -1 <
z_;(n+z) Z;(n+z) z_;((n—l-z) ) *n{c/ﬁ(:}
k - k -
n+1t —nt n—+1 1
=1 = . <
Z; 1 2_; n+1 —1 ~— ¥n
n n+41
—1
Avand in vedere ca lim —— = 0, trecand la limita, obtinem:
n—oco N +1
—i\ "
b ] (1+n+i) -1 u
—ni
Jm 2| = 2 i
n+1
k
. . 1
:Zz~a7i<hm k—:()
n—00 n

k
Deducem ca Zz -x; = 0, ceea ce trebuia aratat.
=1
12. Fie A,B,C,D € M,(C), astfel incit ABCD = I,.
a) Sd se arate cd rang(BC + I,,) = rang(DA + I,).

b) Sa se arate cd
rang(DA — I,) <

1
< 3 [rang(A+ I,)+ rang(B+ I,)+ rang(C+ I,)+ rang(D+ I,)].

Dana Heuberger

Solutie. a) Avem BCDA = I,,. Folosind teorema lui Sylvester, deducem:
rang(BC+ I,,) = rang(BC(In,+ DA)) > rang(BC)+ rang(DA+ I,,) — n.

Asadar rang(BC + In,) > rang(DA + I,).
Apoi, rang(DA+ I,) = rang(DA(I,+ BC)) > rang(DA)+ rang(BC+ I,)— n.
Asadar rang(DA + I,) > rang(BC + I,,).
Rezulta c& rang(DA + I,) = rang(BC + I,,).
b) Analog se aratd ci rang(DA — I,) = rang(BC — I,,).
Apoi, din BC — I, = B(C'+ I.) — (B + I,,), obtinem:

rang(DA — I,) = rang(BC — I,,) < rang(B(C + I,)) + rang(B + I,,)
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deci
rang(DA — I,) < rang(C + I,) + rang(B + I,,) (1)
si din DA — I, = D(A+ I,) — (D + I,,), obtinem:
rang(DA — I,) < rang(D(A + I,)) + rang(D + I,),
adica
rang(DA — I,) < rang(A+ I,) + rang(D + I,,). (2)

Adunéand relatiile (1) si (2), deducem concluzia.

13. Sa se calculeze

nm(i+i+i+ +;)
noo\1-2 ' 3.4 5.6 (2n—1)2n)"

Ludovic Longaver

Solutie.

L+L+L+...+ 1 e 1 + 1 —|—~~~—|—i—>1n2
1-2 3-4 5.6 (2n—1)2n  n+l  n+2 2n '

14. Fie A, B € M3(C) doud matice cu proprietatile A- B =B - A,
det(A +iB) = det(A) —idet(B); det(A —iB) = det(A) + i det(B).
Sd se demonstreze cd det(A® 4+ B®) = det®(A + B).

Nicolae Musuroia

Solutie. Fie f: C — C, f(z) = det(A + zB). Relatiile din ipoteza se scriu:
{ (@) = det(A) —idet B (1)

f(=i) = det(A) +idet B. (2)
Dar f(x) = det(A) + az + Bz* + 23 det(B) si
f(i) = det(A) + ai — 8 — i det(B) (3)
f(=i) = det(A) — i — 8 + idet(B) (4)

Din (1) si (3) respectiv (2) si (4) rezulta:
ai—p=0 i —ai—pF=0,
deci o = B=0si f(z) = det(A) + 2° det(B).
Din AB = BA rezulta ca
A+ B*=(A+B)(A’ - AB+B?) = (A+ B)(A+¢eB)(A+¢°B),
unde ¥ = 1gi e # 1.
Atunci det(A3 4+ B®) = f(1) - f(e) - f(?) = (det(A + B))3.
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15. Fie numerele p,q,r > 0 i girul (an)n>1 care verificd relatia

(pn + @)(an+1 — an) = pan +r(pn+q +p)(pn + q),

VneN siar = (p+q)(r+1). Sd se calculeze lim ( an ) .

n—oo \ prn?

Adrian Pop

Solutie. Relatia din ipoteza &
< anp1(pn+q) —an(pn+q+p) =r(pn+q+p)(pn+4q), Vn e N* <

_ Mt ew oy YneN
— =2 =7r,Vn .
pn+q+p P
an
Fie b, = = bpy1 — bp =1, Vn € N* = (bn)n>1 progresie aritmetici
pn+gq -
a
=by,=b+(n—-1)r = _: +n—-1r=r+14+Mm—-1)r=rm+1, Vn € N*
pPTq

= a, = (pn—|— q)(rn—|— 1), Vn e N*.
lim ( a"Q) = lim (—(pn T a)(rn + 1))
n—oo \ Prn n—o0o prn
(pt+qr)ntgq
prn prn

= lim (1+7(p+qr)?+q) B
prn

Clasa a XII-a
1. Fie (A, +,-) un inel cu proprietatea cd dacd -y =1, atunciy-x = 1. Dacd
a,bc A sia®- (b +1) =b> atunci:
(a+1)-b°-a=a-(a+1)-b°.
D. M. Batinetu- Giurgiu
Solutie. Avem:
A= -dled -+ -1l=—-1s @ -DNP*+1)=-1<
Sa—De+DB*+1)=-1s (a+ )(b2—|—1)(a—1): 1
=0«

<:>(ab2—|—a—|—62+1)(a—1):—1:>ab2a—ab + b%a — a®b?
& (a+ Db*a = ala+ 1)b? qed.

2. Daca f : R — R este o functie pard si continud pe R si a € R}, sd se
calculeze: o 3
[ Ly,
i1
u 241
D. M. Batinetu- Giurgiu
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Solutie. Avem

¢ 2 (f(z) + ) ¢ 2 f(x) ¢ a2
I—/_a o da:—/_ax2+1da7+/_a—x2+1dx.

3 — 23 f(— — 3
Dacd g : R — R, g(x) = fo—fUl) g(—z) = (_a;,)];(_kﬁ) = xf—&j—r(lx) = —g(z), deci

g este o functie imparg si atunci g(z)dx = 0. Prin urmare,
a 4 a 4
T x
I= de=2 [ -2 —d
[ " 2+ 1 v /0 2 +1 v
a () .
deoarece Vz € R. Deci

_ x
z24+1  (—z)2+1°

a 4 a a
141 1
r=2) "l @ 1det2 | ——do
o 241 o o 2 +1

z3 ¢
=2 (— - a:) / +2arctgx
3 0
3

= (c; —a) + 2arctga = 2?a(a2 —3) + 2arctga.

a

0

3. a) Sd se arate cd existd doud functit primitivabile f, g : R — R astfel incdt
functia h: R - R, h =max{f, g} —min{f, g} nu are primitive pe R.

b) Sd se arate cd existd o infinitate de perechi (a,b) € R?, astfel incdt functia
h:R—=R, h=a max{f, g} +b - min{f, g} are primitive pe R, unde f,g : R — R
sunt doud functii primitivabile.

Gheorghe Boroica

Solutie. a) Deoarece max{a, b} + min{a,b} = a + b, unde a,b € R, rezultd ca

h=max{f, g} — (f + g — max{a,b}) = 2max{f,g} — (f +9) = |f —gl.

1 1
Functiile f(z) = { 2cos 2 = 70 , g(z) = cos * #0 au primitive pe R,
0, r=0 0, z=0

1
cos—’, x#0
x

0, rz=0
b) Procedand ca i la a), avem: h = (a — b) max{f,g} +b(f + g)-
Perechile (a,a), a € R, convin deoarece gdsim h = a(f + g) si aceste functii au
primitive pe R.

dar h(z) = nu are primitive pe R.
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4. Fie ecuatia z° +4x —14 =0, = € C s r produsul pdrtilor reale ale

8
radacinilor complexe nereale ale ecuafieir date. Sa se arate ca r € (0, 3)

Gheorghe Boroica

Solutie. Functiile f : R — R, f(z) = x® + 4z — 14 este strict crescitoare pe R, deci

3
ecuatia f(z) = 0 are cel mult o solutie reald. Cum f(2) > 0 si f(i) =—-8<0,

3
ecuatia are o unica solutie reala =1 € (5 ,2 ).
Fie zo = a+b-1i, 3 = T2, x4 = c+ d - i, x5 = T4 celelalte radacini ale ecuatiei.
Atunci x1,x2, 73,24 € C\R si 7 = a? - ¢ > 0, ciici numerele de forma o - i, a € R*,
nu verifica ecuatia.

, 14 28 s e 28
Din z1z2z32425 = 14 = Tox3x4T5 = o e, 3 S (@ +b°)(c“+d°) e (T, =)
1

28
Deoarece r = a’c® < (a® +b?)(c® + d?), deducem ci r € (0, ?)
5. Sd se determine numdrul solutiilor (x,y, z) ale ecuatiei ot oyt 28 +1=0
in corpul Z17.
Dana Heuberger si Marcel Tena

Solutie. Deoarece Zi7 este un corp, pentru orice a € Zi; avem o!® = 1 si
a® € {-1,1}. Asadar polinomul f = X' —1 = (X* — I)(X* + 1)(X® + 1) are ca
radicini toate elementele din Zj;. Mai mult, f = (X* —1)(X* 4+ 1)(X* - 4)(X* +4).
Fie multimile A = {z € Z7|2* =1}, B = {x € Zi7|2* = —1}, C = {& € Zi7|z* = 4},
D={z€Zirja* = -4} si E=CUD = {x € Zu7|z® = —1}.
Multimile A, B, C si D sunt disjuncte dou& cate doua si reuniunea lor este Zj,. Notam
cu (1) ecuatia din enunt. Ciutdm mai Intai solutii cu x,y, z € Z];.

I 2*=1. PN
Daci y* € {1,4, -4}, atunci (1) & 2% € {2,11, 14}, fals.
Daci y* = —1, atunci (1) & 22 +1=0<2€ E.
Asgadar toate tripletele din A x B x E sunt solutii, in numar de 4 - 4 - 8 = 128.

II. 2* = -1.
Daci y* =1, atunci (1) © 22 +1=0< 2 € E.
Asadar toate tripletele din B X A X E sunt solutii, in numar de 4 -4 -8 = 128.
Daci y* = —1, atunci (1) © 2 =1< 2€ AUB.
Asgadar toate tripletele din B X B x (AU B) sunt solutii, In numér de 4 x 4 x 8 = 128.
Daci y* € {4, -4}, atunci (1) & 2® € {—4,4}, fals.

I z2* =4. o
Dacs y* € {1, —i,fl}, atunci (1) < 2% € {53, 11,13}, fals.
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Dacs y* = —4, atunci (1) © 2 +1=0< 2 € E.

Asadar toate tripletele din C' x D x E sunt solutii, in numar de 4 x 4 x 8 = 128.
IV. z* = —4.

Dacs y* € {1, -1, -4}, atunci (1) & 2% € {2,4,7}, fals.

Daci y* =4, atunci (1) © 22 +1=0< 2 € E.

Asadar toate tripletele din D x C' x E sunt solutii, in numar de 4 x 4 x 8 = 128.

Solutiile cu cel putin o components egald cu 0 sunt toate elementele multimilor

{0} x {0} x E, B x {0} x {0} si {0} x B x {0}, in numir de 16.

in total, ecuatia initiala are 5 - 128 4+ 16 = 656 solutii.

6. Fie inelul integru (A, +,-), cu elementele neutre 0 gi 1. Notam cu I mulfimea
elementelor inversabile, cu N multimea elementelor neinversabile ale acestuia si cu
N* = N\{0}. Consideram cad inelul are proprietatea: Vx,y € I, x+y #0=x+y € I.
Dacd a € I\{—1}, sd se arate cd functia fo: N* — N*, fo(x) =2+ a+azx este
bine definita si bijectiva.

Dana Heuberger

Solutie. Vom arata mai intai ca
Vael, Vne N, a+neN". (1)

intr—adev:«fur7 presupunem ca o +n € I.
Cum —a € I, din ipoteza rezultd n = (o +n) + (—a) € I, fals.
Evident, nu se poate s avem o = —n, deci a +n € N*.
Apoi, pentru a € I\{—1} si z € N*, din (1) obtinem ci a + z € N*.
Presupunem cd z +a+ax € I. Cum —a € [ siz+a+ax —a =z(1 +a) # 0 (inelul
este integru), obtinem din ipotezd c& z(1 + a) € I. Tot din ipotezd avem cd a € I,
deci z € I, fals. Asadar = 4 a + ax € N.
Mai mult, z +a+ax =0« (a+ 1)z =—aez=—(a+1)""-a € I, fals, deci
& +a+ ax € N*. In consecinti, fa (N*) C N* si functia este bine definita.

Fie z,y € N* astfel incat fo(x) = fo(y). Rezultd (z — y)(a + 1) = 0 si cum
a+ 1€ I, obtinem x = y. Agadar functia este injectiva.

Pentru y € N*, cautam = € N* astfel incat fo(z) =y.
Obtinem (a4 1)(z +1) = y+ 1, deci z = (a +1)"*(y + 1) — 1. Deoarece y # —1,
avem y + 1 € N* deci (a+1)"'(y + 1) € N* si din (1) obtinem c& x € N*.
Asadar functia este surjectiva, deci este si bijectiva.

7. Fie D C R un interval i functia f : D — (0,00) derivabild, cu derivata
continud. , ,
a) Sd se calculeze / fz) - (2f (x)2—|— Dz 2= (@) dzx.
2% + f2(z)
sinz 4 sin2x + 2x — x - cosx
212 + 1 — cos2x

b) Sa se calculeze / dz, z € (0,7).

Ludovic Longaver
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Solutie. a)
fl@)- - f@)+D+z- 2= f(x) _ 22+2f(z) f'(@)+ flx) —x- f(x)
x? 4 f2(x) 2% + f2(x)
242/@)f@)  f@ 2 f@) (e e @Y
T 2+ ) + 221 f2(z) (1 (z” + f7(x)) + arctg f(x)) =
= / J(@)- (2 J'(@) +1) + 22~ ['(2)
b)

T

dx = In(z® + f3(z)) + arctg 7@

a? + f2(x) e

d.
222 + 1 — cos 2x 222 + 1 — cos 2x v

1 / sinz(2(sinz)’ + 1) + z(2 — (sinz)")
T2 z? + (sinz)?

/sina:+sin2x+2a:—a:cosa:dw*/sinx(Qcosx—!—l)—!—x(Q—cosx)

dx

2

= % (1n(az:2 + sin® z) + arctg ﬁ) +C.

8. Sa determine functia f : R — R care admite primitiva F : R — R cu
F(0) =0, astfel incat
Vz € R, f(z)+ F(x)-cosz = ™" (2z - cosz + 1) .

Nicolae Musuroia

Solutie. Avem:
F/(l') . esin:ﬂ + F(x)(esinx)/ _ w(GQSinz)/ + l'/ . e2sinz’ Vo c ]R,
adicsd (F(x)-e™®) = (ze?*"?)', Vz € R.
Obtinem ' A
F(x) ™" =z % 4 ¢, Vo € R.
Pentru = 0 deducem ¢ =0 si F(z) = a:_eSi"”.
Functia catatd este f : R = R f(x) = " %(x + cosz).
9. Fie f:R—>R* gt F: R — R doua functii care verifica relaia:
Vo c R, f (esina:) + f (ecosz) —F (ecosz _ esin:ﬂ) .

Sa se arate ca F' nu poate fi o primitiva a lui f.

Nicolae Musuroia

Solutie. Dacd F ar fi primitivd pentru f, atunci F'(z) = f(x) # 0, Vx € R, deci f
are semn constant si prin urmare F' este injectiva.
Pentru z =0= f(1)+ f(e) = F(e—1)

w:géﬂ@+ﬂD:Fﬂ—d
Deci F(e—1)=F(l—-¢)=e—1=1—¢, (F).
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10. Fie a > 1. Sa se calculeze
a n+a

dx

lim
n—oo 0 " + a

Nicolae Musuroia

a n+a 1 n+a a n+a
In:/ el dx:/ x dm—|—/ L dx.
0 T"+a 0 T"+a , Th+a

1 J,’n+a 1 1
0< dr < 2"y = ——
“Jo ¥ +a ~—Jo n+a+1

Solutie.

Din

rezulta ca

1 n+a
lim dx =0. (1)
n—o00 0 " +a
a n+a a _a n _ a
/ T d :/ z%(z" +a) — ax d
, Thta 1 "+ a
a a a at+1 _ 1 a a
:/x“dx—a/ L gp =12 —a/ T da. (2)
1 , " ta a+1 , T +a

a a

a
< —,Vz € [l,a], deducem
" +a " x"

og/ T dr< 2 (1— 11).
, T +a n—1 a™~

Trecand la limita, rezulta ca

Cum 0 <

lim dx = 0. (3)

n— oo 1 " + a
Din (1), (2) si (3) rezulta ca
a+1
fim 7, =4 —1
n—oo a —|— 1

11. Fie p € N* un numdr fizat. Sd se demonstreze cd sirul (xn),~, astfel incat
pentru orice n € N* aqvem

1 n n
T
n = 1) -n- - +r
T ((p—|— )-n /O [T T——— dx)

este marginit.
Adrian Pop
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wn

1
Solutie. Fie I,, = / —_— dz
o 1+x++x1’

o (a 1) . y
Iny1— I, = T 5 4 < 0= sirul (In)n>1 este descrescitor.
0

1+z+---+2z
L 1
2" (1+z+---+2P) a™t! 1
+ lnt1 + dnto + + lntp /o l+ax+ - +xp r n+10 n+1

Sirul (In)n>1 este descrescitor =

= [n+p S In+p—1 S S In+1 S [n =

S>In+ I+ Ingo+ -+ Ingp < (p+ 1)1 =
SN S
(p+1D(n+1)

Din Inyp < Inyp-1 < < Inp1 < In =

< I, VneN, (1)

= In + In+1 + In+2 +--+ In+p 2 (p+ 1)In+p =
1 substituim n cu n—p
(p+1D(n+1)
1

=1, < ,Vn>p+1, neN". 2
P T D0 D) @)

Din inegalitdtile (1) si (2)

= Inyp <

n
< nl, < ——— ,Vn €N, n > 1
n—&-l*(p—’_ n “n—-p+1 ne nzptl=

n n p—1 " «
=|1- <zp < (14— ,V N* n> 1.
( n-l-l) =7 _( +n—p+1) ne ne=p

n n _ n
Dar lim (1 — ) =e !, lim (1 —+ pi) = eP ! rezultd sirul (zn)n>1
n—oo n -+ 1 =

este marginit.

12. Sa se demonstreze cd pentru orice n € N* are loc inegalitatea:

1 1 1 1 T—2
T3 35 5.7 7 Gn-D@n+D) = 4
1 1 1 1 1
S13 35 57 7 @n-D@n+l)  @n+D@n13)

Adrian Pop

Solutie. Se considera functiile f,g : R — R,
B . 3 xS x4n—1
f(x)farc gl‘-l‘-'—? E++4n——17
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4n—1 x4n+1

dn—1 4dn+1

3 .5
T
g(z) :4arctga7—x+?—€+"'+
x n
fl(z)= peoa >0, Vx € R* = f strict crescitoare pe R = f(x) > f(0), Vo >0 =

3 3,’5 x4n—1
B z 1
= arctgz > x 3—|—5 Lm_l,Vac>O7 (1)

4n+2
—x
< 0, Vz € R* = g strict descrescitoare pe R = g(z) < ¢(0) = 0,

1)
g'(@) = z2+1
Vr>0=
3 5 an—1 An+1
x T x
¢ Ty z  vz>o. 2
= arctgz < 3—|—5 1 mr x>0 (2)
Din relatiile (1) si (2) obtinem:
PR LAn—1 5 45
x———|—5 ~~~~~ n _1<arctgx<x—?+€—...
4n—1 4n+1
x z
- A4
JTp R T g
= 2—JC—4—|—QU—6— —i< arctg x < 2—m—4—|—x—6—
TR qp—1 STMERTS T T Ty
4n 4n—+2 L.
T prinintegrare pe [0,1]
— v
prp R T -
i(ﬂf_‘°’_ﬂc_"’+ﬂc_7 ..... o T etede <
3 3.5 5.7 n— D+ 1) ||, " J, &
< a:_3__x5 +—x7 — .= it + i ) 1:>
3 35 5.7 @n—1L)@n+1)  (Gn+1)(dn+3)/ |,
N 1 _ 1 " 1 B B <7r—2<
13 35 5.7 (n—1)(An+1) ~ 1
1 1 1 1 1
S T S Vn e N*.
<1335 5.7 n—1)(dn+1) T @ns)(@n+3)’ "€

13. Sa se calculeze:

1 i J
L= nh_)rr;o o Z arctg (ﬁ) arctg (E) .
1<i<j<n
Daniel Sitaru, Leonard Giugiuc
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Solutie.
1 n . 2 n .
- lim — E A E 2 (2
L= nh—I};O 2n? {( — arctg n) — arctg (n)}
n 2 n
1]/ i 1 (1 5 (i
=3 K; thg;) "o (; Zﬂ arctg (a))}

i=1

1
/ arctg x da:)
0

2

1 1
- — / arctg” x dx
00
0
1

N | =

N = N—= N

14. Sa se arate ca:

ol

1
1
< / arctgxz dr < arctg ok
0

Daniel Sitaru, Leonard Giugiuc

-1 2z
Solut;ie. Fie f(.%') = — arctg x; f/(l') = m, f”(ﬂ,’) = m >0=
o Hermite—Hadamard
= f convexa —

1
1
1-0 —arctgio < - arctg r dr
2
0

arctg 0 + arctg 1
2

NN

1
1
<—-(1-0) —arctggg—/ arctgr dr < —
0

1

1

< / arctg x dr < arctg 3
0

IE]

15. a) Fie f : [0,00) — [0,00) o functie continud, strict crescatoare, cu f(0) = 0.
Dacd a € [0,00), beImf, acRI\{1}, atunci:

@b < L (/Oaf(w) da:)2+ L (/Obf_l(y) dy>2.
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b) Sd se arate ca:

1
1 23

2 1 2
+ei2</ /Iny dy) > 1.
0

Daniel Sitaru, Leonard Giugiuc

— (/Oaf(@dw)Q 3 (/Obf‘l(y)dy)g >
" < / () + / bfl(y)dy>2 S

b
B l—-a+« - 1 a

Solutie.
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Probleme propuse

Clasa a IX-a

1. Fie m € [1,00) si [ABCD] un tetraedru de arie totald 2s. Dacd S este aria
fetei opuse varfului A, iar Sg, Sc, Sp sunt analoagele, sa se arate ca
ST+SE+SE  SE+SE+SE  SE+SH+SY  Sp+SY+SE
> 12.
(s = Sp)™ (s —=Sa)m (s —Sgp)™ (s = Sc)™
D.M. Batinetu-Giurgiu

2. Sa se determine functiile f : R — R care verifica relatia
@) +y ) =2+ f (), Yoy eR.
Florin Bojor

1
3. Se considera sirul (zn)n>1 definit prin x1 = 3 §l Tni1 = x2 + 22,, YV > 1.

Sa se calculeze partea intreaga a numarului
1 2 22 2n !

= e — d N*.
1’1+2+1’2+2+1’3+2+ +1’n+27unen€

Florin Bojor

4. Se considera hexagonul inscriptibil ABCDFEF. Daca zﬁ—i—@—i—ﬁ = ﬁ, sa
se arate ca perpendicularele din A, B,C, D, E, F pe CE, DF, AE, BF, AC, respectiv
BD, sunt concurente.

Meda Bojor

5. Se considers multimea A= {a*+b*+c*—ab—bc—cala,b,c € N,a # b # ¢ # a}.
Sa se arate cd multimea contine o infinitate de cuburi perfecte.

Gheorghe Boroica

6. Sia se demonstreze ca pentru orice numere strict pozitive z,y, z,t are loc
inegalitatea

3322220 (2% + 1) (1% + 2°) (2% + 13) (2P + 1) (4@ + %) (2P + 29)
> \/(at3 + yzt)(y3 + z2t) (23 + zyt) (12 + zyz).

Petru Braica
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7. S& se arate ci in sirul (an)n>1, definit prin a, = n® + (n 4 1)%, existi o
infinitate de numere compuse.

Costel Chites

8. S& se rezolve in R* ecuatia
1 1 1
+ +
\/q1008 { (2016 ' /p1008 { 2016 \/(ab)IOOS +1
2 1 1 1
= 2 (b et )

2 504 p504 (ab)504

Paul Cotan

9. Fie ABC si punctele D, E, F astfel incat A este mijlocul lui (CF), B este
mijlocul lui (AD) si C este mijlocul lui (BE). Fie G centrul de greutate al AABC
si M,N,P,X,Y,Z cu {M} = DG N EF, {N} = EGn DF, {P} = FG N DE,
{X}=ABNMC, {Y}=BCNNA, {Z} = ACN PB.

Sa se arate ca:
a) NA + PB + MC=T.
b) Triunghiurile ABC si XY Z au acelasi centru de greutate.

Dana Heuberger

10. Fie z,y,z € (0,1), cu zyz = 1. S4 se arate ca

T n Y n z < 2n
14 gntl © 14 yntl 1 4pntl = p 417

Dana Heuberger si Ioan Serdean
Generalizare a problemei 27244, G.M. 6-7-8/2016

11. Fie x1 si x2 solutiile ecuatiei (2m+41)2®—(m?*—1)z—m?—2m—2 =0, m € R,
Daca z1 si 2 sunt reale, sa se demonstreze ca ele au modulul mai mare sau egal
cu 1.

Ludovic Longaver

12. Pe laturile triunghiului ABC consideram, in aceastd ordine, punctele
M,N € (AB); P,Q € (BC); R, S € (AC) astfel incat MN? + RS? = PQ?.
Daca MN + PQ + RS = 0, sa se arate ca triunghiul ABC este dreptunghic.

Nicolae Musuroia
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13. Demonstrati ca daca 0 < a < b, atunci

2ab [a? + b2 a+b /2 (a+b)?
< .
(a+b+ 2 )(2ab + a2+b2>_ ab

Daniel Sitaru

14. Fie a,b,c € N*. Aratati ca cel putin una dintre ecuatiile:
2?2 — 6z(a —b) + ab = ba, x* — 6x(b— c)+bc=cbsi z*> — 6x(c —a)+7a=ac
are solutii reale.
R Mihai Vijdeluc
In legéturd cu problema S:L 15.201 din G.M. 9/2015
15. Fie a,b,c > 0 astfel incat a® + b* + ¢*> = 3. Aritati ci:
a2+\/E+b2—|—\/ca 02+\/ab> 9
a(b+ c) b(c+ a) cla+bd) “a+b+c’

Mihai Vijdeluc

Clasa a X-a

1. Daca z,y,2 € R} si x +y + 2z = s, atunci
1 1 1 9
+ + b
Vst tuyz syt zx fsz+axy — 2

s
D.M. Batinetu-Giurgiu

2. Dacd (Ln)n>0, Lo = 2, L1 = 1, Lnt2 = Lpt1 + Ln, n € N, este sirul lui
Lucas, iar p, = [] L, atunci
F=1

1 n m m.n'm/pn %
n.pn.ZLk +m>m+1,Vm,n€N —{1}.
k=1

D.M. Batinetu-Giurgiu

3. Dacia,y,2 € Ry, m € Ry jar A= Y2 G wmgm = — 22
] 3 zy + yz + 2z
atunci:
x2m+2 N y2m+2 N 2:27n+2 (w+y+z)m+1
(y+z+M)ym+t © (z4+z+ M) 0 (z+y+ M) = 32mtl ’

unde M € {A,G, H}.
D.M. Batinetu-Giurgiu
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4. Sa se demonstreze ca, pentru orice x,y, z € R, are loc inegalitatea:

Ttytz
(27 +2Y +2°)(4—2° 7V —2¥"F _ 05Ty < 3.9 5

Meda Bojor

5. Se considera p si ¢ doua numere prime distincte si n un numar natural nenul.
S& se determine numdrul functiilor f : {1,2,...,n} — {p,q}, pentru care numarul
f() - f(2)...f(n) este cub perfect.

Gheorghe Boroica

6. Si se arate cii daci a € R, atunci cel putin unul din numerele a + /2 si
a* + /2 este irational.

Gheorghe Boroica

7. Fie triunghiul ascutitunghic ABC si punctele M € AC, N € AB, P€ BC
astfel incat MB | BC, NC L CA, PA 1 AB. Sa se arate ca triunghiurile ABC' si
MNP au acelagi centru de greutate daca si numai daca triunghiul ABC este echilat-
eral.

Dana Heuberger

8. In exteriorul triunghiului ABC' se construiesc triunghiurile BMC ~CNA ~

APB T CM AN BP
YT BC T AC T AB
a) Sa se arate cd AMNP ~ AABC < AABC este echilateral.

b) S& se aratec&m—l—ﬁ—i—m:ﬁ.
Dana Heuberger

9. Demonstrati ca in orice triunghi ABC are loc inegalitatea

la 2 lb 2 lc
ha " hy ¢ he’
unde lg,mq si he sunt lungimile bisectoarei, medianei si respectiv a Inaltimii din

varful A.

bc~cosQ§+ca~c052§+ab-0052% <m?.

Vasile Ienutas si Mihai Vijdeluc

10. Pe laturile hexagonului convex ABCDEF se construiesc triunghiurile echi-
laterale ABM, CDN, EFP spre exterior si BCS, DER, FAT spre interior. Sa se
arate ca triunghiurile M NP gi SRT au acelasi centru de greutate.

Nicolae Musuroia

110



Arqument 18

11. S& se arate ci, dacd w,z € C cu |[w| =r > 0 si |z| = 1, atunci:
[rz 4+ w| + |22 + 7|+ |2° + w| > 2r.

Nicolae Musuroia

12. Sa& se rezolve ecuatia:
2" +3"4+2-4"=6"+7"+x— 1.
Nicolae Musuroia
13. Sa se arate ca

2c
2 2 2
|z1]% + |22|* + |23|* > 211

Im(z122 + 2223 + 2321), V21, 22,23 € C, Va € R.

Nicolae Musuroia

14. a) Aduceti la o forma mai simpld expresia:
142002 +3C22> + -+ (n+1)Clz™; n> 1,z € R.
b) Ardtati ci:
1+2(n—1)Ch+3(n—1)%Ch+---+ (n+1)(n—1)"Ct =n"", Vn e N
Tonel Tudor

15. Fie S aria triunghiului ABC si a, b, ¢ lungimile laturilor sale. S& se demon-
streze ca:

bc~cos§+ac~cos§+ab-cos%265.

Mihai Vijdeluc

Clasa a XI-a

1. Dacé (Fn)n207 (LN)n207 Fo = 0, L() = 2, F1 = L1 = 1, Fn+2 = Fn+1 + Fn,
Lyn+2 = Lpy1 + Ln, Vn € N, sunt respectiv girurile lui Fibonacci si Lucas, sa se

1 Fn
calculeze lim (1 + —) .

D.M. Batinetu-Giurgiu

2. Fie A € M3(Z) o matrice neinversabild. Dacd det(A% — 4 - I3) = —36,
demonstrati cd det(A —n - I3) este un numér intreg divizibil cu 6, pentru orice n € Z.

Florin Bojor
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3. Se considerd sirul de numere reale (Z,)n>0, definit prin zo > 0 §i p41 =

3

x, +T

\/ %, Vn > 0. Sa se demonstreze ca girul este convergent si calculati limita sa.
Tn

Meda Bojor
4. Si se arate ci ecuatia logs © — 22 — x 4 11 = 0 are exact dous solutii reale
1
T1 §ix2,iar0<x1~x2<§.

Gheorghe Boroica

5. Se considerd functia f : M3(R) — M3(R), f(X) = X +4X + 3I; — *X.
Ardtati ci existd o infinitate de perechi de matrice (A4, B) € M3(R) x M3(R) astfel
incat f(A) = f(B).

Gheorghe Boroica

6. Fie n,m € N*, matricea inversabili A € M,(C), A = (as;) cu

i,j=1,n

|a§7| = 1. S& se arate ci det(A™ — I,,) # 0.
L

NNE

Dana Heuberger

. y . 1 2 y/o(n) .
7. Fie o,e € S,. Sa se arate ca girul (an)n>1, an = — E este marginit.
= n

iz e(k)
Dana Heuberger
8. Fie k € (1,00) si f : R — R4 o functie cu proprietatea cé
lim 2*f(z*"') = a €R. Fie an = f(1) + f(2) +---+ f(n), n € N*.
méooa) S4 se arate ci zlin;o f(z)=0.

a1 +a2+---+an
b) S& se arate cd girul (zp)n>1 cu T, = LT , Vn € N*, este
= n

convergent.
Dana Heuberger si Cristian Heuberger

Qn

9. Se considerd girul (an)n>1 cu a1 =1, any1 = T, n > 1.
Calculati lim Z ak.
nTro0 =1
Nicolae Musuroia
a+1 2a 5a
10. Se considera matricca A=| —a —2a+1 —ba |, unde a € R.
2a 4a 10a + 1

Sa se calculeze A", n € N*.

Adrian Pop
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11. Demonstrati ca in orice triunghi ABC' are loc relatia:

T—lg a®cos Beos C' > 16 (Z sin A) (Z cos? A) .

Daniel Sitaru
12. Demonstrati ca, daca a, b, c € R, atunci

a-e*+b-e®+c-e+b

T >1+1n2.

Daniel Sitaru gi Leonard Giugiuc

13. Demonstrati ci, daca a,b,c € (0, 00), atunci

a’b b%c Aa
y ad+b b+c AB+a
a’b s 2a b
A= aZQ—Zb a ¢ +a bz;‘;)c > 0, undes:%m.
Btc +a a®+b
Aa b2 a?b
A+a b+c a*+b s

Daniel Sitaru gi Leonard Giugiuc

14. Demonstrati ci, daca a,b, c € [0, 00), atunci

2a+b+c)a+20+30) > (v/bla+0)+2/cb+ )+ alat0) .

Daniel Sitaru si Leonard Giugiuc

15. Fie matricea A € M2(R) astfel incat det(A + I2) = det(A + 213).
S& se arate cd 3det A = 2det(A + I2) + det(A — I2).

Mihai Vijdeluc

Clasa a XII-a

1. Fie a,b, ¢, € R astfel incat b* < (a + ¢)?. Calculati

I/\/§ a-z4+b-2"+¢

dz.
+ @D ot e 20w+ (at o] v
3

D.M. Batinetu-Giurgiu gi Nicolae Musuroia
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y N . e’(¢® —2z) —a
2. S& se calculeze primitivele functiei f : (0,00) - R, f(z) = ————
(z + e®)?
Florin Bojor
1
3. Fie f:[0,1] — R o functie continud care verifica relatia / fdt > 2 — =z,
1 x
Vz € [0,1]. S& se demonstreze c& / P (z)dz > T
0
Florin Bojor
4. Sa se determine multimea

A={r € Zes|Ia,n € N" astfel incat a = 525" ~1

si a="7}
Gheorghe Boroica

5. a) S& se arate cd existd o infinitate de functii f : [0, 1] — R astfel incat

1
1
*(z)dx = —.
/Of(w)x 9

b) Sa se arate cd, dacd f : [0,1] — [0,00) este o functie continud cu proprietatea

1
1
ca / P (z)dz = 3 atunci existd a € [0, 1] astfel incat f(a) = a®.
0

Gheorghe Boroica

6. Fie K un corp finit cu cel putin 5 elemente. Sa se arate ca oricum am alege
elementele distincte a,b,c € K\{0, 1}, cel putin unul dintre a,b, ¢, ab, ac, be, abe este
un cub perfect.

Dana Heuberger

7. Fie inelul (A,+,-). Dacd existd k € N, astfel incat pentru orice a,b € A
avem (a 4 b)2**1 = a2 £ b% g0 (a 4 )23 = @22 4 p2F2) aritati ci inelul este
comutativ.

Dana Heuberger
8. Sa se arate ca nu exista nici o functie f : R — R, derivabila, pentru care
f'(f(@) - f(x)+ 2> =0, pentru orice z € R.

Ludovic Longaver
n

9. Sa lcul li ! E !
. a Se calculeze m —- e ——
n—oo 4n (kn + 1)7r
k=1 cog2 " /7
4n?

Ludovic Longaver
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dx 1
10. Sa se calculeze /242~x5—(x—1)5 “ @t T € (5700)

Ludovic Longaver

11. Sa se arate ca, daca functia f : R — R verifica relatia

f@)+ ¥/ f@) =2’ +a, Vo €R,
atunci f are primitive.
Nicolae Musuroia

12. Fie (G,-) un grup pentru care existd m,n € N, m,n > 2, astfel ncat
z™y" = yx, Vr,y € G. Sa se arate ca grupul G este abelian.

Nicolae Musuroia

13. Se considerd functia f : [0,1] — R derivabild cu f’ continud pe [0, 1] si cu
proprietatea cd, pentru orice «, 8 € [0,1] cu o < 3, existd z,y € [a, 8] astfel Incat

1
xf (x) +yf (y) = 2b. S& se arate ci / f(z)dz = a — b, unde a = f(1).
0
Nicolae Muguroia
14. Se considers a,b € R, a < bsi f: [0,1] — [a,b] o functie integrabila astfel

1 1 1
incat / f(z)dz =0 si / f*(z)dz = 1. Si se arate ci / f2(z)dx < a®b+ 2a + b.
0 0 0

Daniel Sitaru

15. Ar#tati c, dacd a, b, c € [0,00), atunci:

25Za2 : {>/E+11Za56 > SSZaQb.

Daniel Sitaru
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FErata

e Problemele 1 si 3 clasa a IX-a si problemele 1 si 4 clasa a XI-a, de la Concursul
Argument 2014, sunt semnate de conf. univ. dr. Mircea Rus.

e La problema 11, clasa a X-a, in loc de g(z) = 2 + sin(z — 2) se va scrie
g(z) = x — sin®(x — 2).
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