Clasa IX

1. O lacusta face salturi, fiecare salt in linie dreapta si de doud ori mai lung ca
precedentul. Poate vreodata lacusta sa revina in punctul de plecare initial?
Solutie. Raspunsul este negativ. Daca prin absurd ar putea reveni in pozitia initiala
atunci lacusta a parcurs o linie poligonala inchisa in care laturile consecutive sunt
in proportia 2 : 1. Orice segment al unei astfel de linii are lungimea mai mica decat
suma celorlalte (justificare!). Segmentul cel mai lung este ultimul, de marime 2711,
iar suma celorlalte este Iy + 201 + 2211 + ... +2" 72l = (271 — 1) [y < 2" 71,

Solutie vectoriald. Fie ﬁ, @, ..., Uy, vectorii salturilor, unde

03] = 2-[vf], [v§] =2 [v3],..., [om| = 2 [on -

Daca prin absurd W + 172) + ...+ v_n> = 6>

atunci Uy = — (0] + 03 + ... + 0 1) §i [On] = [0 + 05 + ... + 0| & 277 D] =
07+ T3+ o+ 0nd] < (0] + [T + o + Jond] = (1+2+..+20 ) [3]| =

(2”*1 — 1) |v_>1| si obtinem contradictia

2n—1 S 2n—1 —1.

2. Sa se determine numerele reale z cu proprietatea ca trei dintre numerele
1 9 1
a=z+V3, b=x+-, c=2>+4V3, d=z— =
T x

sunt numere intregi.
) Vasiie Pop
Solutie. Daca b si d ar fi intregi, atunci 2x € Z i — € Z & 2z € Z si % S/
x T

& 2 € {£1,£2, 44} &z € {:l:;,il,:l:?}. Pentru z = :l:% si x = £2 rezultd ca
b Z sid¢g7Z si ramane doar cazul x = £1, caz in care celelalte doua numere a si ¢
nu sunt intregi, deci in nici unul din aceste cazuri nu avem trei numere intregi.

Ramane doar sansa ca doar unul dintre b si d sa fie intreg iar a si ¢ sa fie ambele
intregi. Din a; € Z rezultd o> —c € Z & 2\/5(1‘ —2) € Z, rezultd x — 2 = k3 cu
k €Z,deci x =2+ k3 si revenind la ¢ € Z obtinem:

44+ 4kV3+3K* +4V3€Z o 4V3(k+1)cZ o k=—1gi2=2—-3.

Singura valoare este © = 2 — v/3 pentru care numerele @ = 2, b = 4, ¢ = 7 sunt

intregi si d = 2v/3 nu este intreg.



3. Fie a, b, ¢, d numere reale care verifica relatiile:
ab+cd =14, ac+ bd = 11, ad 4 bc = 10, abed = 24.

Sa se determine cea mai mare valoare pe care o poate lua a.
Vasile Pop
Solutie. Observam c& dacd (a,b,c,d) este o solutie atunci (—a,—b, —c,—d) este
solutie si atunci valoarea maxima a lui a este pozitiva.
Pe de alta parte, din ab + cd = 14 si (ab) - (cd) = 24 rezultd ca ab si cd sunt
radacinile ecuatiei de gradul doi

2 — 14z + 24 =0,

adica 2 si 12, deci {ab, cd} = {2,12}.
Analog din ac+bd = 11 si (ac) - (bd) = 24 rezultd {ac, bd} = {3,8} si din ad+bc =
10, (ad) - (bc) = 24 rezultd {ad,bc} = {4,6}.

Pe de alta parte avem

2 = (ab) - (ac) - (ad) _ (ab) - (ac) - (ad)

abed 24

gl atunci
max(ab) - (ac) - (ad) 12-8-6
24 24
deci maxa = /24 si in acest caz avem ab = 12, ac = 8, ad = 6, cd = 2, bd = 3, bc = 4.
Obtinem

max(a?) =

24

p_ (ba) - (bo)- (bd) _12-4-3 _

abed 24 6
2 (ca) - (cb) - (cd) _8-4-2 8
abed 24 3
2 (da) - (db) - (dc) 6-3-2 3
abed 24 2

O solutie pentru care a este maxim este

a=2V6, b=6, c= , d=

Sl

4
V6

4.Fie ABC un triunghi cu indl{imile AA’, BB’, CC’. Sa se arate ca daca

— — —
9AA" +13BB’ +16CC" = 0



atunci unul dintre unghiurile triunghiului este de 60°.

Vasile Pop

Solutie. Notém?zB?,?z CA, 7 = zﬁ hA—m,fL_B) Wgﬁ:c?ﬂ
Deoarece vectorii ;} = 9ﬁ, ? = 13ﬁ sic —) = 16C’—CZ au suma ?+?+? = ﬁ
$i sunt respectiv ortogonali pe d _> b ¢ atunci cu vectorii a py ﬁ, ? se poate construi

un triunghi asemenea cu triunghlul dat si cu laturile 9h 4, 13hp, 16he adica

9h 13h 16h 9-25 13- 25 16 - 25
A _ B C o _ B -

a b c a2 B2 2
a b ¢
3 413 4
gi atunci
2
a?+ % —bv? 32+42—(\/13) 1
cos B = = =,
2ac 2-3-4 2
deci B = 60°.



Clasa X

1. Fie ABC' un triunghi dreptunghic cu laturile a > b > ¢. Sa se determine toate
triunghiurile dreptunghice A’B’C’ cu laturile ' > V' > ¢ astfel ca triunghiul cu
laturile a +a’, b+ b, ¢+ ¢’ sa fie dreptunghic.

Vasile Pop

Solutie. Avem relatiile:
=0+, d? = b+ 2,
(a+ad)=0B+0)+ (c+ ) < ad =bb 4 cc.
Ultima relatie se scrie:
a-a =asinB-a'sin B +acosB-ad cos B <
sin Bsin B’ + cosBcos B’ = 1 &
cos(B—B')=1« B=DB.
In concluzie triunghiurile ABC' si A’B'C’ sunt asemenea:
a =ka, b =kb, ¢ =kec
si evident
(a+a)=0+0)2+ (c+ )

Raspuns: Toate triunghiurile asemenea cu triunghiul ABC.
Observatie. In general triunghiul cu laturile a +a’, b+ b’ si ¢+ ¢’ este obtuzunghic
((a+a)? = (b+V)+ (c+)?).

2. Fie z,y numere reale cu proprietatea:

1 1
Tt y+ ———
yr 1 T T
T+ — y+—

(in ambele expresii apar o infinitate de fractii).
Sa se arate ca x -y = 1.

Vasile Pop



Solutie. Se observa relatiile:

r=y+—7 (1)
T+ =
x
si
1
y=z-—7 2)
y+ -
Y
sau
z Y
x—y= i y—or=-—
=R y?+1
Adunand ultimele relatii obtinem:
2 2
x Y z¢4+1 y +1 1 1
24+1  y2+1 T Y m—’_m y+y
1 1 —
r—y=-——or-—y=""J o @-y@y—-1)=0,

y =z Yy
Din prima relatie x —y # 0 decli zy = 1.

Observatie. Inlocuind z cu = si y cu — in (2) si (1) obtinem:
Yy x

1 T . 1 Y -
r——=—— si ——=
: 2yl TV Yy y?2+1
22 -1 T o2 —1 Y
= 1 = —
x 22+l ° y y2+1

t—1=2% ¢ y'-1=—<
et—2?—1=0 ¢ 4+ -1=0=

o 1+VE o, —14V5
= s1 y:Ti

2
1+v5 [—1+45 1+5 —14++5
(@.y) € 9 2 S 2 2

3. a) Si se arate ci pentru orice numar natural impar n nu exista functii f : R — R

T

care verifica ecuatia:
f(fl@+y) = flx—y) =a"y", Va,y eR. (1)

b) Existd numere naturale nenule n pentru care ecuatia (1) are solutii?



Vasile Pop
Solutie. a) Presupunem prin absurd ca ecuatia (1) are solutie f : R — R pentru n
impar.
Pentru z = y = 0 obtinem f(0) = 0.
Pentru y = 1 obtinem f(f(x+1)— f(x—1)) = 2™, € R gi cum functia g : R — R,
g(x) = z™, este surjectiva pentru n impar, rezulta ca functia f este surjectiva.

Acum pentru z = y din (1) obtinem:
f(f(2z)) = 2*", YV x € R.

Deoarece f este surjectivd, pentru orice t € R existd z € R astfel ca f(2z) = t i
atunci f(t) = z?" > 0, deci in contradictie cu surjectivitatea rezultd ca f(t) > 0,
vteR.
b) Pentru n = 2, functia
1 2
7T6 -z, zeR

verific ecuatia (1). (Se cauta solutie de forma f(z) = az?, x € R, a € R).

fz) =

4. Se considera o progresie aritmeticd de numere reale (a,),>1 cu proprietatea ca

a?, a3 si a3015 sunt termeni ai progresiei. S& se arate ca toti termenii progresiei sunt

numere intregi.

Vasile Pop
Solutie. Fie a,, =a+ (n — 1)r, Vn > 1.

Conform ipotezei exista numerele naturale ny, no, ng astfel ca:
a?=a+nr (1)
(a+7)%=a+nor (2)
(a+kr)? =a+nsr (3)

(k = 2014)

Scazand din (2) si (3) pe (1) obtinem (pentru r # 0) sistemul:
2a+71=mn2 — 1Ny (3)
20k + k*r = nz —ny (4)

care are solutiile a,r € Q (se pot exprima).



Revenind in (1) obtinem:

a*>=a+nrea—all—2n)-na+r)=0s

a® —a(r —2ny) —ni(ng —ny) =0,

care este o ecuatie de gradul doi cu solutia a € Q.

Deoarece coeficientul lui a? este 1 rezultd a € Z. Acum din (3) rezultd r € Z si
apoi a, € Z, Vn > 1. Daca r = 0 atunci a,, = 0, Vn > 1 sau a, = 1, Yn > 1, deci
an € Z,V¥n > 1.



Clasa XI

1. Sa se determine numarul secventelor (xo,z1,za,...,T16) de numere naturale
avand proprietatile

T <1 <T2<...<T16

1‘16:22~33'44'55

x
si astfel Incat bt

. sa fie numar prim pentru orice k =0,1,2,...,15.

g Vasile Pop
Solutie. 15 = 2'0 - 33 . 5%, deci x5 are doar trei divizori numere prime: 2,3,5 si
din x;—:l € N rezulta ca toate numerele x1, x2, ..., x16 au doar pe 2, pe 3 sau pe 5 ca

divizori primi.

Avem ‘7‘;—106 = % . i—f Ceee iif =y1-Y2 ... Y16, unde Yy = ri: ,k =1,16 este numar
prim.

Atunci  y1-yo-yisoyne = 210-3°-5° L deci @y € {4,6,9,10,15,25}.

produs de 16 numere prime 18factori primi

Analizam cazurile:

1.zo=4=y1-y2-... -y = 28+ 3% - 5°, deci sunt C%; - C§ secvente;

2. 20=6=1y1 Y2 ... - y16 = 2 - 32 - 5°, deci sunt CY - CZ secvente;

_ _ 99 .93 r4 ‘g 9 3 . .

3. 20=10=y; -y2 - ... - Y16 = 27 - 3° - 5%, deci sunt Cjg - Cg secvente;

4. 20 =15 = y1 - ya - ... - y16 = 210 - 3% - 5%, deci sunt C]3 - CZ secvente;

5. w0 =25 = y1 Y2 - ... - y16 = 210 - 3% - 53, deci sunt C1 - CF secvente;

Numérul cerut este egal cu Ci - Cg + Ci - C2 + CJs - C3 + C12 - C3 + C1g - C3.

2. Fie a un numar natural nenul si functia
fo : N = N* fo(n) =an+ (a,n) + [a,n], Vn > 1.

a) Sa se arate ca functia f, este injectiva pentru orice a € N*.
b) S& se arate c& f,(n) # 100 pentru orice a € N* i orice n € N*.

c¢) S& se determine valorile lui a pentru care exista ninN* astfel ca

fa(n) =99.

Vasile Pop

Solutie. a) Deoarece (a,n) | fo(n) si (a,n) | a rezulta (a, fo(n)) = (a,n).



Din relatia f,(n) = fo(m) rezultd (a,n) = (a,m) si atunci

am

fa(n) = fa(m) & an+ N am 4 s

1 1
an|l+-——)=an |1+ —— ) ©an=am & m=n,
(a,n) (a,m)

deci functia f, este injectiva.
b) Dacé prin absurd f,(n) = 100 atunci

(a,n)[a,n] + (a,n) + [a,n] = 100 <

((a,n) + 1)([a,n] +1) = 101 (1)

Deoarece 101 este numar prim si (a,n)+1 > 2, [a,n]+1 > 2, relatia (1) este imposibila.
c¢) Daca f,(n) =99 atunci (a,n) | 99, deci

(a,n) € {1,3,9,11, 33,99}.

Avem

fa(n) =99 < ((a,n) + 1)([a,n] + 1) = 100

din care rezulta cazurile:

1) (a,n) =1, [a,n] =49, an =49, din care obtinem:

a=1,n=49;
a =7, n =7 care nu este solutie;
a=49, n=1.
2) (a,n) =3, [a,n] =24, an =72 = 3223 care da
a=3, n=24,
a=24, n=23.

3) (a,n) =9, [a,n] =9=a=n=9.
4) In cazurile (a,n) = 11, (a,n) = 33, (a,n) = 99 nu obtinem solutji.
Raman valorile lui a gasite:
a € {1,3,9,24,49}.

3. Fie n € N, n > 2. Si se determine matricele A € M,, (R4) cu proprietatea ca
A-AT =1,.
Vasile Pop



n
Solutie. Elementele matricei B = A - A® sunt bij = Y aik-aj; si din conditia
k=1

B = I, rezulta: (1) i (aik)z =15i(2) i ai - ajp = 0,Vi # j.
Din Prima conditie rl;;lilté ca pe orice linie g?/ém cel putin un element nenul, in total
in matrice apar cel putin n elemente nenule.

Din conditia (2) (deoarece a;; > 0 si aj; > 0) rezultd ca fiecare coloana are cel mult
un element nenul deci in total in matrice apar cel mult n elemente nenule.

In concluzie numérul elementelor nenule este exact n sl sunt repartizate cate unul
pe fiecare linie si pe fiecare colana, astfel ca orice matrice A se obtine din matricea

unitate facand o permutare a liniilor (sau a colanelor).

4. a). Sa se determine multimea Xy, C R pentru care putem defini sirul (z,)n>0

prin relatia de recurenta

Tpt1 = pentru orice n > 0,

Tp+ 17
unde xg € Xp.
b). S& se studieze monotonia si marginirea sirului (z,,),>o definit la punctul a), in
functie de zg € Xj.
Vasile Pop
Solutie.
a) Sirul este definit prin recurenta omograficd x,11 = f(z,); f (z) =

0 1 L
care verifica
1 1

1

T+1° deci

n = f"(x0). Asociem functiei f (z) = % matricea A = (
relatia A2 = A+ I, sau A"t = A" + A1,

Fn 1 Fn
. . . . ) — . F,_ F, e
Prin inductie obtinem ci A" = ( , deci z,, = tn=ot" oy conditia

F, Fn+1 Frpxo+Fnia
xo F# —F;;tl si atunci Xy = R\ {—F;—Il In € N}, unde (F,),cy este sirul lui Fibo-
nacci: Fo = Fl = 1, Fn+1 = Fn +Fn—1-
b) Sirul (xn)nzo este marginit pentru orice xg € Xg, constant pentru zg = 1+2\/5 si

nemonoton pentru xg € XO\ {HT\/%}

10



Clasa XII

1. Sa se determine functiile f : R — R care admit primitiva F' : R — R* si verifica
relatia:
F(x)
flx—y)=—=%, Va,yeR.
Y= )

Vasile Pop
Solutie. In mod necesar f(y) # 0,V y € R deci f : R — R*.

Pentru x = y obtinem
f(0) =1

Pentru y = 0 obtinem relatia
()= == f(z)=0,Vz eR.

A 1
Inmultind ultima ecuatie cu e~ F®” obtinem:

(f(a:)e_ﬁzy =0,VzeR

deci
Din f(0) = 1 obtinem:

deci
1

flx) =eFO@O" = 2z eR
1
— R~
a F(0) €

Reciproc: Dacd f(z) = e**, x € R atunci
F( ) 1 axr +
x)=—e ¢
a

si relatia din ipoteza devine
eam +ec

e + ¢

care pentru ¢ = ( este adevarata pentru orice x,y € R.

=) _

2. Si se determine numarul matricelor A € Ms(Z,) cu proprietatea A? = I,

unde p este un numar prim.

11



Vasile Pop

a b

Solutie. Fie A = __ | - Din relatia A? = I, obtinem sistemul
¢ d

@2 +bc=1,b@a+d =0, ca+d) =0, &®+bc=1

sau echivalent
a2+be=1,bG+d) =0,20a+d) =0, (@-d)@+d =

Deoarece p este numar prim, din relatia Z-7 = 0 rezultd Z = 0 sau § = 0 (plx-y = plx

sa ply).
Avem cazurile:
1)a+d#0,dincarerezults b=c¢=0,a=dsidna’=1< (a—1)@+1)=0
rezulti @ = 1 sau g = p/f\l

Am obtinut doua matrice

10 p—1 0
A1: A :IQ §1 AQZ =N o
0 1 0 p—1

o~

2)a+d=0,decid=—-asgia’+b-c=1.

Daci b + 0 atunci ¢ = (T — 62)3_1 si obtinem matricele

a b L
Az = , A €Ly, b#0
c p—a

in numar de p(p — 1).

Daci b =0 atunci a2 = 1 deci @ = 1 sau @ = p/f\l si obtinem matricele

0 p—1 0
A4: /\ ,EEZP §l A5: ,CEZp

p—1 c

=)

Q)
—)

in numar de p + p = 2p.

—

In total avem 2 +p(p—1)+2p = p? +p+2 matrice pentru p # 2 (cicip — 1 # T)

In cazul p = 2 avem matricele

10 01 11 10
A1:A2: PR aAS: PR ) PR aA4: PR )
0 1 1 0 0 1 1 1

12



in total patru matrice.

3. S& se determine functiile continue f : (—1,1) — R care verifica relatia:
(14 2?) f(2?) = f(z), V2 € (-1,1).

Vasile Pop

Solutie. inmul‘gim relatia data cu 1 — 2 si obtinem:
(1 —a")f(a®) = (1 —2*)f(2), ¥ e (-1,1)

Facem substitutia g(z) = (1 — 2?)f(x), € (—1,1) si pentru functia continui g :
(=1,1) — R obtinem:
9(12) - g(ﬂf), Vaze (713 1)

i prin inductie
9(x*") = g(x), Y x € (-1,1). (1)

Trecand la limita in relatia (1) n — oo obtinem:
g(xz) =9¢(0)=a, Yz e (-1,1)
i revenind la f obtinem

[@)= 1"

unde a € R este o constanta arbitrara.

4.a). Fie A o multime cu cel putin doua elemente si * : A x A — A o lege de
compozitie asociativa gi comutativa.
Sa se arate ca daca ecuatia axx = b are solutie x € A pentru orice a,b € A, atunci
functia
fe: A=A fox)=cxx, z€A

este injectiva pentru orice ¢ € A.
b). Fie g : A — A o functie bijectiva cu proprietatea ci g(x) # = pentru orice

x € A si legea de compozitie

“o7:AxA— A zoy=gly) (z,y€A.

13



Sa se arate ca legea “o” nu este asociativa i nu este comutativa, ca ecuatia aox = b

are solutie x € A pentru orice a,b € A si ca pentru orice ¢ € A functia
ge: A=A, go(xr)=cox, xz€A

este injectiva.
Vasile Pop
Solutie. a) Fie z,y € A astfel ca

fe(@) = fe(y) & cxz=cxy. (1)
Din ipoteza pentru a = b = z existd ' € A astfel ca z = 2’ * x si apoi pentru a = ¢
si b= a2’ existd z € A astfel ca ¢ * z = 2’. Avem succesiv:
_ _ _ (l) _ _ ’
=0 % T =Cx2*xT=C*xT*2 = CkY*2=Y*C*2=Y*IT (2)
Analog daci definim 3y’ € A astfel ca y = ¢ * y atunci obtinem
y=zxy (3)

Acum din (2) si (3) avem:

r=yxx @x*y’*x’:m*x'*y’ @x*y’ @:y,
astfel ca functia f. este injectiva.
b) Necomutativa: dacd « # y atunci g () # g (y) din injectivitatea functiei g, deci
zoy=g(y) #g(@) =you.
Neasociativa: (zoy)oz=g(y)oz=g(z) &
z(yoz) =wog(z) =g(g(2) # g(2) (cici g (u) # u).
Ecuatia a oz = b < g (x) = b are solutia unica x = g~! (b) pentru orice a,b € A.

Injectivitatea functiei f.: f. (z) = fe (y) © cox =coy < g(x) =g(y) 98I Y.
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