Concursul Interjudetean de Matematica

” Argument”

Colegiul National ” Gheorghe Sincai”, Baia Mare
Editia a I'V-a, 2012

Clasa a IX-a

1. Pentru fiecare numar a € (0,1) definim

I = {2@}, To = {2I1}, T3 — {2I2}, .y, Xg = {21‘8},

unde am notat cu {x} partea zecimala (fractionard) a numarului z.
Sa se determine valorile lui a pentru care 1 + x5 + ... + 19 = 1022a.
Cristinel Mortici
Solutie. Deoarece nz — n{x} = n[x] € Z, rezulta {nz} = n{x}, pentru orice
n € Z gi orice x € R.
Astfel c& avem zy = {2a}, o = {4a}, z3 = {8a},..., g = {2%} si relatia data se
scrie:
{2a} + {4a} + {8a} + ... + {2%} = 10220 &
2a — [2a] + 4a — [4a] + 8a — [8a] + ... + 2% — [2%] = 1022a &
(2+4+8+...+2%a— [2a] — [4a] — [8a] — ... — [2%] = 1022a (%)

Notand cu S = 24+4+8+...+2% avem 25 = 4+8+.. . +2942194i 265G = 2102,
deci S = 1022 si atunci relatia (%) devine:

[2a] + [4a] + [8a] + ... +[2%a] =0
si cum a > 0 rezulta

[2@]:[4a]:[8a]:...:[29a]:0<:>29a<1<:>a<%.

. 1
In concluzie valorile cautate sunt a € (0, 53)



2. Pentru fiecare pereche de numere reale (z,y) notam cu M (z,y) cel mai mare
dintre numerele 222 — 3y si 2y* —3x si cu m(z, y) cel mai mic dintre numerele 2z — 3y
si 2y — 322

a) Sa se determine cea mai mica valoare a lui M(z, x).

b) Sa se determine cea mai mica valoare a lui M(z,y) si cea mai mare valoare a
lui m(x,y).

Vasile Pop

Solutie.

a) M(x,r) =22 — 3z < —3

b) Avem M(z,y) > 22* — 3y si M(z,y) > 2y* — 3z

si prin adunare rezulta

3\? 3\? 9
2M($,y)22$2—3y+2y2—3m=2(m—1> +2(y—1) -7

3\ 2 3\ 9 9
M > - = —Z) —=2>_=
(fc,y)_<x 4) +<y 4) $2 gy

3

. . 3 - . e . 9 .
cu egalitate in x = e In concluzie valoarea minima este cel putin —3 iar

deci

3 9 9
pentrur =y = 1 obtinem 2x? — 3y = 2y*—3x = 3 deci 3 este valoarea minima,
atinsa.
b) Avem m(z,y) < 2x — 3y?, m(x,y) < 2y — 322, deci

2m(z,y) < 2z — 3y* + 2y — 327 = -3 1y’ 3 12+2<2
m(x,y) < 2z Y Y xr° = x 3 Y 3 5S35

1 1 1
Rezulta m(z,y) < 3 si valoarea maxima ar putea fi 3 pentru x = y = 3 Se

1
verifica usgor ca pentru x =y = 3 cele doua numere 2z — 3y? si 2y — 322 sunt egale

1 ) ) X 1
cu — deci valoarea maxima a lui m este 3



3. Pornind de la functia de gradul al Il-lea cu coeficienti reali f : R — R,
f(x) = ax® + bz + ¢, se construieste un sir de functii aplicand in orice ordine si de
oricate ori urmatoarele operatii:

1) se inlocuiegte = cu pxr + ¢, cu p, ¢ numere reale arbitrare (nu neaparat aceleasi
la fiecare transformare);

2) se schimba intre ele a cu c.

a) Explicati cum se poate ajunge de la functia 2 — 3z +1 la functia —z? — 2z +4

b) Decideti dacd pornind de la functia z* — 3x + 1 se poate ajunge la functia
22 + 1w+ 1.

Maria Pop
Solutie.

a) Inlocuim z cu 2z + 1 si obtinem functia 42 — 2o — 1. Schimbam intre ele —1
cu 4. Obtinem —z? — 2z + 4.

b) Vom urmari cum se schimba discriminantul polinomului dupa aplicarea uneia

din transformarile a) sau b). Dupa efectuarea transformarii a), din
f=az’>+br+c
obtinem
g =a(pz +q)* +b(px + q) + c = ap*x* + (2apq + bp)x + aq® + bg + c,

deci
Ay = b? — dac

A, = p*(2aq + b)? — dap*(aq® + 4q + ¢)
= p*(4a’q® + 4abq + b* — 4a*q* — 4abq — 4ac) = p*(b* — 4ac) = p* - A;.
Dupai efectuarea transformarii b), din f = az? + bz + ¢ se obtine
g=cr’ +br+asi Ay =A, =0b>— dac.

Astfel ca daca pornim de la un polinom cu discriminantul A dupa un numar de

tranformari obtinem un polinom cu discriminantul
Ay =pP-ps...pi-A=p* A

In cazul nostru f = 22 =3z +1, Ay =9 -4 =5>0sig=222+z+1cu
A, =1-8=—7<0. Nu putem avea A, = p*- Ay, deci nu putem ajunge de la f
la g.

Observatie. Daca de la un polinom de grad II se ajunge tot la un polinom de

grad II, toate polinoamele din gir sunt de grad 1T (a, # 0, ¢, # 0).
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Editia a I'V-a, 2012
Clasa a X-a
1. Sa se demonstreze inegalitatile:
a) V2@ +y+2) < Va2 + R+ R+ 22+ V2 a2 Va2 €R
b) (102122 4+ 21y + 2y1 + 5y1y2)? < (1027 + 22191 + 5yF) (1023 + 22012 + 5y3),
YV 21,91, %2, Y2 € R.

Maria Pop

Solutie. a) Consideram in planul Ozy vectorii:
Uy =xi+yj, Vy=yi+zj, Us==zi+axj
si din inegalitatea triunghiului avem
[01 + 02 + Us| < [[ou]| + [[02]] + [[vs]-

Avem:
171+ T2+ 05| = |z +y +2) @+ )| = |z +y + 2|V2

Hﬁlu =V $2+y2, HEQH =V y2+227 HE:’)H = \/Z2+.’L'2.
b) Consideram vectorii

U= By +u1)i+ (1 — 2y1)F, T2 = (329 +v0)i + (z2 — 2u0)J
din inegalitatea Cauchy-Schwarz:

(U1 - 92) < [0 - |72,
avem:

Ty - Uy = (3z1 4+ y1)(3z2 + y2) + (x1 — 2y1) (22 — 2y2) = 102129 + T1Y2 + T2y1 + DY1Ye

|o1)> =21 -0y = By +11)? + (1 — 2p1)? = 1027 + 22131 + 5y}

||62||2 = IOxS + 22909 + 5y§.



2. Fie f,g : R — R doua functii care verifica relatia:
flx+gy) =2c+y+3, Va,yeR. (1)

a) Sa se arate ca exista o infinitate de perechi de functii (f, g) care verifica (1).
b) Sa se determine g(x + f(y)). (1)

Sa se determine g(z + f(y)).
Vasile Pop
Solutie. a) Cautam functii de forma f(z) = ax +b, g(x) = cx +d si din (1)
deducem a=1, ¢=3, si b+d=3. Luam f(z)=2x+b, g(z)=1x+3—,
reR, beR.

b) Punem in (1) y = 0 si obtinem:
flx+g(0)=2x+3=2(x+g(0)) —29(0)+3, VzeR,

deci f(x) =2z +a, V2 eR, (a =-2¢(0) + 3).
Revenind cu f in (1) obtinem:

2 +9(y)+a=2x+y+3, Ve,yc Re
29(y)+a=y+3, VyeR &

1 3—
g(y)=§y+b, VyeR, <b: 2a).

Revenind cu f si g in (1) obtinem:

1
2<x+—y+b)+a:2x+y+3, Vz,ye R&

2
2b+a = 3.(2)
Avem
1 1 +2b 2 1 3
g(:c+f(y)):§(x+2y+a)+b:§x+y+a 5 @§x+y+§.

In concluzie

1 3
g($+f(y))=§x+y+§, Vx,y € R.



3. Fie x un numar real cu proprietatea ca numerele sin 5z, sin 6z si sin 11z sunt

numere rationale nenule. Sa se arate ca sin 16z este numar rational.
Maria Pop

Solutie. Avem
sin 11z + sin bx = 2sin 8z cos 3x

sinllx — sin bz = 2sin 3x cos 8x

Prin inmultire rezulta
.92 .9 o .
sin“ 11z — sin“ bx = sin 6 sin 16x.

Cum sin 6x # 0 atunci

sin 162 — sin? 11z — sin® bz c Q.

sin 6
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Clasa a XI-a

1. Fie SLy(Z) ={X € My(Z) | det X = 1}.
a) S& se arate cd ecuatia X% + X 2 = I, nu are solutii in SLy(Z),

b) S& se arate cd ecuatia X2+ X 2 = — I are solutii i sa se determine multimea
(X" 4+ X" | X*+ X ?=-IL,neN}

Vasile Pop

Solutie. Daca t este urma matricei X atunci X verifica relatia:
X—tX+L=0X+X"'=t-L=X"+X?+2L =L &

X*+ X 2= (-2,

a) X2+ X2=Let?-2=1t?=3&tc+/3 decit ¢ 7Z (fals).
b) X?+X?=-Let?-2=-lat?*=1ate{-1,1}.

Un exemplu este

1 1 1 -1 -1
X = , X7 = ! , X7 = :
-1 0 -1 -1 1 0

Pentru ¢t = 1 din relatia X2 — X + [, = 0 prin inmultire cu X + I, rezulta
X34+ I, =0, deci X3 = —1,.

Pentru ¢t = —1 din relatia X? + X + I, = 0 prin inmultire cu X — I, rezulta
X3 -1, =0, deci X3 = L.

In cazul t = —1 sirul de matrice Y,, = X™ + X" este periodic de perioada 3 cu
primii termeni Y, = —1y, Yo = =1, Y3 = X3 + X3 = [, + [, = 2], si multimea
cautata este {—1Iy, 215}

In cazul t = 1 sirul de matrice Y,, este periodic de perioada 6 si primii termeni
sunt V) =L, Yo = =1, Yo = 20, Vi =X+ X4 = X - X"1=_-Y, =1,
Ys = I, Y5 = 2I5. Multimea cautata este {—1I, Iy, —215,215}.



2. Fie A € M,,(R). Sa se arate ca:
a) Daca Tr (A - A") = 0, atunci A = 0.
b) Daca A - A' = — A% atunci A = —A.

(Tr(B) este suma elementelor de pe diagonala matricei B)

Vasile Pop
Solutie. a) A- A" = B = [b]; ;/-1»
by = Zaik “aze, Tr(B) = Zbii - ZZG?"?
k=1 i=1 i=1 k=1

Tr(B)=0=ay=0,i=1,n k=1n=A=0.

b) Fie D = A+ AL D-Dt = (A—l—At)2 = A2+A-At+At-A+(At)2 = At-A—l—(At)?.
Dar

Tr (At A) =Tr(A- AY) = —Tr A?

=Tr(D-D")=0= D = 0.
Tr (A%)? = Tr (A%)! = Tr A2 } 2 )

Observatie. Din A% - A* = — A3 nu rezulta A' = —A dupa cum se vede din

exemplul
1
A= 0 :
0 0



3. Se considera sirul (S,,),>1, unde S, =1+ % + -+ %, n > 1.
a) Sa se arate ca girul este nemarginit si pentru n > 2, S,, nu este numar intreg.

b) Sa se arate ca exista N € N* astfel ca primele patru zecimale ale numarului
Sy sa fie 2012.

Vasile Pop
Solutie.
al) Sirul (S,),>1 este evident crescator si
1 1 1 1 1 1 1
Sogn = 1+=-+(=+- —+ =+ =+=
2 +2+(3+4)+(5+6+7+8)+
ot ( Lo l) >
2n-l41 2nl 42 2n
1 2 4 on-t 1 n+1
1+-4+24+ 24, -1 1) = '
> +2+4+8+ +2n + (n )2 5
a2) Dacan € [2%, 28+1) k& € N*, atunci dintre numerele 1,2, . . ., n singurul numar

care se divide cu 2% este chiar 2%, astfel ca daca suma S, se aduce la numitor comun
Sp = 2’—: atunci ¢, este de forma g, = 2¥ - Q unde @ este impar. Toate fractiile din
suma 1 + % + % + -+ Qik + -+ % se amplifica cu numere pare, inafara de fractia
2%, care se amplifica cu @, astfel ca p,, este numar impar (¢ + numar par) si g, este
numar par, deci fractia S,, = Z’—: nu este numar intreg.

b) Aratam ca exista N astfel ca partea zecimala a numarului Sy sa fie cuprinsa
in intervalul 7 = [0,2012, 0,2013). Pentru n > 10000 avem % < 0,0001 (lungimea
intervalului 7). Fie Sjgooo = k + ¢, unde k € Ngie € [0,1).

Daca ¢ € I, atunci luam N = 10000.

Daca ¢ < 0,2012, deoarece (S,), este nemarginit si pentru n > 10000 fiecare
fractie % este mai mica decat lungimea intervalului I, putem adauga un numar
minim de fractii astfel ca sa ajungem la Sy cu Sy — k € I.

Daca € > 0,2013 alegem N minim astfel ca Sy > k+ 1+ 0,2012 (si Sy <
k+1+0,2013).

Observatie: Sirul ({S,,})n>1 este dens in [0, 1].
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Clasa a XII-a

1. Fie ay,as,...,a, i by, by, ..., b, numere reale distincte gi consideram matricele
coloana
t t
Alz[l a; a® ... a?},...,An:[l a, az ... afl};
t t
Bi=[1 b 8 0] Ba= 1 b B b |

Sa se arate ca daca det [ Ay, Ay, A, B — B; } =0,Vi,5=1,n atunci

~

det[Bl,BQ,...,Bn,Ai—Aj } —0,Vij=Tn

(am notat cu | Ay, Ay, ..., A,, B; — B, ] matricea patratica de ordin n + 1 cu co-
loanele Ay, A, ..., A, si B; — Bj).
Vasile Pop
Solutie. Avem:
det [ Ay, As, ... Ay, B, — B, ] —0e
det |: Al,AQ,...,An,Bi :| = det |: Al,AQ,...,An,Bj :| .
Determinantul fa(z) = det [ A Agy o AL X } in care ultima coloana este
t
X:[l r ¥ ... x"]
este un determinant Vandermonde de dimensiune n + 1 si atunci
fa(z) = (z —ar)(x —az)...(x —a,)V(a),
unde cu V(a) am notat determinantul Vandermonde de dimensiune n:
V(a) =V(ay,as,...,a,).
Din conditia data rezulta
fA(bl) = fA(bg) =...= fA(bn) <~ PA(bl) = PA(bg) =...= PA(bn>

10



unde Py(z) = (x — aq1)(z — ag) ... (x — ay).

Definim analog
f5(x) = det[By, By, ..., By, X] = (x — b)(z — by) ... (x — b)V(b) = P(z)V ()

si consideram polinomul

f(x) = Pa(z) — Pplz) = ( —ar)(x —an) ... (z — an) — (x — b)(z — by) ... (x — by),

care este un polinom de grad cel mult n — 1.

Din conditiile date f(b;) = f(b2) = ... = f(b,) deci f este un polinom constant
si atunci
flar) = flaz) = ... = f(an) &
Pg(ay) = Pg(ag) = ... = By(a,) < felar) = felaz) = ... = fp(a,) <
det [ By, By, ..., B, A ] — det [ B, Bs, ..., By, A, ] Vij=Tne

det [ By, Bs,..., B, A — A, ] —0,Vij=Tn

11



2. Sa se decida daca exista functii f : R — R cu primitiva F' : R — R care sa
verifice una din conditiile:

a) F(f(x)) =22 VxeR,

b) F(f(x)) =323 VzeR.

Vasile Pop
Solutie. a) Exista. Cautam f de forma f(x) = az i atunci
az? a, o a
F(l’):77 F(f($))=§(a1') =5 vV eR.

Punem conditia a® = 4 si obtinem
fle)=V4-z, VzeR

b) Aratam ca nu exista. Daca prin absurd ar exista f atunci din F'o f = g, cu
g:R =R, g(r) =323 VxR, deoarece functia g este bijectiva rezultd ca F este
surjectiva si f este injectiva.

Acum vom folosi cateva proprietati usor de demonstrat (leme).

L1. O functie f : R — R injectiva, cu proprietatea lui Darboux este strict
monotona.

L2. O functie monotona, discontinua are doar discontinuitati de speta I.

L3. O functie discontinua, cu proprietatea lui Darboux are numai discontinuitati
de speta II.

L4. O functie f : R — R monotona, cu proprietatea lui Darboux este continua.

L5 (L1+L2). O functie f : R — R injectiva si cu proprietatea lui Darboux este
functie continua.

Revenind la problema, functia f fiind o derivata (f = F”’) ea are proprietatea lui
Darboux si fiind injectiva, din L5 si L1 rezulta ca f este continua si strict monotona.

Aratam ca f este si surjectiva, pentru care datorita proprietatii lui Darboux este
suficient sa aratam ca

lim f(x) =00 ¢ lim f(z)=—-00
T—00 Tr——00

sau invers.

In ipoteza ca f este strict crescatoare, fie (), un sir crescator cu lim z, = oo
n—o0

si presupunem ca sirul crescator (f(z,)), este marginit:
m < f(x,) <M, VneN.

Avem F(f(z,)) € [a,b] unde [a,b] = F([m, M]), deci sirul (3z3),, este marginit
(fals).

12



Analog lim f(z) = —oo si f este bijectiva.
T—r—00
Din Fo f = grezultd F = go f~! iar functia g o f~! este strict monotona si
bijectiva, deci F este strict monotona si atunci derivata sa F’ = f are semn constant

(contrazice surjectivitatea functiei f).

13



3. a) Fie E' o multime nevida, M multimea functiilor f : £ — E i f € M.
Demonstrati ca daca f este surjectiva dar neinjectiva, atunci exista cel putin doua
functii f1, fo : E — FE astfel incat fo fi = fo fo = 1g.

b) Dati exemplu de multime infinita F §i f : F — FE pentru care exista exact
doua functii fi, fo : E — E astfel incat fo fi = fo fo = 1.

Dorel Mihet, Timigoara

Solutie Proprietatea de la a) este cunoscuta. Pentru demonstratie remarcam
ca deoarece pentru orice t € FE exista ¢ € FE astfel incat f(z) = ¢, multimea
FU{tY) # 0, iar daca ty # ty, atunci f~1({t1}) N = ({t2}) = 0. In fiecare multime
f71({t}) alegem cate un x; si definim aplicatia h : E — E punand h(t) = x;. Aceasta
satisface egalitatea foh = 1. In plus deoarece f nu este injectiva, exista cel putin
doua elemente z,y € E cux # y i f(z) = f(y), iar din modul de definire a functiei
h gasim cel putin doua functii f;, fo ca in enunt.

b) Fie A = {1,2} §i E = {(#1,22,....2n,...) | 2; € A}. In monoidul (M, o)

consideram functiile f, fi, fo, definite prin:
flxy, 2o,y o) = (T2, 23, ..y, ..)

filzy, zoy oy, ) = (1,21, 9, ooy Ty, -.2)
fo(z1, e, oy Ty o) = (2,21, oy ooy Ty o).

Se verifica imediat ca fo f, =1p (r=1,2).
Functia f nu mai are alte simetrice la dreapta, deoarece daca g € M,
g(x1, 29, oy Ty o) = (Y1,Y2y -y Yn, -..) este astfel incat f o g(xy, 9, ..., 70, ...) =

(X1, T, ..., Tpy ...) AUNCT (Y2, Y3, ovy Yny o) = (X1, T2y oy Ty, o), deci
Y2 = T1, Ys = T2,y Yn = Tp—1, .-

Prin urmare f; si fo sunt singurele inverse la dreapta pentru f.

14



